GEOMETRIA ALGEBRAICZNA, Lista 1

Zadania 1. — 6. s3 do samodzielnego przerobienia. Zadania 7. — 24. sg do przerobienia
na ¢wiczeniach.

Niech X bedzie niepusta przestrzenia topologiczna, K cialem algebraicznie domknietym,
V rozmaitoscia afiniczna (nad K), n,m € N5 i I zbiorem (parametrow).
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Udowodni¢, ze nastepujace warunki sa réwnowazne:

(a) X jest noetherowska;

(b) kazda niepusta rodzina podzbior6w domknietych X ma element minimalny
(wzgledem relacji inkluzji);

(c) jest spelniony wstepujacy warunek tancucha wzgledem podzbioréw otwartych
X;

(d) kazda niepusta rodzina podzbioréw otwartych X ma element maksymalny
(wzgledem relacji inkluzji).

. Udowodnié¢, ze jedli X jest noetherowska, to X jest quasi-zwarta, tzn. kazde otwarte

pokrycie X ma skoficzone podpokrycie.

Udowodni¢, ze X jest noetherowska przestrzenia Hausdorffa wtedy i tylko wtedy,
gdy X jest skoniczona z topologia dyskretna.

Udowodni¢, ze jesli Y C X, to dim(Y) < dim(X).
Poda¢ przyktad X, ktora jest noetherowska i dim(X) = oo.
Udowodni¢, ze jesli X jest nierozktadalna i Hausdorffa, to | X| = 1.

Niech Y C X. Udowodni¢, ze Y jest nierozkladalny (jako przestrzen topologiczna
z topologia indukowana z X) wtedy i tylko wtedy, gdy domkniecie Y w X jest
nierozktadalne.

. Niech X bedzie nierozktadalna i zatézmy, ze U C X jest otwarty i niepusty.

Udowodni¢, ze U jest gesty w X.

. Zalozmy, ze X jest nierozktadalna, podzbior Y C X jest domkniety i dim(Y') =

dim(X) < co. Udowodni¢, ze Y = X.

Zalozmy, ze X jest noetherowska i 77 (singletony sa domkniete). Udowodnié, ze
dim(X) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy X jest skoniczona.

Zalézmy, ze X1,...,X,,Y1,...,Y,, to nierozktadalne podzbiory X takie, ze:
XiU...uX,=1ru...uY,

oraz dla wszystkich mozliwych k # | mamy X, ¢ X; 1Y, € V;. Udowodni¢, ze
n = m oraz, ze istnieje permutacja o € S, taka, ze

X, = Ya(l)a oy Xp = Yo‘(n)'
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Zatormy, ze X = Xj U ... U Xj, gdzie zbiory Xi,..., X} sa domkniete w X.
Udowodnié¢, ze:
dim(X) = max (dim(X3),...,dim(Xy)).

Niech k bedzie nieskoriczonym ciatem i F,G € k[Xy,...,X,]. Udowodni¢, ze jesli
F i G definiuja te same funkcje wielomianowe z k"™ w k, to F' = (. Znaleic
kontrprzyktad dla k = IFs.

Udowodnié¢, ze topologia Zariskiego na A? = A x A! nie pokrywa sie z topologia
produktows (pochodzaca z topologii Zariskiego na Al).

Udowodni¢, ze jesli podzbior W C A™ jest skoniczony, to K[W] = Fun(W, K).

Niech K = C. Znalezé wielomian F' € R[X, Y], ktory jest nierozkladalny w piers-
cieniu R[X,Y] i taki, ze V(F) N R? jest niepusty i rozktadalny (z topologia in-
dukowang z A2 = (DQ)

Niech R bedzie pierscieniem PID, ktory nie jest ciatem. Udowodnié, ze dim(R) = 1.
Zatozmy, ze V; C A" oraz A, A; C K[X1,...,X,] dlai € I. Udowodnié¢, ze:

(a) V(Uier Ai) = MNicr V (Ai);
(b) V(A) =V((A)) ((A) to ideat w K[X1,...,X,] generowany przez A);

)
)
(©) 1(Uier Vi) = Nier 1(Vi);
(d) ACI(V(A)).

Udowodni¢, ze kazda krzywa planarna V jest krzywg afiniczng (tzn. dim(V') = 1).
Niech V = V(YX — 1) ¢ A% Udowodni¢, ze K-algebry K[V] i K[A'] nie sa

izomorficzne (nawet jako pierscienie!).

Niech F' € K[X,Y] bedzie nierozkladalny stopnia 2. Udowodni¢, ze K-algebra
K[X,Y]/(F) jest izomorficzna z K[X,1/X] lub z K[X].

Niech
V={ttt)cA®|tc K}

Udowodni¢, ze V jest krzywa algebraiczna.

Niech
V=V(X?-YZXZ~-X)CA>

Opisaé¢ rozktad V na sktadowe nierozktadalne.

Niech V = V(Y2 — X3) c A%. Udowodni¢, ze pierécieri K[V] nie jest UFD.



