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Niech K b¦dzie ciaªem algebraicznie domkni¦tym i m,n ∈ N.

1. Niech F ∈ K[X,Y, Z] b¦dzie wielomianem jednorodnym i

V := {x ∈ P2 | F (x) = 0}.

Udowodni¢, »e je±li rzutowy zbiór algebraiczny V jest gªadki (de�nicja gªadko±ci z wykªadu

stosuje si¦ do dowolnych rzutowych zbiorów algebraicznych), to V jest nierozkªadalny.

2. Niech F ∈ K[X,Y ] oraz V := V (F ) ⊆ A2. Czy je±li a�niczny zbiór algebraiczny V jest gªadki,

to V jest nierozkªadalny?

3. Niech V b¦dzie rozmaito±ci¡ quasi-a�niczn¡ lub rozmaito±ci¡ quasi-rzutow¡. Udowodni¢, »e

je±li f : V → K jest funkcj¡ regularn¡, to f jest te» funkcj¡ ci¡gª¡ (w topologii Zariskiego).

4. Niech V b¦dzie rozmaito±ci¡ quasi-rzutow¡ i O(V ) zbiorem funkcji regularnych V → K.

Udowodni¢, »e O(V ) jest K-podalgebr¡ K-algebry funkcji Fun(V,K).

5. Niech V b¦dzie rozmaito±ci¡ quasi-rzutow¡ oraz W b¦dzie nierozkªadalnym lokalnie domkni¦-

tym podzbiorem V (tzn. W jest przekrojem otwartego podzbioru V z podzbiorem domkni¦tym

V ). Udowodni¢, »e:

(a) W jest rozmaito±ci¡ quasi-rzutow¡;

(b) podobna konkluzja jak w (a) powy»ej zachodzi dla rozmaito±ci quasi-a�nicznych;

(c) funkcja inkluzji W → V jest funkcj¡ regularn¡.

6. Udowodni¢, »e rozmaito±¢ quasi-a�nicznaA2\{0} nie jest (izomor�czna z) rozmaito±ci¡ a�niczn¡.

7. Niech V ⊆ An i W ⊆ Am b¦d¡ rozmaito±ciami a�nicznymi. Udowodni¢, »e:

(a) V ×W ⊆ An+m jest rozmaito±ci¡ a�niczn¡;

(b) K[V ×W ] ∼=K K[V ]⊗K K[W ].

8. Niech:

α : Pn × Pm → P
nm+n+m,

α ([x0 : . . . : xn], [y0 : . . . : ym]) = [x0y0 : . . . : xny0 : . . . . . . : x0ym : . . . : xnym]

(zanurzenie Segre'a). Udowodni¢, »e:

(a) funkcja α jest dobrze okre±lona i ró»nowarto±ciowa;

(b) dla dowolnych rozmaito±ci rzutowych V ⊆ Pn i W ⊆ Pm, mamy »e α(V ×W ) jest te»

rozmaito±ci¡ rzutow¡.

(Uto»samiaj¡c V ×W z α(V ×W ) mo»emy teraz traktowa¢ V ×W jako rozmaito±ci¡ rzutow¡.)

9. Niech:

V = {[a : b : c : d] ∈ P3 | ab− cd = 0}.
Udowodni¢, »e V ∼= P1 × P1.

10. Zrozumie¢ de�nicj¦ produktu w kategorii i udowodni¢, »e w kategorii rozmaito±ci quasi-rzutowych

istniej¡ produkty (podobnie w kategoriach rozmaito±ci: a�nicznych, quasi-a�nicznych oraz

rzutowych).

11. Niech V b¦dzie rozmaito±ci¡ quasi-rzutow¡ i v ∈ V . Udowodni¢, »e pier±cie« Ov,V (funkcji

regularnych w punkcie v na rozmaito±ci V ) jest lokalny i »e mamy

Ov,V /mv,V
∼=K K.


