
GEOMETRIA ALGEBRAICZNA, Lista 12 (na wykªad 17. stycznia)

Niech K b¦dzie ciaªem algebraicznie domkni¦tym i C b¦dzie gªadk¡ planarn¡ krzyw¡ rzutow¡ dan¡

przez wielomian jednorodny T ∈ K[X,Y, Z]. Niech F,G ∈ K[X,Y, Z] b¦d¡ jednorodne i takie, »e

ka»dy z nich ma sko«czenie wiele zer na krzywej C i »e wszystkie te zera le»¡ na C∗.

1. Dla x ∈ C∗ powiemy, »e warunek Noethera jest speªniony dla C,F,G, gdy:

F∗ ∈ (T∗, G∗)K[X,Y ]I(x).

Zaªó»my, »e powy»szy warunek Noethera jest speªniony dla wszystkich x ∈ C, dla których te»

mamy G(x) = 0. Udowodni¢, »e:

(a) istniej¡ a, b ∈ K[X,Y ] takie, »e F∗ = aT∗+ bG∗, wskazówka: skorzysta¢ z udowodnionego

na wykªadzie faktu, »e je±li I / K[X,Y ] i V (I) = {x1, . . . , xn} jest sko«czony, to mamy:

K[X,Y ]/I ∼=K K[X,Y ]I(x1)/IK[X,Y ]I(x1) × . . .×K[X,Y ]I(xn)/IK[X,Y ]I(xn);

(b) istniej¡ r ∈ N oraz a′, b′ ∈ K[X,Y, Z] takie, »e ZrF = a′T + b′G (wskazówka: skorzysta¢

z zadania 8. Listy 8);

(c) istniej¡ a′′, b′′ ∈ K[X,Y, Z] takie, »e F = a′′T + b′′G (wskazówka: skorzysta¢ z tego, »e

pewna funkcja z dowodu twierdzenia Bezout byªa ró»nowarto±ciowa);

(d) istniej¡ A,B ∈ K[X,Y, Z] jednorodne i takie, »e F = AT +BG oraz

deg(A) = deg(F )− deg(T ), deg(B) = deg(F )− deg(G).

Podpunkt (d) to AF +BG-Twierdzenie Noethera (u nas troch¦ inne oznaczenia).

2. Zaªó»my, »e:

I(x,C ∩ F ) > I(x,C ∩G).

Udowodni¢, »e warunek Noethera jest speªniony dla C,F,G oraz x.

3. Zaªó»my, »e A ∈ K[X,Y, Z] jest wielomianem jednorodnym i deg(A) = deg(G) − deg(T ).
Udowodni¢, »e

T · (G+AT ) = T ·G.

4. Udowodni¢, »e je±li dla ka»dego x ∈ C mamy

I(x,C ∩ F ) > I(x,C ∩G),

to istnieje wielomian jednorodny H ∈ K[X,Y, Z] taki, »e

C · F = C ·G+ C ·H.


