GEOMETRIA ALGEBRAICZNA, Lista 12 (na wyklad 17. stycznia)

Niech K bedzie cialem algebraicznie domknietym i C' bedzie gltadka planarng krzywa rzutowa dang
przez wielomian jednorodny 7' € K[X,Y,Z]. Niech F,G € K[X,Y, Z] beda jednorodne i takie, ze
kazdy z nich ma skoiiczenie wiele zer na krzywej C' i ze wszystkie te zera leza na C.

1. Dla x € C, powiemy, ze warunek Noethera jest spetniony dla C, F, G, gdy:
F* € (T*a G*)K[Xa Y]I(z)

Zatozmy, ze powyzszy warunek Noethera jest spelniony dla wszystkich z € C| dla ktorych tez
mamy G(x) = 0. Udowodni¢, ze:

(a) istnieja a,b € K[X,Y] takie, ze F, = aTy + bG,, wskazowka: skorzysta¢ z udowodnionego
na wyktladzie faktu, ze jesli I < K[X,Y] i1V (I) = {x1,...,x,} jest skoficzony, to mamy:

K[va}/l =K K[Xa Y]I($1)/IK[X’Y]I(z1) XX K[Xay]l(xn)/IK[Xa Y]I(zn),

(b) istnieja r € N oraz d/, b’ € K[X,Y, Z] takie, ze Z"F = o'T + V/G (wskazowka: skorzystaé
z zadania 8. Listy 8);

c) istnieja a”, 0" € K[X,Y, Z] takie, ze F = a""T + V"G (wskazowka: skorzystac¢ z tego, ze
a g
pewna funkcja z dowodu twierdzenia Bezout byta réznowartosciowa);

(d) istnieja A, B € K[X,Y, Z] jednorodne i takie, ze F' = AT + BG oraz
deg(A) = deg(F) — deg(T), deg(B) = deg(F) — deg(G).

Podpunkt (d) to AF + BG-Twierdzenie Noethera (u nas troche inne oznaczenia).

2. Zalozmy, ze:
I(x,CNF)=21(z,CNG).

Udowodni¢, ze warunek Noethera jest spetniony dla C, F, G oraz x.
3. Zatozmy, ze A € K[X,Y,Z] jest wielomianem jednorodnym i deg(A4) = deg(G) — deg(T).
Udowodni¢, ze
T - (G+AT)=T-G.
4. Udowodnié, ze jedli dla kazdego x € C mamy
I(z,CNF)>21(z,CNG),

to istnieje wielomian jednorodny H € K[X,Y, Z] taki, ze

C-F=C-G+C-H.



