
GEOMETRIA ALGEBRAICZNA, Lista 2

Niech K b¦dzie ciaªem algebraicznie domkni¦tym, V,W rozmaito±ciami a�nicznymi i n,m ∈ N>0.

1. Nast¦puj¡ce twierdzenie jest nazywane Lematem Zariskiego.

Je±li F ⊆ L jest rozszerzeniem ciaª i L jest sko«czenie generowan¡ F -algebr¡, to F ⊆ L
jest sko«czonym rozszeniem ciaª.

Jak z Lematu Zariskiego wynika sªabe twierdzenie Hilberta o zerach z wykªadu?

2. Niech R b¦dzie pier±cieniem UFD i a, b ∈ R b¦d¡ takie, »e NWD(a, b) = 1. Udowodni¢, »e

R[X]/(aX + b) ∼=R R [b/a] .

3. Dla jakich n ∈ N, wielomian Y 2 −Xn ∈ K[X,Y ] jest nierozkªadalny?

4. Niech W ⊂ An b¦dzie zbiorem sko«czonym mocy m.

(a) Opisa¢ I(W ) jako przekrój ideaªów maksymalnych pier±cienia K[X1, . . . , Xn].

(b) Korzystaj¡c z Chi«skiego Twierdzenia o Resztach, udowodni¢ »e

K[W ] ∼=K Km.

(c) Wywnioskowa¢, »e Fun(W,K) = K[W ].

(d) Porówna¢ powy»szy dowód punktu (c) z dowodem z pierwszych ¢wicze«.

5. Udowodni¢, »e:

(a) V ×W jest a�nicznym zbiorem algebraicznym;

(b) zbiór

∆V := {(v, v) ∈ V × V | v ∈ V } (przek¡tna)

jest domkni¦ty Zariskiego w V × V ;

(c) je±li A ⊆ V jest g¦sty Zariskiego, F,G : V →W s¡ mor�zmami i F |A = G|A, to F = G.

6. Mor�zm Ψ : V → W nazywamy monomor�zmem, je±li dla dowolnego a�nicznego zbioru al-

gebraicznego Z i dowolnych mor�zmów Φ1,Φ2 : Z → V , je±li Φ1 6= Φ2, to Ψ ◦ Φ1 6= Ψ ◦ Φ2.

Mor�zm Ψ nazywamy epimor�zmem, je±li dla dowolnego a�nicznego zbioru algebraicznego Z
i dowolnych mor�zmów Φ1,Φ2 : W → Z, je±li Φ1 6= Φ2, to Φ1 ◦Ψ 6= Φ2 ◦Ψ. (Poj¦cia te maj¡

sens w dowolnej kategorii.)

Opisa¢ monomor�zmy i epimor�zmy w kategorii a�nicznych zbiorów algebraicznych.

7. Niech V = V (Y 2 −X3) ⊂ A2 oraz

Ψ : A1 → V, Ψ(x) =
(
x2, x3

)
.

Udowodni¢, »e Ψ jest bijektywnym mor�zmem, który nie jest izomor�zmem.

8. Niech I b¦dzie ideaªem w pier±cieniu R. Udowodni¢, »e pier±cie« R/I jest zredukowany (tzn.

nie ma elementów nilpotentnych) wtedy i tylko wtedy, gdy ideaª I jest radykalny.


