GEOMETRIA ALGEBRAICZNA, Lista 2

Niech K bedzie ciatem algebraicznie domknietym, V, W rozmaito$ciami afinicznymi i n,m € INso.

1. Nastepujace twierdzenie jest nazywane Lematem Zariskiego.

Jesli F' C L jest rozszerzeniem ciat © L jest skoriczenie generowanq F'-algebrg, to FF C L
jest skoriczonym rozszeniem cial.

Jak z Lematu Zariskiego wynika stabe twierdzenie Hilberta o zerach z wyktadu?
2. Niech R bedzie pierscieniem UFD i a,b € R beda takie, ze NWD(a,b) = 1. Udowodni¢, ze

R[X]/(aX +b) =g R[b/a].

3. Dla jakich n € IN, wielomian Y2 — X" € K[X,Y] jest nierozkladalny?
4. Niech W C A" bedzie zbiorem skoniczonym mocy m.

(a) Opisa¢ I(W) jako przekrdj ideatéw maksymalnych pierscienia K[X7, ..., X,].

(b) Korzystajac z Chinskiego Twierdzenia o Resztach, udowodnié ze

(c) Wywnioskowaé, ze Fun(W, K) = K[W].

(d) Poréwnaé powyzszy dowod punktu (c) z dowodem z pierwszych ¢wiczen.
5. Udowodni¢, ze:

(a) V x W jest afinicznym zbiorem algebraicznym;
(b) zbior
Ay :={(v,v) € V. xV | v eV} (przekatna)
jest domkniety Zariskiego w V' x V;
(c) jesli A CV jest gesty Zariskiego, F, G : V — W sa morfizmami i F|4 = G|, to F =G.
6. Morfizm ¥ : V — W nazywamy monomorfizmem, jesli dla dowolnego afinicznego zbioru al-

gebraicznego Z i dowolnych morfizméw &1, Py : Z — V, jedli &1 # Py, to Vo &1 # Wo Py.
Morfizin ¥ nazywamy epimorfizmem, jedli dla dowolnego afinicznego zbioru algebraicznego Z
i dowolnych morfizmow @1, Py : W — Z, jesli @1 # Po, to 1 0 ¥ £ &y 0 U. (Pojecia te maja
sens w dowolnej kategorii.)
Opisaé¢ monomorfizmy i epimorfizmy w kategorii afinicznych zbioréw algebraicznych.

7. Niech V =V (Y2 - X3) C A? oraz
VA5V, U(z) = (x2,ac3) :
Udowodnié¢, ze ¥ jest bijektywnym morfizmem, ktory nie jest izomorfizmem.

8. Niech I bedzie ideatem w pierscieniu R. Udowodni¢, ze piersciern R/ jest zredukowany (tzn.
nie ma elementoéw nilpotentnych) wtedy i tylko wtedy, gdy ideal I jest radykalny.



