
GEOMETRIA ALGEBRAICZNA, Lista 3

Niech K b¦dzie ciaªem algebraicznie domkni¦tym i k, n,m ∈ N>0.

1. Zaªó»my, »e V jest rozmaito±ci¡ algebraiczn¡ i f ∈ K(V ). Udowodni¢, »e dom(f) jest podzbiorem
otwartym Zariskiego w V .

2. Dla maksymalnego idealu m w dziedzienie R, niech

Rm = {a/b ∈ R0 | a ∈ R, b ∈ R \m} ⊆ R0.

Udowodni¢, »e

R =
⋂
{Rm | m jest ideaªem maksymalnym R}.

3. Niech T b¦dzie dziedzin¡. De�niujemy:

∂ : T [X]→ T [X], ∂(a0+a1X+. . .+an−1X
n−1+anX

n) = a1+. . .+(n−1)an−1X
n−2+nanX

n−1.

Udowodni¢, »e:

(a) funkcja ∂ jest ró»niczkowaniem;

(b) je±li char(T ) = 0, to ∂−1(0) = T ;

(c) je±li char(T ) = p > 0, to ∂−1(0) = T [Xp].

4. Zaªó»my, »e:

• G1, . . . , Gk, F1, . . . , Fm ∈ K[X1, . . . , Xn];

• G1, . . . , Gk ∈ (F1, . . . , Fm);

• F̄ := (F1, . . . , Fm), Ḡ := (G1, . . . , Gk);

• v ∈ V (F̄ ).

Udowodni¢, »e ka»dy wiersz macierzy JḠ(v) jest K-liniow¡ kombinacj¡ wierszy macierzy JF̄ (v).

5. Niech F1, . . . , Fn ∈ K[X1, . . . , Xn] i F̄ : An → An b¦dzie mor�zmem, gdzie F̄ = (F1, . . . , Fn).

(a) Udowodni¢, »e je±li F̄ jest izomor�zmem, to det(JF̄ ) ∈ K∗.

(b) Co s¡dzicie o implikacji przeciwnej do tej w punkcie (a)?

6. Zaªó»my, »e K = C i »e V ⊆ An jest gªadk¡ rozmaito±ci¡ algebraiczn¡. Udowodni¢, »e V jest

zespolon¡ podrozmaito±ci¡ Cn (lub ró»niczkowaln¡ podrozmaito±ci¡ R2n). W szczególno±ci, V
jest te» rozmaito±ci¡ w sensie geometrii ró»niczkowej.

7. Niech P b¦dzie ideaªem pierwszym w pier±cieniu R. Udowodni¢, »e:

(a) (R/P )0
∼=R RP /PRP ;

(b) ilorazy P/P 2 oraz PRP /(PRP )2 maj¡ naturalne struktury R/P -moduªów;

(c) je±li ideaª P jest maksymalny, to mamy

P/P 2 ∼=R/P PRP /(PRP )2.

8. Zaªo»my, »e F,G ∈ K[X,Y ] s¡ nierozkªadalne i »e F nie dzieli G. Niech V = V (FG) ⊆ A2

oraz a ∈ V b¦dzie taki, »e F (a) = G(a) = 0. Udowodni¢, »e a jest punktem osobliwym V .



9. Niech F ∈ K[X,Y ] i V = V (F ) ⊆ A2. Udowodni¢, »e:

(a) je±li F /∈ K, to V jest niesko«czony;

(b) je±li V (F, ∂F
∂X , ∂F∂Y ) jest sko«czony, to

√
(F ) = (F ) oraz I(V ) = (F );

(c) je±li V (F, ∂F
∂X , ∂F∂Y ) = ∅, to V jest gªadk¡ rozmaito±ci¡ algebraiczn¡.

10. Zaªó»my, »e char(K) 6= 2. Dla poni»szych F ∈ K[X,Y ], znale¹¢ punkty osobliwe V (F ) oraz

dopasowa¢ krzywe V (F ) do poni»szego obrazka.

(a) F = Y 4 + X4 −X2.

(b) F = Y 6 + X6 −XY .

(c) F = Y 4 + X4 + Y 2 −X3.

(d) F = Y 4 + X4 −X2Y −XY 2.


