GEOMETRIA ALGEBRAICZNA, Lista 3

Niech K bedzie cialem algebraicznie domknietym i k,n,m € INy.

1. Zalozmy, ze V jest rozmaitoscig algebraiczna i f € K (V). Udowodni¢, ze dom(f) jest podzbiorem
otwartym Zariskiego w V.

2. Dla maksymalnego idealu m w dziedzienie R, niech
Rn={a/beRy|aec R, be R\m}C Ry.

Udowodnié¢, ze
R = ﬂ{Rm | m jest ideatem maksymalnym R}.

3. Niech T bedzie dziedzing. Definiujemy:
0:T[X] —T[X], 0(ap+a1 X+.. .+an_1X"_1+anX”) =ai+.. .+(n—1)an_1X"_2+nanX"_1.
Udowodnié¢, ze:
(a) funkcja O jest rozniczkowaniem;
(b) jesli char(T) = 0, to 9-1(0) = T;
(c) jesli char(T) = p > 0, to 071(0) = T[X?].
4. Zatézmy, ze:

° Gl,...,Gk,Fl,...,FmEK[Xl,...,Xn];
o Gy,...,Gj € (Fl,...,Fm);

L] F:: (Fl,...,Fm), G = (Gl,...,Gk);
e veV(F).

Udowodni¢, ze kazdy wiersz macierzy Ja(v) jest K-liniowa kombinacja wierszy macierzy Jz(v).
5. Niech Fy,...,F, € K[X1,...,X,]i F: A" — A" bedzie morfizmem, gdzie F' = (Fy, ..., F,).

(a) Udowodnié, ze jesli F' jest izomorfizmem, to det(Jz) € K*.

(b) Co sadzicie o implikacji przeciwnej do tej w punkcie (a)?

6. Zalozmy, ze K = C1ize V C A" jest gladka rozmaitoscia algebraiczna. Udowodni¢, ze V' jest
zespolong podrozmaitogcia C" (lub rézniczkowalng podrozmaitoscia R?"). W szczegdlnosci, V
jest tez rozmaitosciag w sensie geometrii rézniczkowe;j.

7. Niech P bedzie ideatem pierwszym w pierscieniu R. Udowodni¢, ze:
(a) (R/P)o =g Rp/PRp;

(b) ilorazy P/P? oraz PRp/(PRp)? maja naturalne struktury R/P-modutéw;

(c) jesli ideat P jest maksymalny, to mamy
P/P*~p,p PRp/(PRp)*.

8. Zalozmy, ze F,G € K[X,Y] sa nierozkladalne i ze F nie dzieli G. Niech V = V(FG) C A?
oraz a € V bedzie taki, ze F(a) = G(a) = 0. Udowodni¢, ze a jest punktem osobliwym V.



9. Niech F € K[X,Y]iV =V(F) C A% Udowodni¢, ze:

(a) jesli FF ¢ K, to V jest nieskonczony;
(b) jesli V(F, g—)F(, g—f,) jest skonczony, to \/(F) = (F) oraz I[(V) = (F);
(c) jesli V(F, g—)};, g—}};) =0, to V jest gtadka rozmaitoscia algebraiczna.

10. Zatézmy, 7e char(K) # 2. Dla ponizszych F € K[X,Y], znalez¢ punkty osobliwe V(F) oraz
dopasowac krzywe V (F') do ponizszego obrazka.

(a) F=Y*+ X% - X2

(b) F=Y5+ X% - XY,

(c) F=Y*+ X4 +Y?2 - X3
(d) F=Y*+X* - X%y - XY2
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