
GEOMETRIA ALGEBRAICZNA, Lista 7

Niech K b¦dzie ciaªem algebraicznie domkni¦tym i m,n ∈ N>0.

1. Niech X b¦dzie noetherowsk¡ przestrzeni¡ topologiczn¡ oraz

X =
⋃
i∈I

Ui

b¦dzie otwartym pokryciem X. Udowodni¢, »e:

dim(X) = sup
i∈I

dim(Ui).

2. Udowodni¢, »e ka»de dwie proste w P2 maj¡ niepusty przekrój.

3. Niech H ∈ K[X1, . . . , Xn] i d ∈ N. Udowodni¢, »e nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(a) wielomian H jest jednorodny stopnia d;

(b) dla ka»dego λ ∈ K zachodzi nast¦puj¡ca równo±¢ w pier±cieniu K[X1, . . . , Xn]:

H(λX1, . . . , λXn) = λdH.

4. Niech F ∈ K[X1, . . . , Xn], d ∈ N i zaªó»my, »e:

(a) F = F0 + . . .+ Fd;

(b) Fd 6= 0;

(c) dla ka»dego i 6 d, wielomian Fi jest jednorodny stopnia i lub Fi = 0.

Udowodni¢, »e:
d∑

i=0

Xd−i
n+1Fi = Xd

n+1F

(
X1

Xn+1
, . . . ,

Xn

Xn+1

)
.

5. Znale¹¢ punkty w niesko«czono±ci planarnych krzywych a�nicznych poni»ej i sprawdzi¢, czy te

punkty s¡ gªadkie:

(a) V (αX + βY + 1) dla ustalonego (α, β) ∈ K2 \ {(0, 0)};
(b) V (Y 2 −X3);

(c) V (X3 + Y 3 + 1);

(d) krzywe z zadania 10. z Listy 3.

6. Niech L b¦dzie ciaªem zawieraj¡cym n-ty pierwotny pierwiastek z jedynki i a ∈ L. Udowodni¢,

»e nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(a) wielomian Xn − a jest nierozkªadalny (w pier±cieniu L[X]);

(b) dla ka»dej liczby l > 1 dziel¡cej n i ka»dego b ∈ L mamy bl 6= a.

7. Udowodni¢, »e wielomian Xn − Y m jest nierozkladalny w pier±cieniu K[X,Y ] wtedy i tylko

wtedy, gdy liczby n i m s¡ wzgl¦dnie pierwsze.


