
GEOMETRIA ALGEBRAICZNA, Lista 8

Niech K b¦dzie ciaªem algebraicznie domkni¦tym i m,n ∈ N.

1. Niech V b¦dzie rozmaito±ci¡ rzutow¡ i U ⊆ V niepustym i otwartym podzbiorem V . Udowod-

ni¢, »e

dim(U) = dim(V ).

2. Rozwa»my naturalne dziaªanie grupy GL3(K) na K3. Udowodni¢, »e to dziaªanie indukuje

tranzytywne dziaªanie GL3(K) na:

(a) P2;

(b) zbiorze podprzestrzeni liniowych wymiaru 2 w K3;

(c) zbiorze prostych w P2.

3. Dla A ∈ GL3(K) i F ∈ K[X,Y, Z] rozwa»my

A · F := F

A ·

XY
Z

 ∈ K[X,Y, Z].

Udowodni¢, »e:

(a) powy»szy wzór zadaje dziaªanie GL3(K) na K[X,Y, Z];

(b) dziaªanie to dla ka»dego d ∈ N zachowuje zbiór wielomianów jednorodnych stopnia d.

4. Udowodni¢, »e dziaªanie z zadania 3. zadaje dziaªanie GL3(K) na zbiorze podzbiorów alge-

braicznych P2 i »e to dziaªanie obci¦te do zbioru prostych w P2 pokrywa si¦ z dziaªaniem z

zadania 2(c).

5. Niech F,G b¦d¡ wielomianami jednorodnymi w K[X,Y, Z], x ∈ P2 i A ∈ GL3(K). Udowodni¢,

»e (u»ywaj¡c poprzednich zada«, aby zinterpretowa¢ odpowiednie dziaªania) mamy:

I(x, F ∩G) = I(A · x, (A · F ) ∩ (A ·G)).

6. Niech

0→ A1 → A2 → . . .→ An → 0

b¦dzie ci¡giem dokªadnym sko«czenie wymiarowych przestrzeni liniowych nad K. Udowodni¢,

»e:
n∑

i=1

(−1)i dimK(Ai) = 0.

7. Dla k ∈ N, niech Rk b¦dzie przestrzeni¡ K-liniow¡ skªadaj¡c¡ si¦ z wielomianów jednorodnych

stopnia k w K[X,Y, Z]. Zaªó»my, »e d > m+ n i »e mamy ci¡g dokªadny postaci

0→ Rd−m−n → Rd−m ×Rd−n → Rd → E → 0,

gdzie E jest pewn¡ przestrzeni¡ liniow¡ nad K. Udowodni¢, »e:

dimK(E) = mn.

8. Dla F ∈ K[X1, . . . , Xn], niech F ∗ ∈ K[X1, . . . , Xn+1] b¦dzie homogenizacj¡ wielomianu F
wzgl¦dem zmiennej Xn+1. Udowodni¢, »e dla dowolnych F,G ∈ K[X1, . . . , Xn] mamy:

Xt
n+1(F +G)∗ = Xr

n+1F
∗ +Xs

n+1G
∗,

gdzie:

r = deg(G), s = deg(F ), t = r + s− deg(F +G).


