
GEOMETRIA ALGEBRAICZNA, Lista 9

Niech K b¦dzie ciaªem algebraicznie domkni¦tym i n ∈ N.

1. Co si¦ stanie je±li skleimy dwie kopie A1 wzdªu» A1 \ {0} u»ywaj¡c funkcji identyczno±ciowej?

Czy dla K = C, powy»sza przestrze« jest Hausdor�a w �topologii euklidesowej�?

2. Udowodni¢, »e dla K = C, przestrze« Pn jest zwarta w �topologii euklidesowej�.

3. Niech V ⊆ An b¦dzie zbiorem domkni¦tym Zariskiego takim, »e dim(V ) > 0. Udowodni¢, »e

V ∗ 6= V , gdzie V ∗ ⊆ Pn jest homogenizacj¡ V .

4. Niech A,B ∈ K. De�niujemy:

E := V (Y 2 −X3 −AX −B) ⊆ A2.

Udowodni¢, »e:

(a) krzywa E ma jedyny punkt w niesko«czono±ci i ten punkt jest gªadki;

(b) je±li char(K) /∈ {2, 3}, to E ma co najwy»ej jeden punkt osobliwy;

(c) je±li char(K) /∈ {2, 3}, to E jest gªadka wtedy i tylko wtedy, gdy 4A3 + 16B2 6= 0.

5. Niech A,B,E b¦d¡ jak w zadaniu 4. Zaªó»my, »e E∗ jest gªadka i we¹my krzyw¡ eliptyczn¡

(E∗, O), gdzie O jest punktem w niesko«czono±ci E. Niech (x1, y1), (x2, y2) ∈ E b¦d¡ dwoma

ró»nymi punktami na krzywej E, takimi »e

(x3, y3) := (x1, y1)⊕ (x2, y2) ∈ E.

Udowodni¢, »e

x3 = λ2 + a1λ− a2 − x1 − x2, y3 = −(λ+ a1)x3 − ν − a3,

gdzie Y = λX + ν jest równaniem prostej w A2 przechodz¡cej przez punkty (x1, y1), (x2, y2).

6. Niech K = C oraz

E := V (Y 2 −X3 − 17) ⊆ A2.

Niech (E∗, O) b¦dzie krzyw¡ eliptyczn¡ jak w zadaniu 5. Sprawdzi¢, »e:

P1 := (−2, 3), P2 := (−1, 4), P3 = (2, 5) ∈ E

oraz policzy¢ wspóªrz¦dne nast¦puj¡cych punktów (⊕ to dodawanie i 	 to odejmowanie na

krzywej eliptycznej (E∗, O)):

(a) P1 	 P3;

(b) P2 ⊕ P2;

(c) P2 ⊕ P3.

7. Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡, K = Falg
p oraz

Ep := V (Y 2 −X3 − 17) ⊆ A2
K .

Dla jakich liczb pierwszych p, krzywa a�niczna Ep jest gªadka?

8. Niech x = [a : b : 1] ∈ P 2 i L b¦dzie prost¡ w P2 przechodz¡c¡ przez punkty x oraz [0 : 1 : 0].
Udowodni¢, »e prosta a�niczna L∗ = L ∩A2 jest równolegªa do osi OY.


