GEOMETRIA ALGEBRAICZNA, Lista 9

Niech K bedzie cialem algebraicznie domknietym i n € IN.

1.

Co sie stanie jesli skleimy dwie kopie A! wzdtuz Al \ {0} uzywajac funkcji identycznosciowej?
Czy dla K = C, powyzsza przestrzen jest Hausdorffa w “topologii euklidesowej’?

Udowodni¢, ze dla K = C, przestrzen P" jest zwarta w “topologii euklidesowej”.

Niech V' C A" bedzie zbiorem domknietym Zariskiego takim, ze dim(V') > 0. Udowodni¢, ze
V* #V, gdzie V* C P" jest homogenizacja V.

. Niech A, B € K. Definiujemy:

E:=V(Y?- X3 - AX - B) C A”.
Udowodnié¢, ze:

(a) krzywa F ma jedyny punkt w nieskoniczonosci i ten punkt jest gtadki;
(b) jesli char(K) ¢ {2,3}, to E ma co najwyzej jeden punkt osobliwy;
(c) jesli char(K) ¢ {2,3}, to E jest gladka wtedy i tylko wtedy, gdy 443 + 16 B2 # 0.

. Niech A, B, F beda jak w zadaniu 4. Zalozmy, ze E* jest gladka i wezmy krzywg eliptyczna

(E*,0), gdzie O jest punktem w nieskoniczonosci E. Niech (x1,y1), (x2,y2) € E beda dwoma
réznymi punktami na krzywej E, takimi ze

(23,93) := (x1,y1) ® (22,92) € E.
Udowodni¢, ze
23 =N 4+ a1\ — as — x1 — T9, ys = —(A+a1)rs — v — as,

gdzie Y = AX + v jest rownaniem prostej w A2 przechodzacej przez punkty (z1,y1), (x2,92).

. Niech K = C oraz

E:=V(Y?-X3-17) C A%
Niech (E*,O) bedzie krzywa eliptyczna jak w zadaniu 5. Sprawdzi¢, ze:
P, = (—2,3),P2 = (—1,4),P3 = (2,5) ek

oraz policzy¢ wspoélrzedne nastepujacych punktéow (@ to dodawanie i © to odejmowanie na
krzywej eliptycznej (E*, O)):

(a) P o Ps;

(b) Py @ Py

(c) Py @ Ps.
Niech p bedzie liczby pierwsza, K = F'® oraz

E,=V(Y?-X3-17) C A%.

Dla jakich liczb pierwszych p, krzywa afiniczna E, jest gtadka?

Niech z = [a : b: 1] € P?2i L bedzie prosta w IP? przechodzaca przez punkty x oraz [0: 1 : 0].
Udowodnié, ze prosta afiniczna L, = L N A? jest réwnolegta do osi QY.



