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N = {0, 1, 2, . . .} oznacza zbiór liczb naturalnych, Z zbiór liczb caªkowitych, Q zbiór liczb
wymiernych, R zbiór liczb rzeczywistych i C zbiór liczb zespolonych.
Mówimy, »e liczba a ∈ C jest algebraiczna, gdy istniej¡ n ∈ N>0 oraz q0, . . . , qn−1 ∈ Q, takie »e:

q0 + q1a+ . . .+ qn−1a
n−1 + an = 0.

Liczba a ∈ C jest algebraiczna stopnia n, oznaczane deg(a) = n, gdy powy»sze n jest najm-
niejsze.

(1) Zaªó»my, »e x, y, z ∈ N>0 oraz:

x2 + y2 = z2.

Udowodni¢, »e:
(a) liczba x jest parzysta lub liczba y jest parzysta (wsk.: �popatrze¢ modulo 4�);
(b) je±li powy»sze x, y, z s¡ parami wzgl¦dnie pierwsze i istniej¡ a, b, c ∈ N, takie »e:

y = 2a, z − x = 2b, z + x = 2c,

to b i c s¡ wzgl¦dnie pierwsze.
(2) Zaªó»my, »e n,m ∈ N>0 s¡ wzgl¦dnie pierwsze oraz, »e istnieje c ∈ Z, taki »e nm = c2.

(a) Udowodni¢ szczegóªowo, »e istniej¡ a, b ∈ Z, takie »e n = a2 i m = b2.
(b) Poda¢ kontrprzykªad na podpunkt (a) przy zaªo»eniu n,m ∈ Z \ {0}.
(c) Sformuªowa¢ i udowodni¢ wersj¦ podpunktu (a) przy zaªo»eniu n,m ∈ Z \ {0}.

(3) Przedstawi¢ de�nicj¦ uªamka ªa«cuchowego sko«czonego oraz uªamka ªa«cuchowego niesko«-

czonego (wsk.: https://pl.wikipedia.org/wiki/U%C5%82amek_%C5%82a%C5%84cuchowy).
(4) Udowodni¢, »e:

(a) ka»d¡ liczb¦ rzeczywist¡ mo»na zapisa¢ w postaci uªamka ªa«cuchowego;
(b) liczbom wymiernym odpowiadaj¡ uªamki ªa«cuchowe sko«czone;
(c) liczbom niewymiernym odpowiadaj¡ uªamki ªa«cuchowe niesko«czone.

(5) We¹my α ∈ C \ Z, tak¡ »e α2 ∈ Z. Rozwa»my nast¦puj¡cy podzbiór C:

Q[α] := {q + rα | q, r ∈ Q}.
Udowodni¢, »e:
(a) podzbiór Q[α] jest podciaªem C;
(b) dla ka»dych q, q′, r, r′ ∈ Q je±li

q + rα = q′ + r′α,

to wtedy q = q′ i r = r′;
(c) funkcja (dobrze okre±lona na mocy (b))

N : Q[α] −→ Q, N(q + rα) := q2 − r2α2

jest multyplikatywna, tzn. dla ka»dych q, q′, r, r′ ∈ Q mamy:

N ((q + rα)(q′ + r′α)) = N(q + rα)N(q′ + r′α);

(d) dla ka»dego x ∈ Z[α] zachodzi N(x) ∈ Z.

https://pl.wikipedia.org/wiki/U%C5%82amek_%C5%82a%C5%84cuchowy


(6) Udowodni¢, »e nast¦puj¡cy podzbiór jest podciaªem C:
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(7) Udowodni¢, »e:
deg(ζ3) = 2 = deg(ζ6),

gdzie dla n ∈ N>0:
ζn = cos(2π/n) + i sin(2π/n),

czyli ζn jest n-tym pierwotnym pierwiastkiem z jedynki (w C).
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