Warsztaty KFnrD, Réwnania diofantyczne, Lista 1, 6.12.2019 (piatek)

N = {0,1,2,...} oznacza zbioér liczb naturalnych, Z zbior liczb catkowitych, Q zbior liczb
wymiernych, R zbior liczb rzeczywistych i C zbiér liczb zespolonych.
Mowimy, ze liczba a € C jest algebraiczna, gdy istnieja n € Ny oraz qo, . . ., ¢,—1 € Q, takie ze:

Go+qa+...+q_1a"t+a"=0.

Liczba a € C jest algebraiczna stopnia n, oznaczane deg(a) = n, gdy powyzsze n jest najm-
niejsze.

(1) Zalozmy, ze x,y,z € Ny oraz:

Udowodnié¢, ze:
(a) liczba x jest parzysta lub liczba y jest parzysta (wsk.: ,popatrze¢ modulo 47);
(b) jesli powyzsze x,y, z sa parami wzglednie pierwsze i istnieja a,b, ¢ € N, takie ze:

y=2a z—x=2b, z4x=2c

to b i ¢ sa wzglednie pierwsze.

(2) Zalozmy, ze n,m € N+ sa wzglednie pierwsze oraz, ze istnieje ¢ € Z, taki ze nm = 2.

(a) Udowodnié¢ szczegotowo, ze istniejy a, b € Z, takie ze n = a® i m = b?.

(b) Podaé¢ kontrprzykiad na podpunkt (a) przy zatozeniu n,m € Z\ {0}.

(¢c) Sformulowaé i udowodni¢ wersje podpunktu (a) przy zalozeniu n,m € Z\ {0}.
(3) Przedstawic¢ definicje utamka taricuchowego skoriczonego oraz utamka tancuchowego nieskori-

czonego (wsk.: https://pl.wikipedia.org/wiki/U%C5%82amek_%C5%82a%C5%84cuchowy).
(4) Udowodni¢, ze:

(a) kazda liczbe rzeczywista mozna zapisa¢ w postaci utamka tancuchowego;

(b) liczbom wymiernym odpowiadaja utamki taricuchowe skoriczone;

(¢) liczbom niewymiernym odpowiadaja utamki tancuchowe nieskoriczone.
(5) Wezmy a € C\ Z, takg ze o® € Z. Rozwazmy nastepujacy podzbior C:

Qla] :={qg+ra|qreQ}.

Udowodnié¢, ze:
(a) podzbior Q[a] jest podciatem C;
(b) dla kazdych q,¢',r, 7" € Q jesli

g+ra=q +1a,

to wtedy ¢ =¢ ir=1/;
(c) funkcja (dobrze okreslona na mocy (b))

N:Q[a] — Q, N(q+ra):=q¢ —r*?
jest multyplikatywna, tzn. dla kazdych ¢, ¢, r,r" € Q mamy:
N((g+ra)(g +r'a)) = N(g+ra)N(¢ +r'a);
(d) dla kazdego x € Z[a] zachodzi N(x) € Z.


https://pl.wikipedia.org/wiki/U%C5%82amek_%C5%82a%C5%84cuchowy

(6) Udowodni¢, ze nastepujacy podzbior jest podcialem C:
Q [\5/5} = {a—l—bf/ﬁ—l—cﬁ | a,b,c€ Q}.

(7) Udowodni¢, ze:
deg(C3) = 2 = deg(Co),

gdzie dla n € Ny :
(n = cos(2m/n) + isin(27/n),
czyli ¢, jest n-tym pierwotnym pierwiastkiem z jedynki (w C).



