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Niech K b¦dzie podciaªem C. Przez OK oznaczamy podpier±cie« C skªadaj¡cy si¦ z tych
a ∈ K, »e a jest algebraiczny stopnia n > 0 oraz istniej¡ k0, . . . , kn−1 ∈ Z, takie »e:

k0 + k1a+ . . .+ kn−1a
n−1 + an = 0.

Niech R b¦dzie pier±cieniem (zawsze przemiennym z jedynk¡); r, s ∈ R oraz n ∈ N>0.

R∗ := {r ∈ R | (∃r′ ∈ R) rr′ = 1}.
• Mówimy, »e r, s ∈ R s¡ wzgl¦dnie pierwsze (w R), gdy istniej¡ x, y ∈ R, takie »e

rx+ sy = 1.

• Mówimy, »e r dzieli s (w R), oznaczane r|s, gdy istnieje x ∈ R, taki »e s = rx.
• Mówimy, »e r jest nierozkªadalny (w R), gdy r 6= 0, r /∈ R∗ oraz dla ka»dych x, y ∈ R
je±li r = xy, to x ∈ R∗ lub y ∈ R∗.
• Mówimy, »e r jest pierwszy (w R), gdy r 6= 0, r /∈ R∗ oraz dla ka»dych x, y ∈ R je±li
r|xy, to r|x lub r|y.

(1) Niech a ∈ C b¦dzie liczb¡ algebraiczn¡ stopnia n. Udowodni¢, »e istniej¡ jedyne
q0, q1, . . . , qn−1 ∈ Q, takie »e:

q0 + q1a+ . . .+ qn−1a
n−1 + an = 0.

(2) Niech d ∈ Z b¦dzie niepodzielna przez kwadrat »adnej liczby pierwszej. Udowodni¢, »e
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w przeciwnym przypadku.

(3) Niech d ∈ Z b¦dzie niepodzielna przez kwadrat »adnej liczby pierwszej oraz

N : Q
[√

d
]
−→ Q

b¦dzie jak w Zadaniu (5) z Listy 1. Udowodni¢, »e:
(a) dla ka»dego x ∈ OQ[√d] mamy N(x) ∈ Z;
(b) dla ka»dego x ∈ OQ[√d] mamy:

x ∈
(
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)∗
⇐⇒ N(x) = ±1.

(4) Niech d ∈ Z<0 b¦dzie niepodzielna przez kwadrat »adnej liczby pierwszej. Udowodni¢,
»e:(
OQ[√d]

)∗
=


{1,−1, i,−i} gdy d = −1,
{1,−1, 1+

√
d

2
,−1+

√
d

2
, (1+

√
d

2
)2,−(1+

√
d

2
)2} gdy d = −3,

{1,−1} gdy d < −3.
(5) Niech p b¦dzie nieparzyst¡ liczb¡ pierwsz¡ i a, b ∈ Z. Udowodni¢, »e w pier±cieniu Z[ζp]

zachodzi nast¦puj¡ca równo±¢:

ap + bp = (a+ b) · (a+ ζpb) · . . . ·
(
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)
·
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)
.

(6) Dla dowolnego pier±cienia R zde�niowa¢ pier±cie« wielomianów R[X].
(7) Udowodni¢, »e w pier±cieniu Z[X] zachodzi:

(a) dla ka»dego f ∈ Z[X] \ Z[X]∗ mamy f - 2 lub f - X;
(b) elementy 2 i X nie s¡ wzgl¦dnie pierwsze.

(8) Udowodni¢, »e je±li r jest pierwszy w R, to r jest nierozkªadalny w R.


