Warsztaty KFnrD, Réwnania diofantyczne, Lista 2, 7.12.2019 (sobota)

Niech K bedzie podcialem C. Przez Ok oznaczamy podpierécien C sktadajacy sie z tych
a € K, 7e a jest algebraiczny stopnia n > 0 oraz istnieja ko, ..., k,—1 € Z, takie ze:

ko+kia+ ...+ k,_1a" P +a" = 0.
Niech R bedzie pierscieniem (zawsze przemiennym z jedynka); r,s € R oraz n € IN-.
R*:={reR| (3" €R)r' =1}
e Mowimy, ze r, s € R sa wzglednie pierwsze (w R), gdy istnieja x,y € R, takie ze
re+ sy = 1.

e Mowimy, ze r dzieli s (w R), oznaczane r|s, gdy istnieje x € R, taki ze s = rz.

e Mowimy, ze r jest nierozktadalny (w R), gdy r # 0, r ¢ R* oraz dla kazdych z,y € R
jeslir =xzy, tox € R* lub y € R*.

e Mowimy, ze r jest pierwszy (w R), gdy r # 0, r ¢ R* oraz dla kazdych z,y € R jesli
r|zy, to r|z lub r|y.

(1) Niech a € C bedzie liczba algebraiczna stopnia n. Udowodni¢, ze istnieja jedyne
9, - - -, qn—1 € Q, takie ze:
Q+qa+t...+qa"t+a"=0.

(2) Niech d € Z bedzie niepodzielna przez kwadrat zadnej liczby pierwszej. Udowodni¢, ze
O — Z[%a] :{m+n%a |m,n€Z} .gdy 4|d — 1,
Z[Vd) = {m +nVd | m,n € Z} w przeciwnym przypadku.
(3) Niech d € Z bedzie niepodzielna przez kwadrat zadnej liczby pierwszej oraz
N:Q [\/E] — Q

bedzie jak w Zadaniu (5) z Listy 1. Udowodni¢, ze:
(a) dla kazdego @ € Ogq,/5 mamy N(z) € Z;
(b) dla kazdego z € Og,/ mamy:

x € <OQ[\/E]>* = N(z) = =+1.

(4) Niech d € Z..( bedzie niepodzielna przez kwadrat zadnej liczby pierwszej. Udowodnié,

ze:
N (A ody d = —1,
<OQ[\/E]> =1, 1+2\/3, _1+2x/E7 <1+2\/&)27 _(1+2\/&>2} ody d = —3,
{1,-1} gdy d < —3.

(5) Niech p bedzie nieparzysta liczba pierwsza i a,b € Z. Udowodni¢, ze w pierscieniu Z[(,]
zachodzi nastepujaca réwnoscé:
a”+ ¥ =(a+b)-(a+Gb) ... (a+¢7?) - (a+¢2'D).
(6) Dla dowolnego pierscienia R zdefiniowa¢ pierscien wielomianow R[X].
(7) Udowodni¢, ze w pierscieniu Z[X| zachodzi:
(a) dla kazdego f € Z[X|\ Z[X]* mamy f {2 lub f1{X;
(b) elementy 2 i X nie sa wzglednie pierwsze.
(8) Udowodni¢, ze jesli r jest pierwszy w R, to r jest nierozkladalny w R.



