Warsztaty KFnrD, Réwnania diofantyczne, Lista 3, 8.12.2019 (niedziela)

Moéwimy, ze pierscien R jest dziedzing (catkowitosci), gdy dla kazdych z,y € R\ {0} mamy
xy # 0.

(1) Zalozmy, ze pierscien R jest dziedzina oraz r, s € R. Udowodni¢, ze nastepujace warunki
sa rOwnowazne:

(a) istnieje u € R*, taki ze s = ur;
(b) 7|s i s|r.

(2) Niech R bedzie dziedzing z jednoznacznoscia rozkltadu na elementy nierozktadalne. Za-
lozmy, ze x,y € R\ {0} sa wzglednie pierwsze oraz istnieje 2 € R, taki ze zy = 2%
Udowodni¢, ze istnieja v,w € R oraz u,u’ € R*, takie ze:

r=uw’, y=uw
(3) Udowodni¢, ze:
(a) w pierscieniu Z[y/—5] mamy réwno$c:

2-3=(1+v-5)-(1-+v-5);
(b) elementy 2,3,1 + +/—5,1 — v/—5 sa nierozkladalne w pierscieniu Z[v/—5];

(c) pierscien Z[v/—5| nie ma wtasnosci jednoznacznego rozktadu na elementy nierozkltadalne;

(d) element 2 nie jest pierwszy w pierscieniu Z[/—5].
Wskazowka: Zadanie (5) z Listy 11 Zadanie (4) z Listy 2.
(4) Udowodni¢, ze mamy nastepujgca rownosé idealéow w pierscieniu Z[/—5]:
(3) = (3,1+vV=5)- (3,1 — vV=5).
(5) Udowodni¢, ze pierScienie Z i Z[i] sa pierscieniami idealow glownych.
Wskazéwka: w obu sytuacjach udowodnié¢, ze generatorem danego niezerowego ideatu
jest jego niezerowy element o najmniejszej wartosci bezwglednej.
(6) Udowodni¢, ze ideal (2, X) nie jest glowny w pierscieniu Z[X].
(7) Rozwazmy krzywa E C R? dana rownaniem:
V?=X%+1
i zalozmy, 7e (z,y) € F oraz y # 0.
(a) Znalez¢ rownanie prostej L, ktora jest styczna do krzywej E w punkcie (z,y).
(b) Udowodni¢, ze prosta L z podpunktu (a) przecina sie z krzywg E w ,nowym”
punkcie o wspotrzednych:
vt —8x —a® — 2023 + 8
42 8y3

(formuta duplikacji).
(c) Zauwazy¢, ze (2,3) € FE.
(d) Udowodni¢, ze rownanie Y? = X3+1 ma nieskoniczenie wiele rozwigzan wymiernych.



