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Mówimy, »e pier±cie« R jest dziedzin¡ (caªkowito±ci), gdy dla ka»dych x, y ∈ R \ {0} mamy
xy 6= 0.

(1) Zaªó»my, »e pier±cie« R jest dziedzin¡ oraz r, s ∈ R. Udowodni¢, »e nast¦puj¡ce warunki
s¡ równowa»ne:
(a) istnieje u ∈ R∗, taki »e s = ur;
(b) r|s i s|r.

(2) Niech R b¦dzie dziedzin¡ z jednoznaczno±ci¡ rozkªadu na elementy nierozkªadalne. Za-
ªó»my, »e x, y ∈ R \ {0} s¡ wzgl¦dnie pierwsze oraz istnieje z ∈ R, taki »e xy = z2.
Udowodni¢, »e istniej¡ v, w ∈ R oraz u, u′ ∈ R∗, takie »e:

x = uv2, y = u′w2.

(3) Udowodni¢, »e:
(a) w pier±cieniu Z[

√
−5] mamy równo±¢:

2 · 3 =
(
1 +
√
−5

)
·
(
1−
√
−5

)
;

(b) elementy 2, 3, 1 +
√
−5, 1−

√
−5 s¡ nierozkªadalne w pier±cieniu Z[

√
−5];

(c) pier±cie«Z[
√
−5] nie ma wªasno±ci jednoznacznego rozkªadu na elementy nierozkªadalne;

(d) element 2 nie jest pierwszy w pier±cieniu Z[
√
−5].

Wskazówka: Zadanie (5) z Listy 1 i Zadanie (4) z Listy 2.
(4) Udowodni¢, »e mamy nast¦puj¡c¡ równo±¢ ideaªów w pier±cieniu Z[

√
−5]:

(3) = (3, 1 +
√
−5) · (3, 1−

√
−5).

(5) Udowodni¢, »e pier±cienie Z i Z[i] s¡ pier±cieniami ideaªów gªównych.
Wskazówka: w obu sytuacjach udowodni¢, »e generatorem danego niezerowego ideaªu
jest jego niezerowy element o najmniejszej warto±ci bezwgl¦dnej.

(6) Udowodni¢, »e ideaª (2, X) nie jest gªówny w pier±cieniu Z[X].
(7) Rozwa»my krzyw¡ E ⊂ R2 dan¡ równaniem:

Y 2 = X3 + 1

i zaªó»my, »e (x, y) ∈ E oraz y 6= 0.
(a) Znale¹¢ równanie prostej L, która jest styczna do krzywej E w punkcie (x, y).
(b) Udowodni¢, »e prosta L z podpunktu (a) przecina si¦ z krzyw¡ E w �nowym�

punkcie o wspóªrz¦dnych:(
x4 − 8x

4y2
,
−x6 − 20x3 + 8

8y3

)
(formuªa duplikacji).

(c) Zauwa»y¢, »e (2, 3) ∈ E.
(d) Udowodni¢, »e równanie Y 2 = X3+1ma niesko«czenie wiele rozwi¡za« wymiernych.


