
KRZYWE ELIPTYCZNE, Lista 1

Niech n, d ∈ N>0, Y = (Y1, . . . , Yn), X = (X0, . . . , Xn), K b¦dzie ciaªem, K̄
algebraicznym domkni¦ciem K, A ⊆ K̄[Y ] i V = V (A).

1. Udowodni¢, »e istnieje sko«czony podzbiór A0 ⊆ A taki, »e V = V (A0).

2. Udowodni¢, »e I(V ) =
√

(A).

3. Niech W ⊆ An b¦dzie algebraiczny. Udowodni¢, »e V ⊆ W wtedy i
tylko wtedy, gdy I(W ) ⊆ I(V ).

4. Znale¹¢ A ⊆ K[Y ] taki, »e V (A) nie jest zde�niowany nad K.

5. Zaªó»my, »e V/K i niech I(V/K) := I(V ) ∩K[Y ]. Udowodni¢, »e

(a) I(V ) jest generowany przez I(V/K) jako K̄-przestrze« liniowa,
(b) istnieje V/K taki, »e I(V/K) jest pierwszy, ale V nie jest roz-

maito±ci¡.

6. Niech P ∈ V . Udowodni¢, »e dimK̄ mP /m2
P jest sko«czony.

7. Niech f ∈ K̄[Y ] b¦dzie nierozkªadalny i P ∈ V (f). Udowodni¢, »e:

(a) dim(V (f)) = n− 1,
(b) punkt P jest nieosobliwy, wtedy i tylko wtedy gdy

dimK̄ mP /m2
P = dim(V (f)).

8. Niech x0, . . . , xn ∈ K̄. Udowodni¢, »e [x0 : . . . : xn] ∈ P(K) wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje i takie, »e xi 6= 0 oraz x0

xi
, . . . , xn

xi
∈ K.

9. Niech f =
∑

k fk ∈ K̄[X], gdzie ka»dy fk jest jednomianem. Niech∑
j ij b¦dzie stopniem jednomianu aXi0

0 · . . . · Xin
n . Udowodni¢, »e f

jest jednorodny stopnia d wtedy i tylko wtedy, gdy stopie« ka»dego fk

to d.

10. Udowodni¢, »e dowolne dwie proste w P2 maj¡ niepusty przekrój.

11. Niech I P K̄[X] b¦dzie jednorodny. Udowodni¢, »e I jest pierwszy
wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dych f, g ∈ K̄[X] jednorodnych, je±li
fg ∈ I, to f ∈ I lub g ∈ I.
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