
KRZYWE ELIPTYCZNE, Lista 3

Niech n ∈ N>0 i K b¦dzie ciaªem algebraicznie domkni¦tym.

1. Niech R b¦dzie UFD, r ∈ R elementem nierozkªadalnym i L ciaªem
uªamków R. Udowodni¢, »e:

(a) Funkcja

vr : L∗ → Z, vr(α) = n, gdzie α = rn a

b
, r - a, b ∈ R

jest waluacj¡.
(b) Ovr = R(r).
(c) Dla ka»dej waluacji v : L∗ → Z pier±cie« Ov jest DVR.

2. Udowodni¢, »e:

(a) Podzbiory algebraiczne An to zbiory domkni¦te pewnej topologii
na An.

(b) Powy»sza przestrze« topologiczna jest noetherowska, tzn. dowolny
zst¦puj¡cy ci¡g zbiorów domkni¦tych stabilizuje si¦.

(c) Podprzestrze« przestrzeni noetherowskiej jest noetherowska.
(d) Noetherowska przestrze« topologiczna rozkªada si¦ na sko«czon¡

sum¦ zbiorów domkni¦tych nierozkªadalnych, tzn. takich które
nie s¡ nietrywialn¡ sum¡ podzbiorów domkni¦tych.

(e) Je±li V ⊆ An jest zbiorem algebraicznym, to V jest rozmaito±ci¡
wtedy i tylko wtedy, gdy V jest nierozkªadalny.

3. Niech I P K[Y1, . . . , Yn]. Udowodni¢, »e V (I) jest sko«czony wtedy i
tylko wtedy, gdy dimK K[Y1, . . . , Yn]/I jest sko«czony.

4. Niech V b¦dzie krzyw¡ (a�niczn¡ lub rzutow¡) i W ⊆ V wªa±ciwym
podzbiorem algebraicznym. Udowodni¢, »e W jest sko«czony.

5. Niech V b¦dzie gªadk¡ krzyw¡ (a�niczn¡ lub rzutow¡) i α ∈ K(V )∗.
Udowodni¢, »e α ma sko«czenie wiele zer i sko«czenie wiele biegunów.

6. Niech f, g ∈ K[X,Y ] \ K. Udowodni¢, »e zbiór V (f, g) ⊆ A2 jest
sko«czony wtedy i tylko, wtedy gdy f i g nie maj¡ wspólnych dziel-
ników nierozkªadalnych w K[X,Y ].

7. Udowodni¢, »e dla ka»dego sko«czonego W ⊂ P2 istnieje φ ∈ Aut(P2)
taki, »e φ(W ) ∩ V (Z) = ∅.
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