
KRZYWE ELIPTYCZNE, Lista 4

Niech n,m ∈ N>0 i K b¦dzie ciaªem algebraicznie domkni¦tym.

1. Dla I P K[Y1, . . . , Yn] zaªó»my, »e V (I) = {P1, . . . , Pm}. Udowodni¢,
»e funkcja

K[Y1, . . . , Yn]/I 3 f + I 7→ (f + IK[An]Pi)i ∈
m∏

i=1

K[An]Pi/IK[An]Pi

jest izomor�zmem K-algebr.

2. Niech C b¦dzie gªadk¡ krzyw¡ w P2 i L prost¡ w P2. Udowodni¢, »e
I([0 : 0 : 1], L ∩ C) > 1 wtedy i tylko wtedy, gdy L = T[0:0:1]C.

3. Niech R b¦dzie pier±cieniem, I ideaªem pierwszym R oraz m ideaªem
maksymalnym R takim, »e I ⊆ m. Udowodni¢, »e IRm ∩R = m.

4. Zaªó»my, »e char(K) 6= 2, 3. Udowodni¢, »e krzywa rzutowa

C : Y 2Z = X3 + aXZ2 + bZ3

jest gªadka wtedy i tylko wtedy, gdy 4a3 + 27b2 6= 0.

5. Udowodni¢, »e dla ka»dej gªadkiej kubiki C i punktu O ∈ C istnieje
gªadka kubika E, taka »e [0 : 1 : 0] ∈ E jest potrójnym punktem
przeci¦cia E z V (Z) oraz, »e istnieje izomor�zm φ : C ∼= E taki, »e
φ(O) = [0 : 1 : 0].

6. Udowodni¢, »e zanurzenie Segre'a

ϕ : Pn × Pm → PN

jest ró»nowarto±ciowe, oraz »e dla ka»dych V ⊆ Pn,W ⊆ Pm roz-
maito±ci rzutowych, ϕ(V ×W ) ⊆ PN jest rozmaito±ci¡.

7. Udowodni¢, »e P1 × P1 ∼= V , gdzie V = V (X1X2 −X3X4) ⊆ P3.

8. Niech E : Y 2 = X3 + 17 b¦dzie gªadk¡ kubik¡ w A2. Udowodni¢, »e

(−1, 4)⊕ (2, 5) =
(
−8

9
,−109

27

)
.
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