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Abstract. We study the pathwise uniqueness of a one-dimension-
al stochastic differential equation driven by white noise and involving
local time of the unknown process. We introduce a very weak con-
dition on the diffusion term which is sufficient for the pathwise unique-
ness if one considers an equation of the form

X, =xq+ _:[ 1"_; a(s, x, X)) W(ds, dx)+ ;‘; (X)) v(da),

where v stands for a signed Radon measure on R.

1. Introduction. La théorie des mesures martingales a été introduite par
Walsh [9]. L’objet de cette théorie est de développer un calcul stochastique
adapté analogue a celui de It6. Le calcul stochastique pour les mesures martin-
gales est développé dans El Karoui et Méléard [2]. L’objet du présent travail
est I'étude des équations différentielles stochastiques qui dérivent du bruit
blanc, mais dont le drift fait intervenir le temps local de la solution inconnue.

. Soit (2, &, P) un espace de probabilité et (E, &) un espace de Lusin.
W est le bruit blanc sur R, x E. Nous nous proposons d’étudier I'unicité
trajectorielle des solutions d’équations différentielles stochastiques avec temps
local: - ' -

(1 X, =xo+ jt' [ o(s, x, X,) W(ds, dx)+ | L(X)v(da),
0E R ,

ou ¢ est une fonction borelienne, et v désigne une mesure de Radon signée sur
R. Finalement, si X est une semimartingale continue, nous désignons par I, (X)
son temps local (symétrique) au point ae R. I5* (X), respectivement I%~ (X),
désigne une version continue a droite (respectivement continue a gauche) du
temps local de X.

* Supported by TWAS under contract No. 95-306 RG/MATHS/AF/AC.
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Une étude des équations différentielles stochastiques de type
t t
X,=xo+ [ o(s, x, X)W(ds, dx)+ | | b(s, x, X,) g,(dx)ds
oE 0E

a été entamée par Walsh [9] et El Karoui et Mé¢léard [2]. Ici g, (dx)ds désigne
la mesure intensité du bruit blanc W. Les résultats d’existence et d’unicité sont
obtenus, dans le cas des coefficients lipschitziens, par El Karoui et Méléard [2].
Le type d’équations que nous étudions est plus général, en un certain sens, que
celles étudiées dans El Karoui et Méléard [2]. Dans la section suivante nous
démontrons un résultat assez général sur I'unicité trajectorielle des solutions.
Pour cela’ nous introduisons une condition trés générale, dite (LT), suffisante
pour I'unicité des solutions de I'’équation (1). La condition (LT) a été introduite
par Barlow et Perkins dans [1] afin d’étudier les équations différentielles sto-
chastiques ordinaires. Cette technique est reprise par Le Gall [3]. Dans le cas
des équations différentielles stochastiques ordinaires avec temps local, les
résultats definitifs sont obtenus par Rutkowski [7]. Notre démarche est for-
tement inspirée par cette derniére référence.

2. Unicité trajectorielle des solutions. D’une fagon générale, nous adoptons
le langage et les notations habituelles du calcul stochastiques par rapport aux
martingales-mesures introduit par Walsh [9] et développé dans El Karoui et
Meéléard [2].

Soit 0: R, X Ex R — R une fonction borelienne. Nous introduisons la
condition (LT).

DirmirioN 2.1. Nous disons que ¢ vérifie la condition (LT), si lorsque X!
et X2 sont des semimartingales continues telles que

t
Xi=xo+ [ [ o(s, x, X)yW(ds, dx)+ A} pour i=1,2,
0E

ou les processus A',i=1, 2, sont 4 variation finie, alors
LY*(X'—X?%=0 pour tout t > 0.
11 convient d’introduire la notation suivante: S
N,={aeR: o(s, x, a) =0, g,(dx)ds presque partout},

ou g (dx)ds désigne l'intensité du bruit blanc W.
Nous sommes en mesure de formuler le résultat principal de cette section.

THEOREME 2.2. Supposons que o vérifie la condition (LT). Soit v une mesure
de Radon signée sur R telle que la mesure V= Iycv vérifie

V({a})l <1 pour tout acR.
Alors il y'a unicité trajectorielle des solutions de I'équation (1).

Pour la preuve de ce théoréme, nous avons besoin de deux lemmes.
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LemMmE 2.3. Supposons que o vérifie la condition (LT), et soit X une semi-
martingale vérifiant la relation

L
X, =xo+ | [ o(s, x, X)W (ds, dx)+ 4,.
0E

Alors pour tout aeN, on a: I* (X) = I~ (X) = 0 pour tout t >0 et par con-
séquent I5,(X) =0 pour tout t = 0.

Démonstration. Si aeN,, le processus t—>j; §z o(s, x, ) W(ds, dx)
est une martingale continue, nulle en zéro, et dont la variation quadratique

vaut = — ° j

»

Oty

{ o%(s, x, a)q,(dx)ds = 0.
E

Il en résulte que

Oty

f a(s, x, a)W(ds,dx)=0

et par suite: ’
a= x0+£ £ o (s, x, ) W(ds, dx)+(a—x,).

La condition (LT) implique alors que I5* (X —a)= I~ (X —a) =0, soit
Ef(X)=I (X)=0 pourtoutt=>0.m

LeMME 2.4. Sous les hypothéses du théoréme 2.2, toute solution X de
Iéquation (1) vérifie I'équation différentielle stochastique suivante:

t
()] X, =xo+ [ [ o(s, x, X)W (ds, dx)+ [ I (X) ¥(da).
0E R
Démonstration. En vue du lemme précédent on obtient

t
X, =xo+ [ o5, x, X)W (ds, dx)+ | Ing (X)v(da),
0E R

d’ou Iéquation, car ¥ = Iycv.

Démonstration du théoréme 2.2. En vue du lemme 24, il suffit de
prouver l'unicité trajectorielle des solutions de P'équation (2), ou v est une
mesure de Radon signée sur R, telle que |v({a})] <'1 pour tout aeR. Par
localisation, on peut supposer que |v|(R) < + co. On utilise une transformation
de type Zvonkin, introduite par Stroock et Yor [&]:

T 1=vdz)

La fonction F, est différence de deux fonctions convexes. Par la formule de
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Tanaka, I’équation (1) peut étre transformée en une équation sans drift
3

3) Y,=yo+ | 6(s, x, Y)W (ds, d),
0 E

ol Y,=F (X)) et &(s, x,a)=o(s, x, F; ' (@) Fy(F; ' (a)). A

L’unicité des solutions de I’équation (1) découlera alors de 'unicité trajec-
torielle des solutions de ’équation (3). En effet, soient X! et X? deux solutions
de I’équation (1) définies sur le méme espace de probabilité relativement au
méme bruit blanc. La condition (LT) imposée 4 la fonction o entraine que
IS (X*—X?) = 0 pour tout ¢ > 0. Il existe deux constantes strictement posi-
tive m et M telles que

m(x—y) < F,(x)—F,(y)) S M(x—y)

pour 0 < x—y < 1. En utilisant un résultat sur la comparaison des temps
locaux dans Ouknine [4], on a si ¥'= F,(X}) pour i=1, 2

L(;+ (Yl___ YZ) < M12+ (XI_XZ)
et par suite
I3t (Y'—-Y?%) =0 pour tout t > 0.

Or, Y'—Y? est une martingale locale continue et nulle en zéro. Par con-
séquent, Y' = Y2 Par suite X' et X? sont indistinguables. m

3. Quelques conditions suffisantes pour (LT). La condition (LT) a joué un
role central dans notre étude. Il est donc naturel de chercher des hypothéses
suffisantes pour la réaliser. La classe des fonctions qui satisfont (LT) contient
les fonctions hélderiennes d’ordre supérieur ou égal 4 4. Comme nous allons le
voir, ¢’est une condition trés faible, et méme certaines fonctions discontinues
peuvent satisfaire (LT). Donnons nous un ensemble de conditions:

(C,) 1l existe une fonction croissante ¢: [0, 1] — R, vérifiant:

ﬂ = -+ 00
o+ € (1) B -
telle que
o [ (65, %, @—as, x, b))’ g,(dx) < g (la—b).

E
(C,) 11 existe une fonction croissante f telle que

[ (e (s, x, a)—a (s, x, b))* q,(dx) < |f (@)—f ()|

E
et il existe ¢ > 0 tel que [, o(s, x, a)g,(dx) > & pour tout 5 >0 et acR.

(C,) 11 existe une fonction a variation bornée f, et une fonction he W2!
(W21 désigne l'espace de Sobolev classique) telles que

[ (oG, x, @—a (s, x, b)) ,(d%) < 04 (If (@ —f B))+ 05 (1 (a) — R (B,

E
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ou les fonctions g, (i = 1, 2) sont croissantes, @, (x)/x et g, (x)/x* sont décrois-
santes, et
du

oj; 0;(®W) Vo, - e

et il existe £ > 0 tel que j'Ea(s X, a)q,(dx) > ¢ pour tout s >0 et aeR.
PROPOSITION 3.1. Chacune des conditions (C,), (C,) et (C;) implique la

condition (LT).

Demonstratlon ‘Nous pouvons supposer que la fonction ¢ est strlc-
tement cr01s§ante dans un petit intervalle [0, 6], 6 > 0, sinon c’est trivial.
Montrons que

t d Xl__Xz ‘
({ ﬁ Iyt_x2.0< +00 pour tout ¢ > 0.
S s

En effet, en utilisant la condition (C,), on a
id<X1—X2>sI L
o o(Xi—Xx3) X0
_ el x, XH—0s, %, X3)* 4,(dx)
o (X5 —X3)
Par la formule de densité d’occupation, il vient
PA{X—-X?), E(X'—X?)du
S eG@mam) Mo = | T

Iyi_xisods <t

La condition

et la continuité 4 droite du temps local (& droite) assurent que I (X' —X?) = 0

" Pour montrer que (C,) implique la condition (LT), on régularise la fonc-
tion croissante f en la convolant avec une fonction positive réguliére. Par
localisation, on peut supposer que f est bornée. Nous allons montrer que

td < xX1i_ X2>
I=) ———F"Iyt_x2-0 < +0 pour tout ¢t>0.
T >
Si D désigne I'ensemble des points de discontinuité de la fonction f, D est au
plus dénombrable et

[+e o
§ Ixtepyds = | Ixzepyds =0
. v 0
Par suite,

(X 1)—f (x3)

f XD (X3) |
0 - X3

Iyt x2,0ds < hmsuPI XI_x? Ixi_x2sqds,

n—>w 0
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mais

S X5 ~£(X3)

1
Ixt_xzsods < | [ fi(aX!+(1 —o) X%)dads
Xsl__Xz X X Q ‘(l;g ( )

Oty =

1 1
e_ZI | i @) E(aX™ +(1 —o) X?) du do
et il en résulte que oR
EMD < W“ =52 sup EL4(aX ' +(1—a) X?) < + 0.

— = - u,o
Donc I ‘est fini presque slirement, et par suite
(X' —X*)du

f —————< +w ps.
o+ u

et on conclut de la méme fagon que dans le cas (C,).

Enfin, il faut noter que les fonctions qu1 satisfont la condition (C,) ne sont
pas necessairement continues.

La démonstration de la condition (LT) sous la condition (C,) se fait de la
méme manicre quen (C,), en approchant (f, h) par une suite (f,, h,) de classe
C! telle que

sup [ [ s )dx+ [ |k, (x)I*dx] < + o,
n "R ... ‘R
ce qui possible d’aprés les hypothéses faites sur (f, h).
Remarque 3.2. Lorsque lespace E est de cardinal fini, disons

E={a,, ..., a,}, on pose

1

B~ (= Wad) et oban) o
g,(a,) 1<is<n

L’équation stochastique (1) prend la forme habituelle

X, = x0+jt' o(s, X)dB,+ | [, (X)v(da). -
0 R

Dans une série d’articles Ouknine [4], [5], Ouknine et Rutkowski [6], nous
avons €tudi¢ le cas ou E est réduit 4 un seul point.

Remarque 3.3. Lorsque la mesure v est absolument continue, v(da)
= g(a)da, ’équation (1) prend la forme

t t
X, =xo+ [ [ols, x, X)W(ds, dx)+ | | 62 (s, x, X)) g(X,)q,(dx)ds,
O E 0 E
qui est le cas classique traité dans Walsh [9] et El Karoui et Méléard [2] avec

drift
c(s, x, a) = a2 (s, x, a)g(a).
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L’objet de la suite est de donner quelques résultats d’unicité pour les
équations de type:

(€] X, =x,+ _;' j' o(s, x, X,) W(ds, dx)+ jt‘ j b(s, x, X;)q,(dx)ds.
0E 0E

On suppose dans toute la suite que la fonction b est mesurable et
§ 1b(s, x, a)l g5(dx) < C(1 +|al).
E

Le résultat principal est le

THEOREME 34. Supposons que o vérifie la condition (LT). On suppose de
plus que l'une des deux conditions suivantes est vérifiée:

(A) il existe ¢ > 0 tel que |o] > ¢;

(B) b est lipschitzienne dans le sens ou

§Ib(s, x, y—b(s, x, v)| g,(dx) < Clu—v|.
E

Alors il y'a unicité trajectorielle des solutions de I'équation (4).

Démonstration. Sous la condition (A), il y’a unicité en loi des solu-
tions. En effet, on utilise le théoréme de Girsanov pour nous ramener au cas
b =0. La condition |o| > ¢ assure cette unicité en loi. Soient X! et X? deux
solutions de I’équation (4) définies sur le méme espace de probabilité relative-
ment au méme bruit blanc W, La condition (LT) imposée 4 la fonction ¢ ent-
raine que IS* (X'—X?) = 0. En écrivant sup(X', X?) = (X' —X%)*+X? et
une écriture analogue pour le minimum de deux solutions, et en utilisant la
formule de Tanaka, on vérifie facilement que sup (X*, X?) et min (X', X?) sont
également solutions de I’équation (4). Par unicité en loi on a X! = X2 Sous la
condition (B), on développe |X* —X?| par la formule de Tanaka également et

on obtient
t

_ Elth—thl = Ej j. SgH(X;—st)(b(S, X, X;)_b(sa X, Xg))qs(dJC)dS
0 E

t

< CE | |X!—X?|ds.
0

Le lemme de Gronwall donne le résultat. =

Dans toute la suite, on se restreint au cas ou ¢ ne dépend pas explicitement
du temps et la mesure intensité du bruit blanc est de la forme g (dx)ds. Sous la
condition (LT), I’équation (1) s’écrit:

X, =xo+ g i o(x, X)W (ds, dx)+ ‘{ o AP 4@ Ine I (X) v, (da),

ou

£ f@v,(da)= | | f@(o(x, ) q(dx)v(da)
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pour toute fonction positive et & support compact f. On est en mesure
d’énoncer I'’équivalence des équations (1) et (4).

PrOPOSITION 3.5. Supposons que o est localement bornée et vérifie la con-
dition (LT). Si la mesure v,(da) est absolument continue par rapport d la mesure
de Lebesque da

v,(da) = b(a)da

et la fonction b admet une version localement bornée, alors I'équation (1) est
équivalente a U'équation suivante:

X, =x,+ i £ o(x, X)) W(ds, dx)+ i INg(XS)b(XS)ds.

La preuve est immédiate. =
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