PROBABILITY
AND
MATHEMATICAL ST, A’HSTICS

Vol 11, Fase, 1 (1950), p. 37-46

COMPARAISON ET NON-CONFLUENCE DES SOLUTIONS
D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES
UNIDIMENSIONNELLES

© PAR

YOUSSEF OUKNINE (MARRAKECH)

Résumé. Dans ce papier nous &tablissons un théoréme général de
comparaison des E.D.8, Les résultats que nous avons obtenus étendent
ceux de [11] et [6]. Lorsque les coefficients de diffusion sont les
mémes, nous retrouvons les théorémes de comparaison de [4].

La non-confuence des solutions d’E.D).8. a &té étudiée par Emery
[2], Uppman [12], Yor [15] et Revuz-Yor [10]; tous ces auteurs
considérent des E.D.S. & coefficients lipschitziens.

Un résultat récent de Yamada [13] étudie la non-confluence pour
les E.D.S. homogénes & coefficient de diffusion non dégénéré. On se
propose de généraliser le résultat de [13] et d’en donner une démon-
stration sans régularisation des coefficients. Notre méthode est basée
sur les martingales exponentielles et un lemme de Yoeurp-Yor [16].

Notations et définitions. Les processus qui interviennent dans I'article sont
relatifs & une base stochastique (2, %, (F )5, P) qui satisfait les conditions
habituelles de la théorie des processus. Pour i = 1,2 nous noterons X' ia
“solution de 'E.DS. Ix,(o,, b) donnée par

t :
Xi=x'+ [6;(s, X)dB,+ [ b, (s, X?)ds.
0 0

(B));» o désigne un mouvement brownien réel nul en 0, x'e R, o;, b; sont des
fonctions mesurables bornées de R, x R a valeurs réelles.

Pour éviter des problémes de localisation et recollement nous supposons
que les processus P sont majorés par une constante M, indépendante de t et de
weld.

Nous deﬁmssms Popérateur différentiel .% par

Vfe® (R, xR): Z1(t, x,5) = L4, (, x’%

ot
2 2 2
+;{al(t x) f+az(t y},‘ {-5-2@’1(13 x)a,(t, y} f}

a
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Soit A une fonction continue de R, x R, a valeurs dans R, Ncnus dirons
que A vérifie (A) si:

(i) VteR; A(z, ) est croissante concave et nulle en 0.

(ii) La solution maximale de I'équation

() W)= At ult)), u(@)=
est la fonction nuile.

1. TueoriEME. Nous supposons qu'il existe une suite de fonctions W™
satisfaisant les conditions suivantes:

1. W"eC¥22(R, xRxR, R,) et W™(0, x*, x*) =0.

2. W™ converge presque partout vers une fonction W: W{t, x, y)=0
=XKW

3. Il existe une fonction A verifiant (A) et une fonction f, telles que
LWt x, y) < Alt, W(t, x, y)+1,(0) et

T
§1fn(s)ds >0 quand m— +o0; VT > 0.
a

Alors P{X}! < X}; Vi 20} =1L

Démonstration. Nous appliquons la formule d’Itd au processus
w™(t, X', X?). Nous avons

wm(t, X}, X3 = W™(0, x*, x¥)+ Martingale + jﬁW’"(S, X1, X3Hds,
d’ou

EW™(t, X, X3) = E [ £W™(s, X}, X2)ds
Q

< [ 2(s, EW(s, X2, X2)ds+E | fy (9 ds
0

1]

En utilisant le lemma de Fatou, nous avons
EW(t, X!, X}) < 5')‘(5 EW(s, X3, X2))ds

It en résulte d’aprés les inégalités différentielles que EW (¢, X}, X7) < 0, car
0 est la solution maximale de I'équation (). Donc W(i, X!, X?) =0 ps., dou
X! < X? ps. YteR,. En utilisant la continuité des processus X' et X?, on
a P{X!<X%Vi>0}=1.

2. Remarque. Le ihcorem—a I généralise celui de Takeuchi [11] qui
considére le cas particulier suivant:

3! = x2, oy =0, et Alt, x) = @ (1) ¥ (x), bi < b’z-
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3. CoroLLAIRE. Si, pour i= 1,2, X' désigne la solution de
. t T
Xi=xi+ fr:ri(Xi) éB,+ _fb’i (X} ds

(2B désigne la dérivée au sens de Stratonovich) avec o,€ € YR, R%), b, mesurable
bornée.
Alors sous les hypothéses (1) et (2) suivantes:

X

(1 | VxeR: [o7'(W)du> | 07" (w)du,
x! x

) byoi*(x) < b,07'(y) VxeR, YyeR,

nous avons P{X! < X}, Vt=0}=1.
Démonstration. 1l est clair d’aprés (1) que x* < x%
Soit (p,) une suite de fonctions de classe C? telle que ¢,(x) — x* quand
n— + oo, chaque fonction ¢, étant croissante.
On pose
x ¥
wWnE, x, vy = @] o7 (W) du— j o5 (u)du).
xt 2
11 est facile de voir que W™ satisfait les hypothéses (i) et (i) du théoréme 1.
Um calcul direct donne:

LW, x, y) = (b, 07 (x)—b,y 03! m}m:n(-).

Les dérivées ¢] sont positives et, d'aprés la condition (2), on
a PW™(t, x, y) < 0. Par suite, on obtient P{X! < X7, Vt= 0} =1.

4. Remarque. Le corollaire reste valable si on suppose uniquement que
byo7*(x) € byo51(y), x et y vérifiant x < y.

Ce corollaire est une extension d’un théoréme d'O’Brien [6] qui considére
le cas b, = I‘J3 = 0. Comme corollaire du théoréme 1 nous avons le résultat
suivant du a Ikeda—Watanabe [4].

5. CoroLLAIRE. Soit X* une solution de I'équation I (o, b). On suppose que
les conditions suivantes sont vérifiées: :
1. il existe g: [0, + o[ = [0, +oo[ nulle en 0 croissante et

I+ 0 wdu=+co, |o(t, x)—o(t, y) <olx—y;

2. by et bz sont continues et, pour tout réel pns;zy t, by (i, x) < by(t, x);

3 x1 < x2

Alors P{X} < X}, Vt>0}=1.

Pour la démonstration de ce théoréme a partir du théoréme 1, on pourra
consulter Particle [117.
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Non-confluence des solutions d’équations différentielles stochastiques. Dans
cette partie nous nous intéressons A la non-confluence des solutions
d’équations différentielles stochastiques d’un type assez général. Notre ap-
proche est basée sur la méthode des exponentielles utilisées par Uppman [12]
et reprises par Yor [15] et Revuz-Yor [10] afin-de rafiner certains théorémes
de comparaison dans le cas lipschitzien. .

Nous rappelons ce théoréme di 4 Yor [15].

6. TutoreME. Si X' vérifie e, (0, b), si b, et b, sont deux fonctions continues
telles que b, = b, et o est une fonction lipschitzienne, si on suppose en outre
satisfaite l'une des deux hypothéses suivantes:

(i) pour tout yeR, b, (y) > b,(y),

(ii) lol = & > 0, by est lipschitzienne et il existe un voisinage V(x) de x tel que

| da(by(@)—b,( a)}>0
Vix)

alors, on a P{Vt >0, X! > X} = 1.

Remarque. La démonstration de ce théoréme est basée sur la contlnulte et
la positivité du temps local L¢(X') pour ¢ > 0.

Nous utiliserons quelques résultats techniques pour établir notre résultat de
non-confluence.

7. LemME (Yoeurp-Yor [16]). Si (4) et (C,) sont deux semi-martingales
continues, 'unique solution de !'équation
LT
Z,= A+ [ZdC,
0
peut s'écrire sous la forme

Z,=e(C){A,+ }E(CE)“‘"(dAs«d<C, Ad)} avec £(C)=exp {C,~%<C>,}-.
o .

Nous aurons également besoin de ce théoréme dii 4 Krylov [5].

8. TuiorEME. Pour tous réels M >0 et r> 0 tels gue si B désigne un
mouvement brownien sur R%, d = 1, défini sur Q, 7, F ez o5 P)et ® et ¥ deux
processus progressivement mesurables,

@: Qx[0,r] - R¢,
. 2x10, r] — M pa (Matrice),
vérifiant |P|+ @) +|det ¥ <
£ 1
X,eR' e X,=X,+[®ds+ [¥,dB..
0 0

&
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Alors, pour toute fonction h définie de [0, r]1x R & valewrs dans R, on a
r . )
E(fh(t, X)dt) < K |kl Lav g0, % ro)-
3 ‘

Ce théoréme. reste vrai lorsque X, = X (w) est une variable aléatoire
bornée.
Pour i =1, 2 nous considérons les équations .d’'un type assez général,

Xi=x'+ [o(s, X})dB,+ Vi(B),
4}

ou Vi (B) est un processus continu, nul en zéro, absolument continu par
rapport & la mesure de Lebesgue sur R,, de densité bornée. On suppose
égalément que V'(B) est adapté 4 la filtration engendrée par B, et que o est
progressivement mesurable.

Bien siir, pour parler de non-confluence, nous supposons que les E.D.S.
considérés jouissent de l'unicité trajectorielle. Les E.D.S. d’It6 correspondent
‘au cas

Vi(B) = I b (XD ds.

' I
En effet le processus {b'(X3) ds satisfait toutes les hypothéses exigées -

0
de V*(B).
Nous notons:

A= {x' <x* V'—V?* décroissant},

A = {x' € x* V'—V? strictement décroissant}.
Notre théoréme principal est le suivant:
9, TuEOREME. Soit o une fonction de R, x R a valeurs dans R, vérifiant:
(i) x — o(t, x) .est absolument continue et

gﬁa(t, x)eLi. (R, xR);

(ii) il existe deux constantes M >0 et & > 0 telles que M = |o] 2 &
Alors on a:

sur l'ensemble A, P{X}! <X}, t20}=1;

sur l'ensemble A', P{X}! < X}, 1>0} =1.

Démonstration. Nous avons

1
X} X2 = x'—x*+ [[0(s, X)~a (s, X1 dB,+ V}(B)— V}(B).
]
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En écrivant I'identité valable pour les fonctions absolument continues,
1

als, x)—o(s, y) = (x*y)tjgg(s, ax + (1 —a) y)da,

0
il vient que
X} X7
t 1
:xl—-x2+J'3%(s, aXi4+(1— Q)XE)(XI —X%)dadB, +V} (B)—V?(B).
00
On pose

1
H = f 0 (5, aXi(1—0) X2) da
Ox !

L]

t 1

E f Hids<E f j ,gg(s, aX1+(1—5) X2)
0 00 »

Par le théoréme de Fubini on a

2

dods.

4 1 4

. , da 1. al
E|H2ds< |E “5;(3’ aX)+(1—o) X3)
4] 0 o
en utilisant lestimation de N. V. Krylov, on a

ds du;

t
o |?
2ds <
EIH ds KTJ‘ xl
0 0
Il en résulte donc que le processus M,, défini par

< T.

Llncm * R’

M, = [HdB

est une martingale de carré intégrable sur [0, T] et
i

X!~ Xt =x'"—x*+ [(X} - X3 dM + VI (B)— VZ(B).

o

En utilisant le lemma on a
i

, d(Vi—V2)
X} - X2 us(M,){x —x +J 00 }

0
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Comme &(M,) >0, Vt >0, on a le résultat désiré.

10. Remarque. Si on suppose que o (f, x) ne dépend pas de la variable ¢,
la condition (1) peut étre affaiblic en (1') ci-dessous:

(1) o est absolument continue et do/dxe L7, (R).

C’est précisément sous cette hypothése que le théoréme a été démontré par
Yamada [14].

Dans le cas (1') (cas homogéne), on peut se passer de I'estimée de N. V.
Krylov, Pusage des temps locaux suffit.

11. Remarque. Le théoréme de non-confluence que nous venons d’établir
n’est pas le plus général possible. En effet, on peut mélanger les conditions du
théoréme 9 et celles d’Ogura—Yamada [7], c'est-d-dire, prendre o(t, x)
= g, (t, X)o,(t, x), ol ¢, vérifie les hypothéses du théoréme 9 et g, localement
lipschitzienne en x et non dégénérée.

Il est bien connu que, pour les équations d’Ité 4 coefficients lipschitziens, les
résultats de non-confluence s’étendent en dimension finie quelconque [2, 12].
Cependant nous n’avons pas réussi a étendre le théoréme 9 en dimension
supérieure 4 un.

- NLB. Aprés avoir rédigé l'essentiel de cet article M. Yor nous a appris
que des résultats de non-confluence des solutions d’équations différentielles
stochastiques lipschitziennes ont été obtenus par lui-méme dans [15].

Annexe. Dans le cas de la dimension d =1, nous donnons une
démonstration purement probabiliste de P'estimée de Krylov (cette démon-
stration nous é&té suggerée par M. Yor).

Dans un premier temps, on suppose que

X, =x+ {b(s, X,)ds+B,
0

ou b est une fonction bornée et f est le mouvement brownien.
Pour toute fonction borélienne positive 7 on a

r r ¥ r

E[Jh (s, XJ) ds] = E{:Jh (s, B)dsexp (fb’(s, By dﬂawéj‘bz (s, ) ds):l.
0 ) 0 o 0 )

Ceci est obtenu par le théoréme de Girsanov. Nous avons alors
¥ r
E[[h(s, X)ds] < E[([h(s, B)ds)*]'* 1,
0 0 .
ou

I? = Eexp2 j‘ b(s, B)dp,—2 5252(35 B.)ds] exp j b2 (s, B)ds.
0 0 0
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Comme b est bornée, |b} < K, cette expression est majorée par exp (rK2). On
s¢ raméne donc 4 montrer que

E[([h(s, B)ds)*] < ClihZ2q0.1x gy-
1]
On a

E [(g: h(s, B)dsf*] = 2E [5) h{s, B, dsj@; h(u, B,)du],

soit, en utilisant la propriété de Markov,
(Ih(s ;) ds) MZIdSIdufps{xm x)h(s, x)dxjpu s(%, y)k(u y)dy.
< 2§d3IzJ’g(xo, x)hs, x}dxfdufp..(x, y}h(u, y)dy
o L]

< 2jdsjlps(xm x)h(&, JC)‘ dx Uﬂ!ﬂ jp% (x:‘ y‘}d}’)m ﬂhliglﬂﬂﬂ,r]xﬂ)-
o 4

(fh{s Bs)ds) £C hﬂz.l jdu e T dy
V]

par changement de variable nous nous ramenons a

E(fhs, B) ds)z <C| Rl 2q0.01x ).
0

Dans le cas général nous allons essayer de nous ramener au cas précédent
modulo quelques hypothéses:

Soit

1 t :
X, =x+ J‘b(,g, X)ds+ j;ﬂ'(sa X,)ap,.
) Q

On pose
‘;
A: = J.Uz (S: XS)‘dS, T = mf{w;Aiu > t’}'
0 .
On a:
ds
¥ ’ Ar
E|h(s, X)ds = E| |h(zy, X, )—— o (5 Xo)d
| (,‘sis.,ﬁ, rA,,x 2(3;‘: gL ,Ju
0 o ’

X, =a+ [blr, X )dr,+, = x+ [bo~*(z,, X,)ds+f,.
1] i)
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Pour pouvoir appliquer le théoréme de Girsanov, comme précédemment
il faut que 7, soit adapté. Cest le cas par exemple si g est lipschitzienne
en s uniformément en x. Donc sous cette hypothése on a Pestimation
voulue.

Enfin pour passer au cas général, ou

§ |4
X, =x+ [o.ds+ [y, dB,,
i} 1]

nous utilisons un résultat de Gyongy [3] qui montﬁ qu'il existe X qui satisfait
une équation non homogéne d’Tté telle que X, = X,, Vt > 0, et par suite
Pestimation s’écrit

E[h(s, X)ds = | Eh(s, X)ds < C|hllsz,,,. .
4] Q

ceci d’aprés ce qui précéde.
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