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RhsmR Dans ce papier n m  ktablissons un slikorhe gknéral de 
mmpa~rarson des E.D.S. kes r&sultats qos aaus avons obtenus &tendent 
~ U X  de [Il] et [-I. Lonque les sae@cIents de diffusion sont les 
mEmes, nous retpauvans les thborkmes de ~ompalafiilS~>n de f43. 

La oon-caduence des saluaions d'E.AS. a L i  etudike pas Emeq 
121. Upl?nian Çl-, Uor [i5] et Revuz-Tor [IO]; tous as auteurs 
co,sjd&mnt des ED.S. à m%sients Bp~hitzians. 

Un r&ftat &cent de Uamada 1131 &tudie la non-mnfluence pour 
le8 E.D,S, bomog&nes coeficient de diffu~lan non dégnerk. On se 
propose de gknlédiser fa résultat de El31 et d'en donner me dkrnon- 
stration sans rbguldsation des caeEliciients. Notre methode est bbe 
sur les martingaleles exponentielles et un lemme de YocurpYor [lb]. 

Natirtioras et dhfiFlltious. Les proceasus qui intemiennent dms Yartide sont 
relatifs une base stochastique (a, 9, (Fr),, , , P) qti1 sathfait Xes çondftioris 
habituellw de la tlxkarie des promgsus. Pour i = 1 , 2  nous noterom A? Ict 
solution de I%.La.S. hi[cri-,, 6,) donnee par 

t f 

Xf =xi+ jcsi(s, Xi]dB,+ $b;{s ,  Xd)dis. 
O C) 

(_E3,),,, dksigae un mauveme;nt bxowsiien r b l  nul en O, xi E B,  Ga, bi sont des 
fonctions mesurables bornees de R ,  x 62 ii valeurs r&eDcs. 

Pour éviter des problemes de localisation et reçouement lalrrrs supposons 
que les prctcrmlssus Xi sont rnajonis par une constante M ,  indkpendante de t et de 
W E &  

Nous d k f i ~ ~ ~ m ~  1F0péiSatem dflmrarltiel Y par 



Sait R une fanctiaii continue de R ,  x R,  d valeurs dans R , ,  Noils diraas 
que A air.$e (A) si; 

(i) V ~ E R , ;  /;Cr, a )  est crajssmte m n ~ a ~ e  et UUIIB en O, 
(ii} La solution maximale de fiquation 

est Ia fonction nulle, 

1, THEOREME. Nous supposoias qu'il existe une suire de jonctions P 
satisfaisant les cof~di td~m suivantes: 

1 .  Wi"~C1'" '"(R,  x N  x R ,  R,)  et WZ(O, x" xXZ) = O ,  
2, W" çor~nerlge presqtre partout vers une foizc~ian W: WIt, x, y) 7 0 

---;.xdy. 
3. If existe une fonction il uérgctnt (A) el une Jbncrio~1 Jk teEles que 

S t y r n ( t ,  X, y) G -4(& w't7 (t-,x, J13)+fni(4 et 
T 

{ If,, (s)! ds --, 0 quand rn -+ t. a; "dT =. Q. 
f) 

Alors P ( X :  GXE; Va1:O) = 1. 

De ni o n s t r a t i o n. Nous aalpliquons Ia fornale d"it6 au processas 
P I f ,  X" Xx">. Nous avons 

t 

Wm(t, Xf, Xf) = Wm[O, XI, x2)+ Marb~gale+ j SW' (s* Xb, X i ) d ~ ,  
O 

II en rrisrsIte d"aprBs la in4g;rlit-é~ dlBkrenti~Des que EW(t, XI, XI) d @ ~ a r  
O est la scilution maxlm1e de f"6quafisn (*S. Donc W(t ,  Xi, X!) = O  p.^., d'oh 
X &  g X,Z p.s. V ~ E R + .  En utaidisant la cantinuitk des promssus Xbet X< on 
a PCX: 4 XI; tt'r 20) = 1, 

2 Rem il rq u e,  IhkorGme I generalise celui de Takeuchi El lJ qui 
consid6re le cas parti~ulim auivrtnt ; 



@uations PL#krentfelle$ slracbasriques 

3. COROLLAIRE, Si, pour i = 1, 2, X' ddESSi~ne la sobzrtiorr de 

(8B ddsig~le /a dériraie ner sens de S~ih.acorzovich) avec ai E%' (W, PZ*), bE meswable 

nous avons P ( X :  6 X:, W 3 0) = 1. 
Dkmonstration. Il est clair d"aprlès (1) que x"x2, 
Soit (9,) une suite de fonctions de dasse C' .telle que y, (x) -+ X *  quand 

n -b c cm, chaque fanetion q, ktmt moissaeite. 
On pose 

Il est facile de voir que tV" satisfait les hypoth&ses (i) et f ia) du thi.or6me 1, 
Un calcul direct dome: 

L%s dkrivka pt, sont positives et, &üprGs la condition (2X on 
a I;b"WR Ce, x3 Jfr G O. Par suite, on obtient P (Xi  g X f ,  Vt 3 O ]  = 1 .  

4. Rernarq ue. Le corollaire reste valabte s i  on guppuse tmiquement que 
B , ~ ; " x j i ~ b  cr~".~(y) l i  x et y vd.efiIlaflt x G y .  2 Z  

Ce corolllalre est une extension d'w thiorkme d"O3Rriea 661 qui cor~sidere 
h cas b, = b, = 0. Comm coroIIaire du  tkeurème f nous avons le résultat 
suivant dU k Ikeda-Wtatanabe [43 

2. b,  et bz sont ca)~tE~ltle~ et, p a r  r&l pasirrf 1, b,  (l, x) a ~ )  bb, ( t ,  x); 
3. x1 G x3. 
Aiors P {Xf Xf, Dlk .&O) = 1. 
Pour la d6moastr~tjEan de ce th&ir&ip1e d partir du thkordmie d, on pourra 

consulter ' Fastielt; [ 1 f 1. 



40 Y, O u k n i n e  

FTo;iil-rianflueme drs dutioaiis d'&r~atioas &Rhrentielles s$a&asar9gues, Dans 
cette partir: mous nous intkressons à la -non-confluence des spfbigixas 
Ctiquations differeatidles stochastiques d'un type assez gkneral. "Natre q- 
p ro~ fe  est bade sur Ia mbthode des exponentielles utiliseas piar Uppman [t  21 
et repflses pu Vor [15] et Revuz-Tor I/IQI dm-de  rrtfsner eertâins tfikar&mes 
de conrrparahlson dans le cas lipscliitzierr. 

Nous rappelons ce theos61ne $13 a Y o r  [ls]. 

6. TH~ORÈME, Si Xi udrififje ex (g , Ad, si b, et b, sond deux .foracdtrns c o ~ t i n ~ e s  
telles que b, 2 b, et o est me s f ~ ? ~ t i ~ r ~  iipschit~lenne, si 912 Suppose en outre 
scz-tigaite E Elne des deux hypothdses mtuttntes: 

6) pour tout Y E R bl (y) b2 (y), 
(ii) la] 2 --: s:> O, b, est lipschitaienize et S6 exist;e un ~wisi~aagre Y(x)  de x tel que 

ah?%, on a PÇVt > O ,  X: > X,Z) = 1. 
R e  marque. iLa démonstration de ce théar6me est basbe sur la continul te et 

lia pasi~vite du temps locd kf (XI) pour t > 0, 
Nous utiliserom  quelque^ shultats techniques pour établir notre: résultat de 

non-confluenm. 

8 TH&OBEME, Four ttow rkels A% 2 0 et r O tels que si B désigirrr un 
F ~ ~ O M O ~ M R ~  brownien sur Rq d 3 1, d&ni r ; ~  (O, Fr (Pt)iaa, P)  et @ et ty dm- 
pmeessus proyr~ssWsment mmurables, 

dr:  D x 60, rl -.i R ~ ,  

Y: i 2 x ~ a p  P] +ARa (MatLac"I1 

ué.rYEa12z I j  FA! -+ II@!/ I- ldet Y!-̂ '/ g M, 
1 I 



Alors, pour toute ,fonction h dkjinicr de [ O ,  r] x Ra cB odeurs dana R + , on a 
r 

Ce theorCrne reste vrai lorsque X, = X ,  Cu) est une vainable albatolre 
barnke. 

Pour I = 1, 2 nous considkto~~s les &qations .d'un type assez gbnkral, 

crri V$(B)  est un processus continu, nul en zkro, absolument continu par. 
rapport ai la mesure de kbesgue sur R, ,  de densité bornée. Oa suppose 
&galement que PlB) est adapté fi la filtration en-ndrk par B, et que F est 
prsgressivement mesurable. 

Bien sur, pour parler de non-confluence, nous supposons que les E.D.S. 
çonsidk~ks Jouissent de runicite tra,jec.hariefle. Les E,D,S. d'It6 cusre~parxdent 
%U cas 

I 

En effet le processus Jbi(X$ds satisfait toutes les hypothhses exigees 
O 

de P(B). 
Nous notons: 

Notre! th6oi.éme pincipal est lin: suivant: 

(xi) il existe deux constantes M =5 O et F 3 O tylles M 3 fdf >r e. 
Ators on a: 
sur l'e~sembfe A,  P { X ~  < x?, t 2 0) - 1; 
sur Iknsemhls A" P { X :  r X;, t > 0) = 1.  

D&monslration, Nous avons 



En &crivaal I"identll6 valable pour les fonctions absolument continues, 
I 

il vient que 

xt --xf 

en aiLicigant l'esthatian de N. V, Krylov, on a 

21 en zbaulte donc que le processus MI,  dbflni par 

est une martizlgde de carre ?ntbgaable sur [O, ea. 

En utilisant La brnma on a 



Comme E ( M ~ )  :, 0, Vt 9 O, on a le résiiltat disirk 

IO, R ernarqii e. Si on suppose que @(t,  x) ne dkpend pas de la variable r, 
1a condltioa3 (1) peut a r e  affaiblie en (19 ci-dessous: 

(1') a. est absolument ~antinue et dv/dx~E&,(R) ,  
Cest ps&cIskinent sous cette hypothése que le tSii:otkrnc a ét6 61Cmontrk par 

Vamada C14-j. 
Dans le cas (1" )cas homo@n@, on peur se passer de Ikstimbe de N. tr, 

k y l o v ,  L'usage des temps Içrcaux suffit. 

11. Remzr  que. Le tk&asGme de non-confltre~im que nous venons d'ktablir 
n'est pas le plus gknéral pûssible, En effet, on peut rnélan-L les candjtions du 
théorkme 9 et certes 8é)gura-Yamada C71, ckest-a-dire, prendre a(t, x) 
= r r ,  (t, x)cr, [ t ,  XI, QU cl vkrifie les hypothises du tbkar6rne. 9 et cr, laçalemeral 
1ipscfri.tzienne en x et non dtgkoérée. 

El est bien connu que, pour les équations 8ItO coeEcieats lipsllhitziezis, les 
rksultats de non i r~duence  8% tendent en dimension finie quelconque [ U 2 ] .  
Cependant nous n'avons pas reussi d &tendre le thkosème 9 en dimension 
supérieure ci un. 

N.B= Après avoir rbdlg l'essentàei de cet article M, YOF nous a appris 
que des rksultats de non-confluence des solutions d"6quati:ions differeu.tlelles 
stochastiques ilipschirzieanes ont été obtenus par lui-merne dane; flS]. 

Areaesre. Dans le cas de la dimension 6 = 1, nous donriails une 
dkmonatration purement probabiliste de I'estimke de Krylov (cette dernon- 
srration nous tixk suggerke par M. Var). 

Dans un premier tempq on suppose que 

oY tP est une fonction born.née et p est le msu.aeirmont brownien. 
Pour tau& fonction borkllenne psirim h an 

Ce~i  est abtenu par Ic: th&nr&me de Giranav, Naus avons alors 



Gamme b est barnée, Sb] < K,  cette ewrasioui est majoree par cixp (FK~]. 8 à p  

se ramerie donc montrer que 

soit, en utilisant la proprietk de Markov, 

0 
L 

0 

par dangrnent  de variable neus nous rmenons ii 

O 
Dans Ie cas -6ikral naus allons essayer de nous ramenm PU cas gré-Cdivnl 

modulo quelques hgrlpotb%ses: 

On pose 
I 

A, = j n'Cs, Xhds ,  z, = inF(w; Ag> t ) .  
O 



Pour pouvoir appliquer le thkorème de Gir~anov, comme ps&&&mment 
il faut que 'O", mit adaptk e s t  le cas par exemple si n~ est lig~~hit2~ienne 
en s uniformément en x, Donc sous cette hhypatl~&se sn a Ymtirnrtlon 
voalue. 

En& pzaur passer au cas &néral, ou 

nous u~lisons un résultat de Gy6ngy I[3] qui montre quyil miste X qui satisfait - Lol 
une kquntiorr non homogkne d"t6 telle que X, = X, ,  Vt 3 O,  et par suite 
I'eistimtion s%écnt 

r t 

EIhIs ,  XJds = X 3 d ~  G IC= I E h l l ~ ~ ~ , ~ . ~  
O Q 

seci c.1~tprds ce qui gré&de. 
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