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Abstract, We consider a partial dilferential equation of parabolic
type on & =R (deN,),

u
»q—;(x, )= Lu(x, t), xed&,1eR,,
[

M ulx, 0 =7f(x), u(,t)igd=20

where L = (Cl,+ Dl A48, AV, ¥7 and ¥ being two subdomains
of # such that § = ¥ U W UL, ¥ n¥ =@, and & being a €*-va-
riety. The functions C and D are %* on &, &, is the surface-
vector-measure-on 5, 4 is a function defined on % which will be
precised later on, &, 4 is a generalized drift, V [resp. A] is the classical
gradient [resp, Laplacian operator] on RY,

We give, via a modified skew Brownian motion, a stochastic
resolution of (1) — L being considered as a gencralized infinitesimal
generator — and we study the continuity properties of the transition
probability densities and of their derivatives at the neighbourhood of 5.

INTRODUCTION

L’étude est faite sur un domaine & de R? pour des opérateurs différentiels
paraboliques d/0t+ L ou d/dt—L, ou L est un opérateur elliptique de la forme
I'A+d, AV dont les coefficients 4 et I', au moins dans cette premiére étape, ne
dépendent pas du temps, et dépendent seulement de la variable spaiiale.

Une étude plus compléte pourrait éire ensuite effectuée lorsque les
coefficients de L dépendent du temps.

Comme les coefficients de L sont indépendants du temps, il est équivalent
de considérer la résolution de

du
— = | ] t = y
o (x, £) = Lu(x, t), 0

i .
@ u{x,0)=f(x) (donnée “initiale”), u/0F =0
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ou bien

o
f-E(x, O+Lu(x,t)=0, 1<t,

u(x, ty) =f(x) (donnée “finale”),
u/0€ = 0.

Nous nous attacherons donc, par exemple, au premier probléme (avec
donnée “initiale”). Nous supposons que & peut s'écrire comme

E=Ri=V oW U, VW =0,

ofl ¥ et # sont deux sous-ouverts de & et o % est une variété de dimension
d—1, de classe €2 et & courbure bornée. Nous nous plagons dans le cas ot
lopérateur L est “de classe ¥ par morceaux”,

@  L=(CO1+D®)1)A+8, AV,

ot C et D sont des fonctions de classe 2 sur RY, a dérivées secondes bornées.
A désigne le Laplacien usuel dans Re:

V désigne le gradient usuel:

, 0 AN
()

Le générateur infinitésimal généralisé L est alors défini par:
Pour tout couple (@, ¥) de fonctions de classe %2 sur &, a supports
compacts,

Jo) Ly (x)dx = ;,[ @ (x) C (x) Ay (x) dx+
+ [ @ () D(X)AY (x)dx + | ¢ (x) A(x) {n, - Vi (x)) dS (%),
“* &

ot n, désigne la normale unitaire 4 %, dirigée de ¥ vers %, (> est le pmdmt
scalaire usuel dans R et dS est la mesure surfacique sur &.

Cet article s'inspire, 4 son début, de travaux de Portenko [16, 17] qui étudie des équations aux
dérivées partielles de type parabolique.dont les coefficients de diffusion sont globalement réguliers
et comportent un drift généralisé porté par une surface. 11 s'inspire aussi de travaux effectués par
Gaveau et Okada [7], étudiant, en dimension 1, des équations dont le coefficient de diffusion est
régulier par morceaux avec des drifts généralisés portés par des pmms de discontinuité du
coefficient de diffusion.

Mais, le probléme abordé ici, en dimension fi finic quelconque est p]us difficile - ear, con-
trairement aux problémes de réflexion de processus sans discontinuiié des cocfficients, on ne peut
jamais se ramener directement 4 la dimension 1.
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En effet, méme dans le cas simple ou la surface de discontinuité est un hyperplan et ou les
coefficients sont tous constants, il n'y a pas factorisation des probabilités de transition. Cecl est di
au fait que les probabilités de transition “pour les composantes paralléles 4 Phyperplan™ dépendent
du coefficient de diffusion, lui-méme fonction de la composante normale & hyperplan.

Dans ce travail, nous avons considéré le cas relativement simple, mais important par ses
applications, o la matrice de diffusion est diagonale. Dans ce cas particulier, un changement de
coefficient de diffusion peut se traduire directement par un changement d’échelle des temps, ce qui
nous conduit 4 une définition assez naturelle du “mouvement brownien asymétrique modifié”
correspondant 4 un coefficient de diffusion régulier par morceaux.

TABLE DES DEFINITIONS ET PROPOSITIONS

1. ProrosiTiON. Construction des probabilités de transition d'un mouve-
ment brownien asymétrique dans RY

2. ProposiTion. Caleul du générateur infinitésimal généralisé d’un mouve-
ment brownien asymétrique dans R

3. DerFmviTioN. Drift généralisé.

4. DErFmiTION. Bijection aléatoire de R, correspondant a4 un changement
d’échelle des temps et destinée a modifier le générateur infinitésimal d’un
processus.

6. DerFmnmTion. Mouvement brownien asymétrique modifié.

7 et 8. ProprosiTion et CoroLLaRe. Différentielle stochastique du mouve-
ment brownien asymétrique modifié.

9. Prorosition. Une proprieté de la fonction

R*(x, s, z,t) = P*(x, 5, z, 1) 1, (2)+ 0%(x, s, 2, ) 1 .- (2).

10. TuoréME. Btude d’un potentiel. par rapport 4 R*.

11. Prorosirion. Construction, au moyen d'une série, du noyau ¥ inter-
venant dans Pexpression donnant les densités des probabilités de transition
d’un mouvement brownien -asymétrigue modifié.

12. Lemme. Un résuliat de régularité assurant la convergence de la série de
somme .

13, ProrosiTion. Etude des densités des probabilités de transition des
mouvements browniens asymétriques modifiés (relation de Kolmogoroff).

14, Prorosimion. Continuité, & la surface de discontinuité des coefficients
&, des densités des probabilités de transition.

15. LemMme. Etude du gradient des densités des probabilités de transition
dans deux cas particuliers.

16. LemMEe. Discontinuité, 4 la surface &, du gradient des densités des
probabilités de transition d'un mouvement brownien asymeétrique.

17 et 18. Prorosition et CoroLLAIRE. Expression du gradient des den-
sités des probabilités de transition d’un mouvement brownien asymétrique
modifié.

4 — Probability 111
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19. ProrosiTion. Etude du recollement du gradient des densités des
probabilités de transition, d’un mouvement brownien asymeétrique modifié.

20. Tueoreme. Etude, dans le cas ou & est un hyperplan, et ou o, C et
D sont des constantes de la coatinuit¢é du recollement de la composante
normale du gradient ou du “courant”, produit de (C1,+D1,) par la
composante normale du gradient suivant les valeurs de o.

21. TrEorEME. Calcul du geénérateur infinitésimal généralisé d’'un mouve-
ment brownien asymétrique modifié dans R

22. TugoreME. Unicité trajectorielle et unicité en loi de X*# dans un cas
particulier.

23. REMARQUE. Sur la comstruction du mouvement brownien asymeétrique
modifié dans le cas particulier ou C et D sont des constantes.

24. Prorosition. Sous les hypothéses du théoréme 20, étude des mouve-
ments browniens asymétriques modifiés correspondant aux générateurs in-
finitésimaux

(a) sans drift: L =[C1,+D1,]A,

(b) auto-adjoint: L = V[(C1,+D1,)V],
et étude des propriétés de recollement des densites des probabilités de
transition, de leurs gradients et de leurs laplaciens, dans les deux cas
précédents.

1. MOUVEMENTS BROWNIENS ASYMETRIQUES

Dans ce premier paragraphe, nous supposons que C = D, c’est-d-dire que le
recollement au voisinage de % est de classe %>

Notant B(t) le mouvement brownien standard, nous désignons par X (f) le
processus stochastique de différentielle stochastique

dX (1) = J2C[X ()] dB(1).

Nous notons X*(t) le processus sur & qui “se réfléchit sur & avec une
probabilité a(y) du coté de %" et une probabilité (1 —u(y)) du cbté de 7, ou
o est une fonction continue sur &7

La définition de la différentielle stochastique de X* fait intervenir la notion
de temps local en %.

Le temps local d’une semi-martingale continue Y en & est défini par

(3) LY (Y) = lim(2g) 1 f LT [Y(\)]d {Y, ¥,
g=+{}
o B(#, &) désigne la “boule” de centre & et rayon &:
B(¥, §) = {yeR" dist(y, &) < &}.
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La différentielle stochastique de X*(f) s’écrit alors
dX*(t) = dX () +(2u—1)dL7 (X9,

) _
dX* () = \/2C[X* ()1 dB(8) +(2a—1)dLY (X%,

avec
LY (X*) = lim (26) " { 1y, [X* (5)] 2C [X* (s)] ds.
g={ a

Nous allons maintenant donner la construction des probabilités de
transition des processus X () et X*{(z).

" Nous rappelons tout d’abord trés briévement la construction des densités
des probabilités de transition X, inspirée de [6], car cette construction est
ensuite reprise pour le processus X*(t), aprés quelques modifications. Pour tout
couple (x, y)e £? et (s, t)e R vérifiant s < t, on pose

6 Z(x,s, y, 1) = [47C () (t—5)] 7 e"p[“?i%%?}i%]

et, pour tout xed et tout zed, on définit un noyau @(x, s, z, t) par

© B, 2, 1) = (Lx-éi"t-)zu, 5, 2, )+

]
+ Jf(Lx—gi)Z(x, a, y, )®(y, s, z, o)dydo,
s &

ou L, Z(x,s,z,t)=Cx)A Z(x,s, z, 1).
Pour tout couple (x, y)e &2 et s < t, les probabilités de transition de X (t)
sont données par

(M px, 8,9, 8)=p,_(x,y)
.
=Zx,8 9,0+ [{Z(x, 0,2, 0®(zs,y, 0)dzdo.
z &

Nous rappelons maintenant la construction des probabilités de transition
de X* [16, 17]. Pour xe %, ze &, t = 0, nous considérons le noyau K (¢, x, z)
solution de Péquation aux dérivées partielles,
8 (CE)'K(, x,z)

i

-2 Pegy
= g Pele )+ fda- f 52 DK (@7, )40V 0),

0 &

o § est la mesure superficielle sur & et g(y)} = 2z(y)— 1. Pour tout couple
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(x, y)e&? et s <t on pose:
O P(x,s, p, 0= Pi(x, )

= px. s, y, O+ [t [ p(x, T, 2, OK (=3, 2, ) a()dS(2)
& 4 '

" i "
=Z(x,8, 9,0+ [[Z(x, 0,2, )Pz, s, y,0)dzdo+
. ¥ ’

+ [ | K@—s,u, )[Z(x, 7, u, 1)+

1es,1] ues
+ [ [ Z(x, 0,2 09(z,s, u, 0)dzdo]dS (u) dr.
oeft, 1] zed
Exemple de référence. Si & est un hyperplan, & = {yeR% (y-n) =0}, on
voit que
{n-(z—x)p

K(t X, 2) = ZC(x)mp,(x, z) = o

p(x, 2).

En effet, cette formulation de K vérifie bien I'équation (11) car, si
X appartient & %, pour tont y de &% on a

ap!fs o (n'(ymx))
“on V=50

a cause de l'orthogonalité de n et de y—x. Il en résulte que

p—s(x, ) =0,

Pi(x, ) = pi(x, )+ J}ﬁ jzc(z) Pee 5 ) 3 P.(e N (S (2

.
= nte )+ [a [t 0L pataasio)
o &~
Si & est un hyperplan, & = {yeR%: {(y-n) =0}, et si C et a sont des
constantes, alors P est donné par

1 x— )
P#(x, y)mﬁnm)a/zexp( 4Ct )+

| 1 [£—z{%\
+gf2Cdt j EnC ™ GXP(_Wr;C(twr))x

o 2

em?  em 17—22\ [ {yend?
e ( ac(t —-r)) 4Ct [4nCr)2 P ( "'“4"5;-) exp ( )dS( 2)
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ou encore

1 [ Ix=yI*], . 4 %712
PE06 ) = iy P [ act |tamcy@ P T e |

1 T_am*l omy [ yny?
. PC‘IT @nC(t—n)2 =P [ el -f)J 4Ct (dnCo)i2 :
]
ou % Erésp. J1 désigne la projection de x [resp. y] sur &%. Ceci nous con-
duit 4 la .
L. ProposITiON.  §i & est [hyperplan, & ={yeR% <{y-n)=0},

V= {{y'n) <0}, # = {{y-n) > 0}, otl n est un vecteur fixe de R" et : siCet
o sont des constantes, alors Pf est donné par

o 1 flx—yl?
(10) Pi(x, y) n Ct)"fz[eXp(" x4(jt )+

+sg(y) (2a— 1}exp( (Ix—x]

£

-y —FI2+ 12— P12\
4Ct ’

ou X [resp. 7] désigne le projeté orthogonal de x [resp. y] sur & et ot sgy = +1
si yeW, —1 si ye¥".
Démonstration. Posant

B | 12317
Pf(x,)’)ﬁwmie"p(— act )’

nous avons, &n utilisant la formule (12),

1 S —Cpendl?
Pi(x, 9) = By (x. y [(4 }mexp( Kem=Gy-n ) .

ym Lxemy? Lymy?
+ (20— l)f3 T 5 eXp| — ACi—7 3 ex p T 2Cdr
Il nous suffit donc détablir que

sg(y) (1< my] + 1<y m)?
U ey P( 4Ct )

[ 2w (xmy? e my?
"Tfancz(z—rﬁﬂﬁmexp( 4{:(:%))“3’(“ 4Ct )d't

ou encore, en posant a=[{x-ny| =20 et b=|{y'n)| =20, ct=u, ct =1y,
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T (a+b)*\
(4mu)'/? axp( 4u )

= | 2b —ex @ ex —-l-)j dv
T 8n(u—n)2 Py 4(u—v) P\ 7)™

Q

(12)

Nous notons:

1 by
F(u) = T )mexP( (ﬂ:u)),

; 2b a’ b*
0= [ (=) = (5o

Pour tout réel « > 0 et tout réel aeR%, nous définissons la fonction
t%exp(—a?/d4t) sit>0,
@) = {
0 sit<0.
Nous voyons alors que G est la convolée:
Gl = 30l 02 0.

- Comme supp ¢,/% et supp ¢3'* sont contenus dans R, la transformée de

Laplace de 4nG/b est le produit des transformées de Laplace:

FG(s) = “(J 0" (5) (L 03 (5).
Or,

Lol (s) = ﬁe:/a;, Egpgf’z(s)=2fe~w{

Il s’ensuit que

- 1 = .
fEG(S)»' %Z;%L;; g athlvs f—e“(ﬂﬁah“’s ZEF[S)

5 2/s
Les fonctions F et G coincident donc, ce qui démontre la proposition.
2. PrROPOSITION. Le générateur infinitésimal généralisé de PF ou de X*(1) est

(13) L* = CA+dy, (20—1)2CV,

0u 0y - est la “mesure de Dirac” en & définie ci-dessous et on V est le gradient
usuel,



Mouvements browniens asymétrigues . 55

3. DeriniTioN. Nous appelons mesure de Dirac en & et notons 8, 4 la
distribution-mesure, a valeurs dans RY, dérivée, au sens des distributions sur RY,
de la fonction hy 4 définie par:

hy w = b (fonction caractéristique de #7).

Nous avons, pour tout champ de vecteurs ¥, de classe ¥*, 4 support
compact,

- f V(2) 0y yp (dz) = — jde(z}dz

L’énoncé de la proposition 6 signifie alors que, pour tout couple de
fonctions f et g, 4 supports compacts dans & et de classe ¥, nous avons

hng ™! H [Py (x, () dy —f ()] g (x) dx
= _[ C(x)Af (%) g(x)dx+ g g(x)[22(x)—1]2C (%) Vf (%) 8y 4 (d).

Démonstration de la proposition 2. Nous calculons (si elle existe)
_Ixmt“‘[[jP“ (x, W) dy—f(x)] g (x)dx,

=0

ou f et g sont deux fonctions de classe ¥™ & support compact dans &
Comme f et g sont bornées ainsi que les dérivées de f,

A= hml“’“j IP"‘(JC WIS O)=f ()] dyg (x)dx.

t=+0

Or, utilisant la formule de Taylor,

SO —f(x) = Vf{x)(y-x)+%vzf(x} [y—x), y—x)]+0(ly—x|?).
Par suite
= limt™?! :{ [Vf(x}jP“(x Ny—x)dy]g(x)dx+

=0
+@20™ i[sz(x];P?(x, W =x), (y—x)Tdx] g (x)dx.
On utilise les formules dues & Portenko [16, 17],
fP(XB{ J(y x, 8 Pf(x, y)dy]dx mﬁ;ﬂ(x} (N(x), 0> q(x)dS (x),
!\.U
&

(%)
lim qu(x)[fi (<y-x, @) Pi(x, y)dy]dx: f@(xl {2C(x)0, 6> dx,

w0
R{l

ou @ désigne un vecteur de R?, g(x) = 2z(x}— 1, N(x) = 2C(x)n(x), n(x) étant
la normale unitaire 4 & en x dirigée vers W, ¢ est continu & support compact.
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On utilise la premiére ligne de (+) pour étudier la limite relative au gradient
de fen posant ¢ (x) = df/dx; et §# = e,, puis on considére la seconde ligne de ()
pour calculer la limite relative a la dérivée seconde de f. Pour les dérivées
de la forme 3%f/0x? on identifie: ¢ (x) = 82f/dx? et 0 = e,; alors que pour les
dérivées de la forme 6°f/ox,0x; (i # j), on pose @ (x) = 8%f/dx,dx; et, succes-
sivement, 0=e¢+e;, ¢ et e; en remarquant que 2(y—x)(y;—x)=
i— %+ y;—x)* =y —x)* —(y;—x)% Ce qui démontre la proposition.

II. LES MOUVEMENTS BROWNIENS ASYMETRIQUES MODIFIES

Nous considérons le domaine & = R! (de N, ) et nous supposons que & peut
sécrire & = V" U W LY, ou ¥ et # sont deux sous-domaines de & et ou
& est une variété de classe ¥” et de dimension d—1.

Nous considérons deux fonctions C(x) et D (x), définies sur &, de classe %2,
a différentielles premiéres et secondes bornées, et nous leur associons les
opérateurs différentiels (généralisés) L, = [Cl,+D1,]A (sans drift) ou
L., = V[(C1,+D1,)V] (auto-adjoint), ou bien, plus généralement,

(14) L=[Cl,+D1,]A+5, AV,

Ces opérateurs différentiels sont dits généralisés au sens que, si ¢ est une
fonction de classe €2 sur & 4 support compact et si  est une fonction continue
sur &, de classe €% sur ¥ U ¥, la distribution Ly vérifie

[o () Loy (x)dx = | C(x)@(x) Ay (x)dx + £ D(x) o (x) AY (x)dx
& ¥ , ’ ,

ou

Iw (X) Lpg ¥ (x)dx = ICIx) @ (x) Ay (x)dx+
& ¥

+ f D (x} o (x) Ay (x) dx + f[D(x)“C(x)]¢(x)%g(x)dS (x),
ou bien ‘
pr(x) Ly (x}dx = f C(x) o (x) A (x)dx +
& ¥
; Oy
+ fﬂ () o (x) Ay (x)dx + f@ (x) A (x) %(x) ds (x),

w &

n étant la normale unitaire 4 & dirigée de ¥~ vers %" et dS(x) étant la mesure
surfacique sur la surface &.
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Le processus X% correspondant 4 un coefficient de diffusion C(x) > 0 et
4 une réflexion sur & avec une probabilité a(y) du coté de # et 1—a(y) du
cdté de ¥ étant construit, nous allons maintenant définir un processus X*#
correspondant au coefficient de diffusion C(x) > 0 sur ¥" et D(x) > 0 sur %,
ot C et D sont des fonctions bornées ainsi que leurs inverses 1/C (x) et 1/D(x),
de classe ¥? sur RY, de différentielles premiéres et secondes bornées.

4. Dermnmion. (a) Nous notons f la fanctmn strictement positive, définie

sur & par
™) i
B (x) = [1V+C( 9 ](x).

(b) Pour toute trajectoire X7, continue, on définit une bijection croissante
xp = ¥Xp(@), de R, sur lun-meme par

2p(t) = j B2 [X* (1, )] du.

5. Remarque. Pour P-presque chaque trajectoire o, la fonction y, est
lipschitzienne; elle est dérivable en Lebesgue presque tout t et sa dérivée est

donnée par x(f) = B> [X*(x, {t))]

6. DeFmvimioN. Nous appelons mouvement brownien asymétrique modifie le
processus stochastique
(15) X (1) = X* [x, (0]

7. PrOPOSITION. Le mouvement brownien asymétrique f-modifie X** (t) admet
pour différentielle stochastique:
(a) si X¥(t)¢ &,
dX* (t) = 212 [CY2 1,4+ D 21, ][ X™ (1)] dB(t);
(b) si X*F(t) = xe&,

X% (z)'_“ 242 DY (x)[d (|B(t) nfyn, +dY ()] avec une probab:l:té a(x),
' 2P C R (x)[—d(B(t)n)) n +dY(2)] avec une probabilité 1—a(x),
ou Y est la composante de X (t) orthogonale a n,.
Démonstration. En effet, si nous considérons le processus W(t) défini
pour t¢(X*) (%) par
ax* (1)
27 CTE X (0] BLX ()]

et, pour te(X*) (%), posant X**(t)=y, et e = +1, par

W) =

dW(t) =« Liaxesuyny <o dX* () avec une probabilité ——

1
242 pr2 1 xed (1)) 20(y)
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et

lq‘dxzﬁnr}-u,{ 0 a | habilité m—ﬁml
AW (e) = e o dX*(t) avec une probabilité =ty

le calcul montre alors que, pour tout u >0 et h> 0,
E [(W{u+ h)— W{u))}ﬁﬂ =10

et
wth :
; o1 el ax= :
E[(W(u+h—-Ww)P/7,] = EK j ST I X (] X {fﬂ) M;,]
. axe
e m@ia () 2
=E B (2”2 C2 X (1] (X (U]) d{z, ) f'u]

=K

T ( 212 142 (X ()]

242 CI;’Z [Xmﬂ (T}] ﬁ [Xaﬂ {ﬂ]) ﬁz [Xaﬂ (tﬂ dzfg};:l

b W
o

=E[h/Z]=h.
W(t) est donc bien un processus de Wiener que nous pouvons identifier
a Br).
8. CoROLLAIRE. La différentielle stochastique de X*F s'exprime, au moyen du
mouvement brownien standard par:
si X*(1)¢ 7,
dX (1) = 2C 1, +2D 1) 2 [X* (t)] dB(1)
et, si X* (tye &, décomposant le mouvement brownien B en B = B, + B,, oii B,
est le brownien linéaire le long de ny.p, et B, le brownien dans Ihyperplan
tangent & & au point X“(t),
dx°t(t) = (2D [X**()])*"* (d|B, (1) +dB, (1)) avec une probabilité o[X™ (1)]
et
(2C X" (e)1)"2 (d(—|B, (1)) +dB, (1)) avec une probabilité 1—x[X*(t)].
On peut aussi définir la différentielle stochastique de X*¥ en utilisant le
temps local sur &. Pour cela on définit le temps local & droite et & gauche de
& pour une semi-martingale Y,
e

L7(Y) = lim ijl sy (Y (8) d {¥n, Yn),

[2ad U
@
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et
t

Lf"(ﬂ = ﬁméjlﬂ(sﬂ,mw (Y(S))d (Yn, Yn),

-0 ©

0

ou L¥+(Y) désigne le temps local 4 droite et L7-(¥) le temps local & gauche. On
a alors

p 1 o ‘
LY (¥) = 5 [L () + LE-(1)].
Nous aurons alors, en utilisant [7], avec p=1 et g = ./D/C,

dX=P (1) = [i, (x=F (r))-iv\ﬁé 1 (X*? (t))] 2CM2(X™F (1)) dB (1) +

(@—1)+ \/g @
+ 4Ly (x*4)
1—a)-+ b o
( C

avec, dans le cas présent,

LI (X0 = B § 1 (X9 (5) 2D [X*5 (5] ds

200
et

t
L7~ (X*F) = 1im [ gy (X2 (5) 2C [ X (5)] ds.
=00

Au paragraphe I, nous avons construit via la formule (12), les probabilités
~ de transition P* du processus X* de générateur infinitésimal généralisé:

L* = CA+8, ., (22—1)2CV.

Nous alions maintenant donner les probabilités de transition du processus
X*. Nous notons I' la classe de fonctions, définie sur & = R, par
I = Cl,+D1,.

De maniére analogue a ce qui a été fait au paragraphe 1, on peut construire,
via la formule (9) modifiée, les probabilités de transition Q, du processus Y* de
générateur infinitésimal généralisé:

A* = DA+6,,(2a—1)2DV.

Pour tout couple (x, z)e(&\ S)? et tout couple de réels (s, t) vérifiant s < t,
on définit un noyau ¥ (x, s, z, t) par
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(16)  Y(x,s,z, )= ;(,Lx—-%}(ﬂ“ 1, (2)+ 0" 1, (2)(x, s, 2, )+

¢
+ [ (L 2) 1 00401 ). 00 00 025 2. Ay o,
5 &
ot L R(x,s, z, 1) = (CLl, (x)+ D1, (x))A, R(x, s, z, t). Notant que
R*(x, s, z, t) = P*(x, s, z, )1, (2) + Q%(x, s, z, £) L,-(2),
nous posons, pour tout couple (x, y)e(€\F)* et tout s < ¢,

(17)  P*P(x,s, y, 1) = PFSP(x, y)
= R*(x, s, y, )+ [[R*(x, 0, z, ) (2, 5, y, 6)dzdo.
5 &

9. ProposITiON. Si f est une fonction continue et bornée sur & = RY, alors
@x, s, 1) = [R*(x, 5, y, ) f(»)dy
&

est une fonction continue en (x, s, t) sur &x{s <t} et

im @(x,s,8) = f(x), xeé.

t—=5-+0
La démonstration de cette proposition est immeédiate.

10. THEOREME. Si f est une fonction continue et bornee sur & x R, , localement
holdérienne en xeé& et uniformément en teR ., alors la fonction

t
Vix,t)=[[R*(x, s, y, ) f(y, s)dyds
0 ~
est de classe 4> en xeé, €' en t, elle vérifie
2

ax.dx,

it

; { Z*R* o
V(xs. z) = j‘j\—é;?g;:;(k, S8, }}! t)f(y. S)dyds
o0&
et, si xe&\F,
ov
(18) 7 %
B fj[C(x) L, ()+D(x) 1y G AR (x, 5, y, ) f 1y, s)dyds+[(x, 1),
0 &

Nous allons maintenant étudier les propriétés du noyau . Nous
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voyous quc

(L:;%) R*(x, 5,2, 1) = [T ()~ C(9) 1, () —D (%) 1y ()] A, R*(x, 5, 2, ).

On construit par récurrence, pour tout entier v > 1,

F
Ri ‘(xa 5, Y, “'} = (I—‘x“"é;) Rﬁ(x} 5 ¥ t)i

R, (x, s, y,( )= Jf(Lx—%> R*(x, 0,2z, )R, (z, 5, ¥, U)'dz do.
5 &

11. ProrOSITION. Pour tout (x, s, y, 1), tel qgue x et y wappartienne pas
da % et s<ti, la série ‘

Ypix,s,¥,0= Y R,(x,5 3,0
v=1

converge uniformément sur tout compact de & ne rencontrant pas .
Démonstration. Nous voyons que

J i '
(Lx-éz)ﬁ {x, 5, y,t)

= {C)[1,(x) -1, 0]+ D (%) [14 ()1, (W1} AR (x, 5, y, 1).
Si x n’appartient pas 4 &, il existe une boule, B(x, ¢), qui ne rencontre pas
&. Nous supposons, par exemple, que B(x, p) est contenue dans ¥". Nous
avons alors

(L"mb%) }i“(x, s,z,t)=0 pour tout ze B(x, g).

Il en résulte que 'on a la majoration
1 eBie (V) 1
< C CB{xg) » lep<l.

A .
L.—— |R*(x, s, y; 1) e
( . @t) B S IS P a3
On est donc ramené 4 une inégalité de méme type que 'inégalité 4.3 de [6].
Nous utiliserons le lemme suivant analogue du lemme 2, § 4, chap. 1
de [6]. ‘
12. LeMME. Si G est un ouvert borné dede et si0<aet 0<f<d, alors

c* cte ;
| =it ——— §i o+ > d,
08 [x—ylF T x—yletFd B

C, sioa+f < d.

lRl(xs S, y& E)I =

f VieBix.0 DinizeBw.020 47 ‘

flx—z||* |y —=z||#
G



62 M. Mastrangelo et M. Talbi

Démonstration. Nous voulons majorer

| PR dz
J‘ tiz—xll zauniliz—yl >ea} &4 141, +1,,

lz=xI 2=yl
o
ot I, est Pintégrale sur 4, = Gn{o, < lz—x[} n{o; < llz—yl} n {llz—yl
< llx—yl/2}, I, est Pintégrale sur 4, = Gn{g, < z—x|} n{e, < |z—yl}
~{llz—x| < |lx—yl/2}, et [, est lintégrale sur A;=Gn{lz—y| >
lx—yil/2} o {llz—x| > x—yll/2}. Nous avons alors, si f<d:

Hx—ylii2 i1 )
I;S J‘“;ME%Q \f mé{z‘ﬂscw j Q - ‘;Q — - C —.
o1 llz—yl : 05 |zl gig o lx—yl
Ay . B x-pii2) o
De méme,
I, < .odz.

Gnjgy<flz—xl < lix-yi/2Zinillz—pll <3}~y 12}
Cette inégalité n'utilise que [linégalité triangulaire, |z—y| < |lz—x||+

+lx—=yl < llx—yl/2+x—yl.
Nous pouvons déduire, comme pour I;, que

I, < J dz_ ¢
= | s lzlf T gd x—ylP 7
B0, 3 [x—yil/2)

Nous majorons enfin I,. Notons que g = inf(z—y|, |z—x]|). Alors, 4 une
constante prés, nous avons

d=1 7.
13 g Crle Q ‘ dg.,
a g

{a>llx—pili2}

Lorsque o+ ff > d, cetie intégrale converge et

Cte
P lx—ylred

Si a+f < d, Passertion du lemme se déduil directement du lemme 2, § 4,
ch. 1 de [6] qui fournit une majoration évidente.

Suite de la démonstration de la proposition 11. Nous avons ensuite la
majoration

¥
IR, (x, s, 5, ) = j R,(x,0,z, )R, (z, 5, ¥, 0)dzde

2¢Blx,g(x)nBlx.0(3)
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— ol giz) est la distance de = 4 & —

H

<j1 1@( o1 )
R e A ] S A

5

— ol o= f)=d+1-2p<d, car s<p=<li-

U % ( 1 N { )
S =TI\ E@ Iy =y
La récurrence conduit donc, comme au § 4, chap. 1 de [6], & une série
convergente, la convergence ayant lieu uniformément sur tout compact ne
rencontrant pas %. V

13. ProvosiTioN. Les noyaux PESP(x, y) définis @ la formule (17) par
¥
PESP(x, y)=R*(x, 5, y, )+ [ [ R*(x, 0, 2, ) (z, 5, y)dzdo
5 &

vérifient, pour xe &\, la relation de Kolmogorov:

aprer
—5 05 ) =L PP (x, ).

Démonstration. Nous notons P*¢? = P,
La démonstration se déduit du théoréme 10, en employant la formule (18).
Pour simplifier les notations, nous supposons s = 0:

1

oP,(x, y) _ oR® AR* ; ‘ ‘
FTRR T + | . (x, 0,2, 0¥z, 5, y, o)dzda+ (x, s, y, 1).

(20)

5 &
- Comme  vérifie I'équation intégrale de Volterra (16)

o
#’(xﬁ 8, ¥, 13 = (Lx—;:_;)R“(x, 5, Vs f)+

. ,
i
+ jf(Lx—*—-é%)R"‘(x, a, z, iz, s, y, 6)dzda,
5 &

en reportant cette expression dans la relation qui définit ¢P,(x, y)/dt, nous
obtenons:

dP,(x, )

£
Fraat L R*(x, s, y, )+ jJ‘Lx R*(x,0,z, )Yz, s, y, 0)dzdo
5 &

= L. P,(x, y).
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Nous allons maintenant étudier les propriétés de continuité, de part et
d'autre de &, des probabilités de transition P*%P(x, y) ainsi que de leurs
gradients.

14. ProrosiTioN. L'application (x »» P#5P (x, y)) est continue sur & > &.

Démonstration. Il est évident que

(6, 5, )m R (x, 5, 2, 1) = PA(x, 5, 2, ) 1, () + Q*((x, 5, 2, D1, (2))

est, lorsque z est fixé, une fonction continue de (x, s, t). La proposition
9 permet alors de conclure que ((x, s, £} » PR5? (x, y)) est encore une fonction
continue par rapport au triplet (x, s, )e§xR¥ xR%¥ s < t.
15. Lemwe. 8i p,(x, y) est la densité de probabilité de transition, définie d la
SJormule (7Y et correspondant & un coeffi icient de diffusion C,
(a) constant sur & = R®,
 (b) de classe €* sur & =R,

alors 'application (x»V_p,(x, y)) est continue et vérifie, respectivement,

@ V.re, ) =222 (x, ),
r dz

' op,(x, y} LC' (x) “1c” (z]
(b) ox T C(x}+ Ci]z( )t P, {x, y)

Démonstration. {a) Si C est constam: et si la dimension est delN, il est
immeédiat que

.3 ., (—x) W
b'ﬁx,- “2 4{:1! p;('x5 y)'

Par suite, on a

V. p, Lh y) = (’f_—?p, (x, y).

(b) Si C est une fonction de classe %> et si le domaine spatial est de
dimension 1, on sait que

p.(x, y) = ! (€ wex Lok
= cmat ey | P R\JETER)

Par conséquent,

op,( ' { L[ dz \*)
5 = AP R P ”?ﬁ(f ) |




Mouvements browniens asymétrigues 65

| : 2f i

o 1 Cx) +C““‘(x)2 [ dz I 1 [C L C2 (z} 2. (%, ).
4TC(x)]*"* 4t C“z(z) C!”Z(x} 4C(x) 4!(3”2{ x) | Y
16. LemMe. Si P§(x, y) est la densité de probabilité de transition définie 4 la

Jormule (9) et correspondant a un coefficient de diffusion C constant sur & = RY,
alors I’app!ication {xm\?’ Pi(x, y)) est discontinue en & et vérifie

@1 V.Pix,y)= Mx »+

fﬂ—"c j-ZC(t P, (x, 2) K(z, 2, y) q(2)dS (z).
4] s
Démonstration. Nous supposons d’abord que & est un hyperplan, puis
nous étudions le cas général.
(i) Utilisant la proposition 8, nous savons que, si ¥ = {y-n<0},
& ={y'n=0} et # ={yn>0}, oi n est un vecteur unitaire fixe de R?,

L Ix—yl®
P?{x,y)=w[ﬂﬁp(* l4c;: >+

+586) (u nexp(

(<xmy |+ [<ym* + 1 £ 71 ﬂ

4Ct
Par suite,
. 2(y— 2(t<xn>l+|<yn>j) y—Xx
22 Vi Pilx, y) = p;(x, ( —sg(x) acs nt+ >,<

Ct
S A (€ Rt i i
* (411:(:‘5)‘“23%@){2&% I)exp(—- ict .
Il s’ensuit que (x » V_ P?(x, y)-m) se prolonge continfiment sur & si m L n
q x P
et que

(e V, P (x, ) ) = 2L

1
n @nCry 8580 —1) (Kxnch 1mb

X exp( _(Kxmy+ 12(3’22?2 + [ X~ 7| )

" )

(’cm( —sg{x)(2a
ne se prolonge pas continiment en &.

5 — Probability 11.1
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(ii) Dans le cas général, P{(x, y) est donné par la formule (9):

PE(x, y) = p,(x, y)+ fd'rlp, (x, DK (1, 2, Y)q(2)dS (2).
Il en résulte que

V, Pl (x, y) -m%vjpg(x »+

2{z—x
f f o L DK, 2 )0 @S ).
zEsF
Utilisant les formules (2{)) du n® 1 de [17], on peut alors démontrer que,
notant pour tout point x,e&, f(x,+) [resp. f(x,—)] la limite, lorsqu’elle
existe de f(y) lorsque y tend vers x, en restant dans un cone fermé de sommet
Xg, contenu dans ¥ [resp. ¥"], on a

(VL Po(xo+, ) 1> = [1+q(x0)] € (x) K (£, %o, )

et

(VL Pi(xo =, ¥) 1) = [1—q(xo)] Clxo) K (2, Xo, )

Nous allons maintenant étudier le comportement du gradient, par rapport
i x, de P¥SP(x, y).
Utilisant la formule (17), nous savons que

t
(23)  PPP(x,y)=R*(x,0,y, 0+ [ [R*(x, 0,2z, )Y (z, 5, y, 0)dzdo,
o&

ou R*(x, s, y, 1) = Pi_y(x, y) 1, () + Q7-s(x, y) 1y ().
Nous conservons la notion I' = Cl1,+ D1, et alors

» y—Xx
_p=G.D , P = ¥ ,

~oor
+ |dt ZoX

| rgia=gt e AKE 2, 1)a(@) dS @)+
5

(0o [ 6% o
J 2r§(t—o)

L
o 4=

P24 (x, &)+

e [ 222 o b P A iAdR e (F o
4= d‘ﬁ ) zr(é)u;*l_}pt—t(x, ZEK(T T, Zy (;}q(z)dS(z)w(gj O’ ¥, g}dédﬂ',

o
o zed
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Cette expression nous conduit au corollaire suivant:
18. COROLLAIRE. Lor‘sque, en outre, q = (2a—1) est constant, on a

(26)  V, PHCP(x, ) = 2 p® (x, y)+

y—
2r (y)t

+oa-) | f UADED 0 . 22, s+
zef t=0

, : q,_ﬁ:m_ﬂ )
+Jda f[ﬂ'(é) )p, @ Ax, H+

a Zad

[ (=2 (z—x)
+e2—h) f | r@e—96—0

e =g

([, WO+, ML @[ ¥ RE0,y 0]+

v=2n+2
neN

+[1w(y)1w(f)+1w(}')1v @[ X R0, a)]dido.

v=2n+1
HeN

. (x, 2P, (z, £)dS(2) d‘a::] x

Démonstration. Ut]hsmt la proposition 11, nous pouvons écrire que

¥, 0,y,0)= ‘E R,(£,0,y,0)
avec mj
R,(&,0,y,0)=[T{O—-T (AR, 0, y, 0)
=[C—D][1, (51, (MA 0%, 0, y, 6) =1, (O 1,(NA P*(E, 0, 3, 0)].

Pour simplifier les notations, les ensembles ¥~ et % ayant des réles identi-
ques, nous supposons, par exemple, que y appartient 4 #°. Nous avons alors

R,(,0, y, 0) = [C— D11, () A, 0%, 0, y, o),
Ry(E 0,7, 0)= | | R, % 2 0)R, (20,7, )dzde

v=0 ze8

= —[C—DJ*1,() 3; f A§P[£, 1,2, 0)Ag(z, 0, y, 1) dzdz

=0 ze¥

2(1— [ lz—¢
= —[C— D]ziw(@f f W%Q‘ﬂ[ aﬂaﬁ%}‘

=0 ze¥
200 T lz=yi?
X anDoy s “p[ ape |
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=0 ta=0 zie¥ 228V
A, PP(zy, T3, 23, T1) A, Q%(25. 0, ¥, T5)dz, dz, d1, d1y,

T T R L N R I I L L L L L ¥

‘)b(i: 0, Y, 0.) = If(é} Z Rﬁ(‘:: 0, Vs G)"}“lﬂf'{f} Z Rw (ﬁ: 0, Vs g)
v=3n41 v=2n+2
neN nelN

Ry(E,0,y,0) =[C~DF1,® | | [ [ A&QE 1025, 0)%

Nous allons maintenant établir la proposition suivante:

19, PROPOSITION. Si & est un hyperplan de R%, & = {yeR%: {yn) =0}, et si
o, C et D sont des constantes
(i) quelles que soient les valeurs de o, C et D, la composante de

[C'?1,(x)+D"2 1y ()] V, PFO? (%, y)

parallélement & & se prolonge continiiment — par rapport @ x — au voisinage
de &;

(i) si ga est une fonction réelle de variable réelle, la composante de
o (x,)V, PFP(x, y) se prolonge continiiment — par rapport 4 x — au voisinage
de & siet seulement si le produit de ¢ (x,) par la dérivée, par rapport @ x,, de la
densité de probabilité en dimension 1, P*C2(x,, y,), se prolonge contindment
— par rapport & x, — au voisinage de {0}.

Démonstration. Conservant des notations précédemment utilisées, nous
écrivons pour tout xeR%, f=x—{x'npn et X ={x-nyn=x;n.
Nous avons, d’aprés la formule (10) de la proposition 1,

[ s
Pi(x, y) = W[ﬂw(* !3?‘&63;“ )+
+sg () (2a—1)exp (_ i ng = Iﬂ

ol x=X+x;net y=jyj+yn
De méme, nous avons

ol 3’)“’(4::1);)"/2[“ p(' 4Dt )+
NN S AR i L
Hg(y)(la—l)exp(ﬂ 4Dt ):i

N =yl
Rl = W[ﬂ‘p( aro)e )“"

+sg(y) Qo — I)ﬁxp(-—

() + 2,7+ 12 =717V ]
ar(t
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Considérant, par exemple, P{(x, y), nous pouvons le factoriser en

Pi(x, y) = Pi(xy, y)) P, (%, §).

Par suite Vi P¥(x, y) = P?(x;, ) Vs P,(%, 7). Comme (x> P?(x, y,)) et
(3w V5 P,(%, 7) se prolongent tous deux continfiment au voisinage de %, il en
est de méme pour (x»VyP{(x,y)). La reflexion n'induit donc pas de
discontinuité de la composante du gradient paralléle a &.

De la méme maniére qu'au (b) du lemme 15 on voit que

[CH2(x) 1, () DY (3) 1 ()] Vi PSP (x, )
se prolonge continfiment au voisinage de & et, par suite,
x s [C12 () 1, (x) + DY (x) 1, (x)] V2 PYOP (x, )

s¢ prolonge continiiment au voisinage de &.
Utilisant la formule (26), nous pouvons calculer la composante du gradient
— par rapport 4 y — le long du vecteur n orthogonal 4 &¥:

o 8
(V PECP(x, y)n) = — PPOP(x, y) = (2}@);) PO (x, )+

on,

T

+(2a,-1)-f fdr( S— L )p&”:(x 2)+p? (2, y)di+

ar ()=
e =0
t 51
+ fdafmﬁ P, (5, OW(E, 0, y, 0)dedo+
a=10 Eedf :

) 1 ,’ 1r 1 éxa |
+(2““1’f f f f (4?(53(&5@%})“

o=0fef t=o e
De(x, Hp2,(2, dzdry (£, 0, y, 0)dE da.

Nous pouvons alors utiliser le raisonnement conduisant aux formules (20)
de [17], n® 2.

“Pour tout point x, appartenant 4 & et pour toute fonction ¢ définie sur vn
voisinage de x,, on dit que ¢ admet une limite d droite de x,, notée ¢ (x,+), si
¢ (x) converge vers une limite lorsque x tend vers x,, x # X,, x restant dans un
cone fermé de sommet x, et contenu dans #" U {x,}.

De maniére “symétrique”, on dit que ¢ admet une limite & gauche de x,,,
notée @(x,—), si ¢(x) converge vers une limite lorsque x tend vers
Xg» X 7 Xo, X restant dans un cbme fermé de sommet x, et contenu dans
VU {xg}.
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Les calculs menés dans [17] conduisent aux formules (20} qui donnent ici
que 8/0n, [PFSP(xy—, y)] existe, ainsi que d/0n, [P*SP(x,+, y)], et T'on a

d ,
S PEOP (g, 3) = (149 (0) VP22 (=, 3}y

et
a ; , .
é;;P?’C‘D (xo+, ¥) = (1—g(x) {V, P}CP x4+, y)n).
X
Nous voyons donc que ¢ (x,)- 8/én, [P*?(x, yJ] admet un prolongement
continu si
1 | N
Egrﬁ@(x1”)(1+Q(x))+§5ﬁw(xi +)(1—q(x))
admet un prolongement continu, ce qui est la méme condition quen
dimension 1. :

20. THEOREME. Si & est un hyperplan de R%, & = {ye R {yn) = 0}, ol n est
vecteur unitaire fixé dans R®, et si o, C et D sont des constantes, décomposant tout
vecteur zeR? en z =z, n+%, on ¥ appartient @ &,

(i) quelles que soient les valeurs de a, C et D

[CY21,(x)4 DY 1, ()] Vs PEC2 (x, y)
et
[C1,(x)+ DLy, ()] As PP (x, )

se prolongent contintiment — relativement ¢ x — au voisinage de ¥

(i) (@) si &= \/C/(/C-++/D), alors V., PEP(x, y), [C1,(x)+ D1, (x)] x
X Ay, PECP(x, y) et [Cly (x)+ D1y (x)]A, PP (x, ) se prolongent conti-

xy * 1
niiment — relativement @ x — au voisinage de %;

) si a=/DNJC+D), alors [Cly(x)+DL,(X)]]V, PrP(x, y),
V. ([Cly () + DL, ()] V,,) PAEP(x, y), V., ([Cly(x)+ D1, ()] V) PrSP(x, )

Démonstration. Le (i) se déduit du (i) de la proposition 19.
_Démonstration de (ii). On reprend I'assertion (ii) de la proposition 19 avec
@ =1 pour le (a) et ¢ = C1,,+D1,, pour le (b). On a

PrCP(y,, V) = 1, (»+./C/D lyr(l"){exp{w_(j’;;}é)i}_&_

(AnCr)/? 4Ct
+sg(y) 2e—exp [*Mﬂxa | :gfwz]}

ol Z; = 1,(2)2, ++/C/D1,,(2)z,.
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On voit alors que

[M*LVH\/C/ Ly ([ () ++/CD Ly (9]
(4nCt)*? ’

J"'i“-xi [ (xy— )P
"{ 2Ct “p[ T act ]

— (20— 1)sg(y) sg{x)— by mgbc_i{‘.lexp [ﬂ_ ﬂx'ﬂgfz:l)“]}‘

Une condition nécessaire et suffisante pour que V,, ProP(x,,y,) se
prolonge continiment au voisinage de x, =0 est alors que « soit égal
& oy =/Cl/C+./D).

De méme, une condition nécessaire et suffisante pour que
[Cl, (x)+ D1, ()] V,, P#%P(x,, y,) se prolonge continfiment au voisinage de

x, =0 est que x soit égal 4 a, = f/{\f‘+f)

En itérant la dérivation on‘ voit que

(1, (3)+/C/D 1, (1 [, (x)+C/D Ly
“(4nCe)?

(Vi—x\* 1 (L —y1)? “,
x{[( 2C ) zc:]“p [ T ac ]”‘"
Pl + Al 1 (el IyaD?
+Q2u—1)s @)[( 12(): 1) Z—Ct]exp[— 4&{ ]}

Par conséquent, quel que soit le coefficient de réflexion o, la fonction
[C1, (x)+ D1, (x)] A, PFSP(x,, y,) se prolonge continiiment au voisinage de
xy = 0.

Les assertions (ii) (a) et (ii) (b) se déduisent alors immédiatement.

21. TuEorEME. Les générateurs infinitésimaux généralisés de X (1) et de
PSP pevifient tous deux la formule

@7) LM = 560 = (CL,+D1,) A+, (/C+ /D) f+(a 1)./C)V.

Démonstration. Jusqu'ici nous avons admis mais non prouvé
rigoureusement le fait que les probabilités de transition P*“? sont bien celles
du processus de Wiener asymétrique modifié X*¢P = X9,

Nous allons ici effectuer deux démonstrations indépendantes. Dans la
premiére (A), nous établirons que le générateur infinitésimal généralisé de X/
~ est bien donné par la formule (27). Dans la seconde (B), nous établirons que le
générateur infinitésimal généralisé de la famille PFP est aussi donné par la
formule (27).

V. PP (x1, y)) =

A PEOP(xy, yy) =
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(A) Nous avons, au sens du générateur infinitésimal généralisé,

L#f(x) = lim ¢ {E L/ X () —f ()]} = (CLy + D1, ) Af () +

=0

+lim¢~ 1Vf{x)E[Xx'o{t)»x]‘
t—=+0
(a) Lorsque x n’appartient pas & & la limite précédente existe et est nulle
en x. '
(b) Pour tout point régulier appartenant a &, on démontre, comme dans la
proposition 6, que la limite existe et est donnée par
lime P E[X38(0)—x] = limt B[ (X% (0—x) A ] Ay,
t-+0 =0
ou n, est, comme dans la démonstration de la proposition 6, la normale
unitaire passant par x et dirigée de ¥~ vers #.
On a alors ramené a une étude le long d’un axe et, utilisant les propositions
2 et 6 de [8],

lim ™ E [{(X%F ()~ %), ] Ay = 8¢ 4 (/C /D)2 /D+ (a—1)./C) 3
0
Pour retrouver ce résultat, on utilise la proposition 4 de [7], en posant
(5p)*/2 = C(x), (ug)*/2 = D(x) et :
. (SP + uq)z (sp+uq) pq(u—s)
p+4q 2(p+q)
[.\ /2C + 23]2 (/2C +./2D)2C (. /C/D—-1)
= (20—1)2C +
, 2./2¢ 4./2¢

-z (250 /ey 2]
-[ﬁ+ﬂul[ S48 ”\/“"] [/C++/Blxy/D+(—1)/Cl.

Nous pouvons donc conclure, comme dans la proposition 1, que le
générateur infinitésimal généralisé de X*# (1) s’écrit comme

# = (Clv'i'Diw)+51r,w(\//5+\/ﬁ)ﬁ“\/5+(“” i)x/[é)v

(B) Pour étudier le générateur infinitésimal généralisé des P2, on peut, en
utiii‘sam la formule de Lindeberg, via des cartes locales et une app-roximation,

se ramener au cas simple ol o, C et D sont des constantes et ot & est un
hyperplan Comme pour I'étude de L‘z nous sommes conduits 4 étudier des
limites de la forme
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im | o(x) | {y—x), 8 PrP(x, y)dydx

1=+ xeRd yeRd
et lim | o(x) [ <y—x), 602 PrP(x, y)dydx,

1-+0 xeRd yeRe
ol 0 est un vecteur fixé de R%
(B.1) Soit § un vecteur fixé de R%. On étudie la limite suivante:

imet | ((y—x)0) PSP (x, )dy.
-0 yeRd

(a) Si 0//%, alors
§ Ly=x)0> Pr&P(x, y)dy = 0.

yeld
(b) On considére le cas 0 = n. Pour cela on va établir le lemme suivant:
LemMe. Nous avons

{ !Pf'c’” (x, y)dj = PeSP(x,, y,), o y=(yy, §) avec §= (¥, ..., ya)-
peRtd -

Démonstration. Nous avons
R?(x, _V) = 13" (ya)ﬁf(xh yl)ﬁt(is ﬂ'*“lm {yl) Qhﬂ(x'li yl)@l(ﬁﬁ ﬁ)

avec

5 ! by =3,/ 141+ [y )2
P?(xu}’1)=W{exp(_m%)+sgm)(2a—Mexp(_m—p( 14‘(;; 1) .

5 (s L E=
"’r‘x=ﬁ“mmw(“4a |

Posant RZ(x;, y,) = P2 (x,, y)+ 08, yy) et B (E, 9) = 1a- () Pi(%, )
+1g. (7)) O, (%, 7), on a Ri(x, ) = Ry (x4, y,) R (%, 7). On demontre alors
que

f Ry (%, )dj =1 et f (L;—%)Rﬁx, y)dy = (Lx.%)ﬁfm,yo.

FeRd~ 1 et !

Posant
P (xi 3 zl.} = j: M’f; (x» 2} dfz:

ZeRd- 1
le noyau ¢, vérifie 'équation intégrale de Volterra:
/ &\ -
@, (x5 24) = (L;;,"E>R?(xu zy)+

¥

rrs a\ . ‘
+ j- J. (Lxﬁ’-‘éﬂz}R?WECXI’ .Vl) gaa"(ylks zl)‘dyld(r'

0 yisR
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Cette équation est précisément celle qui définit la fonction i :}!7 lorsque la
dimension est égale 4 1, par suite g@,(x,,z;) est le noyau ¥,(x,, z,) en
dimension 1, d’oi

t

[ PrOP(x, di=Ri(x, y)+ | [ [ Ri,(x,2)¢,(z y)dzdy

yeRd- 1 JeRA~1 0 zeRd~1
= ﬁf(xw yo+ 5 3- Rf_,u.(xl, Zl)'ﬁa‘(‘zl! yydodzy = ﬁ?'cm{xm Vi)
0 z1eR
ce qui démontre le lemme:
Suite de la démonstration (B.1). Si 0 = n, alors

lim¢™* irp(x) f PP (x, ) y—x)8) dy dx

0

= lim¢~? _f e(x) | (ylmx,)P“":D(xt,yl)dyl dx.

=0 yieR

Posant ¢ = g(df/dn), 1a limite précédente donne la partie “drift” du G.L.G.
et celle-ci est égale a

Ig(x)(\, +/O) e /D+(e—~ 1f) = (0dS ()

(B.2) On calcule maintenant, pour tout vecteur unitaire e R,
1O =1lim2)™" | o(x) | y—x)0>*PrSP(x, y)dydx

=0 xeld yeR4
=1mQ2)~" [ o [ Ly-x)0?PrcP(x, y)dydx
t=+ ) xeB(5 &) yeR¥
Him@2)™ [ @) [ Ly=x)0>*PrOP(x, y)dydx
1=+0 xeRNBLF yeRd
= I 1 (H) +1I 2 ).

Utilisant la propriété de Lindeberg, la deuxiéme limite existe et est donnée
lorsque T'on pose @ = g(d*f/86%); par
O
I,(0) = g (x) [C1,(x)+D1,-(x)] P (x)dx.
xR B(5 ) ’
Si 8.1, on est ramené a4 une €tude unidimensionnelle le long de la

normale & %; par conséquent | (6')@0
Si /|7

2070 | Ly—x), 02 PPCP(x, y)dy < Ky,

yeRd
d’ou I, (6) “.300' On a donc la partie “diffusion” du G.I.G. La proposition est
alors démontrée.
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Sachant quée X*?(t) et P*©P admettent méme générateur infinitésimal
généralisé il suffit, pour établir le fait que X™# est bien I'unique processus
admettant les P*%P comme probabilités de transition d’établir l'unicité de X*¥,

Nous allons ici établir cette unicité tout d’abord au sens d’Ité (unicité
trajectorielle ou forte) puis au sens de l'unicité du probléme de martingales
(unicité faible). Via la propriété de Lindeberg et I'ntilisation de cartes locales,
on peut se ramener, comme pour la partie (B) de la démonstration du théoréme
21 au cas ou & est un hyperplan, et o, C et D sont des constantes.

22. TutoriME. Lorsque & est un hyperplan, et o, C, et D sont constants, le
processus X** dont le G.I.G. est L* vérifie l'unicité trajectorielle ainsi que
lunicite en loi. ‘

Démonstration. La démonstration se fait en deux étapes:

(a) Unicité.de la composante normale de .

(b) Unicité du processus dans R’

On suppose que & est Ihyperplan orthogonal a e,, premier vecteur de la
base orthonormale. .

(a) X%P vérifie I'équation différentielle stochastique:

1)
X390 = (/2C Ly +/2D 15.)( X"ﬂ{c})dﬂl(ﬂﬂ““a \j}“://:m(w).

On pose
={mw1)vf5+m\/5
(1—a)/C+a /D

On suppose dans un premier temps que o %0 ou 1. On considére la
bijection

x six<0
- ST o).
Py (x) {yx st x=0 (>0}

Posant @, (X37(t)) = Y(2) et appliquant la formule de Tanaka, nous voyons
qu'il existe un unique y =7y, = (1—A4)/(1+4) de telle sorte que le drift
disparaisse.

Pour ce y,, par le théoréme de Nakao [15], on a unicité trajectorielle de
Y(t), par conséquent celle de X5#(¢). Si o = 0 ou 1, les théorémes classiques
relatifs aux réflexions totales assurent aussi P'unicité de X377 (1),

(b) Posant X*# = (X3¥, X8, o X*F = (X3’ ..., X%") on a, pour i > 2,

dXPP (1) = (/2C Lg- +/2D 1) (X9 (1)) dB; (1),

d’oli 'unicité trajectorielle des X##(t), conséquence de celle de X5/(1).

Posons Z (1) = (¥(t), X=0(1). Les coefficients de diffusion de Z(t) sont
mesurables et bornés; Z (1) étant unique trajectoriellement, par le corollaire
§.1.6 de [19], on a unicité en loi de Z ().
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Or lapplication: ¥, : (x,, X) = (1g- (x,)+ 7, 1+ (%,) X, X) est bijective, par
conséquent X*#(f) est unigue en loi.

23. Remarque. Lorsque C et D sont des constantes, la construction
donnant X*f dévient plus explicite. Nous notons ¢ = ,/D/C.

On effectue une partition de lespace des temps R, en A= {teR :
X,0e¥v v} et B={teR,: X,(t)e¥}. Comme les trajectoires X* sont
P-presque sirement continues, on peut, pour P-presque chaque trajectoire,
écrire. B comme une réunion disjointe d'intervalles ouverts:

B= )16, avecp#kn=Ty,5,[n]y.,é[=9.

neN

Nous définissons alors une bijection y; (= y;(w)) de R, sur R, par

20 =t+(@*-1) %t(ﬁn A )=y A 1)
ne

Nous avons alors X*(£) = X*(x,(1)).

Nous voyons que:

si teB, ¥ (t) existe et ¥'(f) = ¢%

si teint(4) = {teR,: X*()e¥"}, ¥ (1) existe et ¥ (1) = L.

Utilisant le “Brownian scaling”, nous pouvons donc déduire que

d, X (1) = 0d X* (v=y,(t) sitey; ' (B)(eXP()eW)
et
d,X*()=d, X" (t=2,(t) si tey; (int(A)(=r?Wer).

De plus, comme dans le cas général {tey; ' (04)} = {X*(t)e &} est, pour
P-presque chaque trajectoire, un ensemble de mesure de Lebesgue nulle, car
& est une surface de classe %2

Les théorémes 20, 21 et 22 conduisent directement 4 la:

24. ProrosiTioN. Nous nous placons sous les. hypothéses du théoréme 20:
& est 'hyperplan orthogonal an, & = {y,, 0}, V" = {y, <0}, # = {y, > 0}; ,
C et D sont des constantes.

(a) Si a= .\/Ef(ﬁ»i- \/5), le générateur infinitésimal généralisé LY
est le génératewr sans drift, L = L,=[Cl,+D1,]A; Pr“P(x, y),
[C2 1, () + DM 1, ()] Vs PEEP (x, ), V., PECP (%, y) et [Cly (x)+ D1, (x)] %
x A, PESP(x, y) se prolongent continiiment — relativement & x — au voisinage
de &. .

(b) Si o= ﬁ/(ﬁ%—ﬁ], le génératewr infinitésimal généralisé L™
est le générateur auto-adjoint: L* = L,y = V[(Cl,+D1,)V]; P*SP(x, y),
[CY21,+ D21, Vi PP (x, y),  [CLo(0)+DL,(]V, PFOP(x,y) et
[Cl, (x)+ D1y ()] A, PFP(x, y) se prolongent contindment au voisinage
de .
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