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ENTROPIE DES PROCESSUS LINEAIRES
PAR

ABDELKADER MOKKADEM (Pagris)

Abstract. Let ¥ = (Y,),., be a real stationary process with the
spectral representation

Y, = [ é"dz,,

—

and X ={X,),.; be a process defined by
X, = | " p(N)dZy.

We prove that the entropy of X satisfies the relation

1
H(X)> 5 fLog o (A)| dA+ H(Y).

4

Some cases where equality holds are obtained. We also give some
applications.

1. INTRODUCTION

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R*, admettant une densité de
probabilité f (x) telle que f(x) Log f(x) soit intégrable; I'entropie de X est définie
par ‘

ity h(X) = — | f(x)Logf(x)dx

R*
(cette définition sera étendue dans la section 2 4 toute variable aléatoire
admettant un moment absolu d’ordre s> 0 fini).

Pour un processus réel, stationnaire en loi, X = (X,),.z, 'entropie de X est
définie par

@) HQO = lim o h(Xo, .o, X,)
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Considérons maintenant un processus stationnaire en loi, réel et har-
monisable (voir section 2) YV = (¥),.z et X = (X,),z filtré de Y par un filtre
linéaire réel

) X, = [ é"o@)dZy(1),

ol dZ, désigne la mesure spectrale de ¥, ¢ (4) est intégrable par rapport 4 dZ,
et vérifie '

@ e =o(=A,
~ cette derniére condition assurant que X est reel

On ¢tablit dans cet article le résultat suivant qui généralise des résultats
obtenus par Kanter [9] dans le cas ou les ¥, sont indépendants et par Shepp,
Slepian et Wyner [15] dans le cas ol ¢ est un polynéme trigonométrique:

"

ol HX> j Logle ()ldi+H(Y).

14
L’égalité dans (5) est obtenue dans différents cas, en particulier quand Y est
regulier ou symétrique a-stable, ce qui permet d’écrire I'entropie de Y en
fonction de son spectre et de Pentropie de son innovation. Un tel résultat a été
établi par Shannon [14] dans le cas gaussien en faisant directement le calcul de
h(X,, ..., X,) et en passant a la limite. Notre méthode n’utilise pas ce calcul
explicite; elle permet en particulier d’avoir une nouvelle interprétation du
premier théoréme de Szégo, '
v %
(6) lim|det @, , |1 = exp {E% f Logf (1) dﬂi}i
" ) ¢
ot {,,, est la matrice des covariances de (X, ..., X,) et f la densité spectrale
de X = (Xn)nez“'

- Le plan de Particle est le suivant: la section 2 est constituée de préliminaires
quon utilise dans la suite; on établit notre résultat principal dans la section 3;
des applications et une extension au cas des processus n'ayant pas de
représentation spectrale sont données dans la section 4; on discute en
* particulier dans cette section du principe du maximum d’entropie introduit par
Burg [2] et [3] '

Tous les processus que nous considérerons seront supposés centrés.

2. PRELIMINAIRES ET NOTATIONS

Nous introduisons d’abord quelques propriétés de l'information et de
Pentropic de variables aléatoires.
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Définition 2.1. Soient P, et P, deux mesures de probabilité définies sur
un méme espace mesurable (2, .2¢). On définit l'information de Kullback de P,
et P, par
: : P,(E)
7 K(P,, P,)=supY P, (E)Log—~=%,
7 (P, pL P (E)Log L
ol le supremum est pris sur toutes les partitions finies (E) de €.

K(P,, P,) est 4 valeurs dans [0, + oc]; elle est infinie si P, ne domine pas
P,. Quand P, et P, admettent des densités de probabilité f, et f,, on a

(8) : K(P,, P,) ‘“'_"‘j.f:t Log fi/fs- ‘
Définition 2.2. Soit (X, Y) un couple de variables -aléatoires de loi de

probabilité P,,. Notons Py (resp. P,) la loi de probabilité de X (resp. ¥). On

définit linformation mutuelle de X et Y par

©) I(X, ¥) = K(Pyy, Px® Py).

Les propriétés suivantes sont établies dans Pinsker [10]:
si P, et P,, convergent respectivement vers P, et P,, alors

(10) iminf K (P, P,) > K(Py, Py);
(11) - IX, YY) =1(Y, X);

(12) I(X,Y)=0 si et seulement si X et ¥ sont indépendantes;
(13) I(X, X)=co si X est absolument continue;

(14) I(X, Y) 2 I(f(X), Y) pour toute application mesurable bE
si X=(X,,X,,...), alors
(15) I(X,Y)mﬁmf[{Xl,...,X"), Y).
Nous passons maintenant a4 la définition de l'entropie d’une variable

aléatoire. Pour une variable aléatoire X dans RF, admettant une densité de
probabilité f et un moment absolu d’ordre s> 0 fini, lintégrale

(16) ) h(X) = — [f(x)Logf(x)dx
est bien définie et 4 valeurs dans [ — oo, + oo, Pour éviter d’avoir 4 vérifier
4 chaque étape l'existence d’une densité, nous poserons

(17 h(X)= —oo si X n'est pas absolument continue.

Pour justifier (17) et rester dans le cadre du début de la présente section, on
pose la

Définition 2.3. Si Q, est une mesure de probabilité sur R* da densité u et
si la variable aléatoire X a valeurs dans R* a pour loi de probabilité P et vérifie

(18) E,{Logu(X)} > — o0,

& — Probability 11,1
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on pose
(19 h(X) = —K (P, Q)—E, {Logu(X)}.

On a ainsi défini I'entropie pour toute variable aléatoire 4 valeurs dans R¥,
satisfaisant 4 une condition du type (18). Cette entropie est a valeurs dans
[—oo, +oof, elle vaut — o0 quand la variable aléatoire n’est pas absolument
continue et est égale a I'entropie usuelle (16) sinon. La condition (18) est vérifiée
par les variables aléatoires admettant un moment absolu d'ordre s> 0 en
prenant

{20) u(x) = Ce ™,
mais aussi, par exemple, par les variables aléatoires X vérifiant
ELog(1+|X}*) < o0 en prenant

C

TR

Les propriétés usuelles de 'entropie sont naturellement encore vérifiées. En
particulier on a (Ash [1]):

(21) 1(x)

(22) h(X) = h(X +a) pour toute constante a;
si A est une application linéaire de R* dans R, alors

(23) h{AX) = Log|det A|+ h(A);

(24) X, Y)<h(X)+h(Y)

avec égalité si X et V sont indépendantes; ‘
(25)  si la matrice des covariances de X est fixée, le maximum de h(X) est
atteint quand X est gaussienne.

Nous définissons maintenant I'entropie conditionnelle de X sachant Y ou
Y est 4 valeurs dans un espace quelconque et X est 4 valeurs dans R* et admet
une entropie au sens de (19) par
(26) hX|Y)=h(X)-I{X, Y).

Les propriétés suivantes proviennent alors de celles de linformation et de
Pentropie:

(27 h(X, X') = h(X)+h(X|X");
(28) h(X |g(X") = h(X|X"), si g est mesurable;
(29) h(X+g(X)|X") =h(X | X}, si g est mesurable.

Notons que (28} implique
(30) h(X|X', g(X)) = h(X]|X").
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Nous aurons besoin dans la suite des propositions suivantes dont la
demonstration est immédiate.

Prorosition 2.1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et
d valeurs dans R*. Si X et X + Y admettent une entropie au sens de (19), alors
h(X+Y) = h(X).

ProposITION 2.2. Soit (X,) une suite de variables aléatoires d valeurs dans R*
convergente en loi vers X et u une densité de probabilité sur R*. Si les variables
Logu(X,) sont uniformément intégrables, alors

lim sup h(X,) < h(X).

Preuve. Cest une conséquence de (10) et (19).

Nous définissons maintenant 'entropie dun processus stationnaire.

Définition 2.4, Soit X = (X,),.z un processus réel stationnaire en loi et tel
que X, satisfait une condition (18). L'entropie de X est définie par

) e 1 1 -
(31) H(X)-»hﬁﬂmh(xm.,.,){"}.
Notons que par stationnarité on a aussi, pour tout k,
) 1
(32) H(X)=h:ﬂmhtxks wavy Xk+u)'

On peut vérifier (voir Kanter [9]) que la suite (1/n+ 1)h(X,, ..., X,) est
décroissante et que

(33) H(X)=Emh(Xo|X -y, ..., X_,) = h(X]X2%),

ot X h=(X_,,..., X o) A

Nous allons maintenant définir des classes de processus que nous utilise-
rons dans la suite. Pour les propriétés des variables aléatoires symétriques
a-stable (SaS) on se refére & Cambanis [4] ol est définie en particulier la
covariation de deux variables SaS X et Y, que nous noterons également
[X, Y],. La norme en covariation sera notée | X|, = [X, X'|}*. Dans toute la
suite on supposera que 1 <a <2

Un processus réel ou complexe X = (X)), est dit SaS si pour tout ¢y, ..., £,
les variables X, ,..., X, sont conjointement SaS; pour o =2, X est alors
gaussien.

On notera &, la classe des processus réels, X = (X ), strictement
stationnaires, SaS et qui admettent une représentation

Gy X,= { emde@),

et 4
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ot &(A) est processus SuS & accroissements indépendants; p{[a, b]} =
- 1€ (Y- Ea)|ls définit une mesure positive sur T = [—m, n] (voir [4], [8], [13]).
On dira que u est la mesure spectrale de X et que df est sa mesure spectrale
aléatoire; on les notera respectivement uy et dZ,.

On considére aussi la classe € des processus réels strictement stationnaires
et de carré intégrable (notons que &, est la classe des processus gaussiens et est
contenue dans Q).

La théorie spectrale des processus dans € est largement développée [11];
Cambanis et Soltani [6] développent une théorie analogue dans &,; ils
obtiennent en particulier

2.5. Décomposition de Wold. Tout Xe&,, sécrit X = X, +X,, ou
X, et X, sont indépendants; X, est la partie réguliére de X et X, sa partie
singuliére; X est dit régulier (resp. singulier) st X, =0 (resp. X; =0).

-26. Moyenne mobile. 5i X est régulier de densite spectrale f(4), il existe
une fonction extérieure h dans l'espace de Hardy H* et un processus SuS,
W = (W,),.z, dont la mesure spectrale u,, est la mesure de Lebesgue, tels que
R = f(4) et
X,= [ e"h(D)dZ,.

ti]
b

Si a # 2, Cambanis et Soltani [6] montrent que les variables aléatoires
(W,),.z ne sont pas indépendantes; mais les covariations [W,, W], sont nulles
pour i # n'. W est appelé innovation de X.

3. ENTROPIE ET FILTRE LINEAIRE

L’objet de cette section est d'évaluer 'entropie d'un processus obtenu par
un filtre linéaire; nous commengons par calculer I'entropie d'un processus
singulier dans € ou &,. ‘

Prorostmion 3.1. 8i Y est singulier, alors H(Y) = —o0.

Preuve. Puisque Y est singulier, on a Yy =T(Y-}), oi T est li-
néaire! Donc I(Y,, Y70) 2 I(Y,, T(YZ2)) = 1(Y,, Yp), mais H(Y) = h(¥,)—
—I(Y,, Y70), &0t H(Y) € h(Y,)—I(Y,, Yp). Si ¥, est absolument continue on
conclut grice a (13). S8i ¥, n'est pas absolument continue, on sait qu’alors
h(Yy) = —co et on conclut encore.

Nous comparons maintenant 'entropie de Y avec I'entropie de sa partie
réguliére.

ProrosiTion 3.2. 8i Y est non singulier et Y, (resp. Y,) est sa partie régulire
(resp. singuliére), alors H(Y,) = H(Y). De plus, on a l'égalite si Y, et Y, sont
indépendants.

Preuve. On pose Y, = (Y )z 6t Y5 =(¥, ),z o0 2 en utilisant (28):

H(Y)) = h(Y, | Y12 0) 2 h(Y,— 1, | 2o, Y2,
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Comme Y,, est fonction de Y"_!, on obtient, par (29), que
H(Y) = h(Y,] Y721, Y°); de méme, Y!" 1, est fonction de ¥*7! et donc, par
(28), H(Y)) = h(Y,| YY), ce qui termine Ja premiére partie.

Si Y, et Y, sont indépendants, on a (d’aprés la proposition 2.1)
H(Y)>= H(Y}), on conclut donc la démonstration.

Pour évaluer I'entropie d’un processus X obtenu avec un filtre linéaire
appliqué 4 un processus ¥ de € ou &, on a besoin de deux résultats
préliminaires. Le premier est dii 4 Shepp, Slepian et Wyner [15].

Lemme 3.1 [15]. Soit X et Y deux processus réels stationnaires en loi
admettant un moment absolu d'ordre s >0 fini et tels que

k
X,=2 ;%
i=0

ot les a; sont réels et m esi fixé. Posons

k
el =Y a;e’
j=0

On a alors

id

H(X) = i% JLDg{qo(A)td.%-}-H(Y).

4
Le deuxiéme résultat est un lemme d’approximation.

LemMmE 3.2. Soit p la mesure spectrale d'un processus réel non singulier de
€ ou €,. Soit pelP{u, T) avec p = 1. On suppose que

(35) o(A)=¢(—4) pouwr tout le[—m, ]
et
(36) I" Loglo{A)dA > — oo.

-n

Alors il existe une suite @, de polyndmes trigonométriques a coefficients réels
tels que

(37 limg,=¢ dans L*(n, T)
et
(38) lim | Logle, ()ldi = f Logle(4)dA.

Preuve. Soit g = p, + u, la décomposition de Lebesgue de u. Puisque le
processus de mesure spectrale p est non singulier, u, est équivalente a la mesure
de Lebesgue.
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Faisons d’abord I’approﬁiniation dans L?(u,, T). Soit é > 0. I existe alors
>0, e <4, tel que pour tout borélien B vérifiant u, (B) <& on ait

(39 [lelPdu, <6, [|Logle(Alldi<d, ([loldp, <8, [di<sé;
B B ’ B B

cela provient du fait que les mesures |p|?du,, }Log]qpi[ di, loldu, et dA sont
dominées par dyu,.

Puisque [Log|g|dA > — oo, la mesure de Lebesgue de 'ensemble N des
zéros de ¢ est nulle.

On se place dans le complémentaire de N; par le théoréme de Lusin [12],
on peut trouver un compact K, qu'on peut choisir symétrique par rapport
a 4=0 et une fonction continue ¥, tels que

(40) n (T-K,) <2
et
(41) ¥, =¢ sur K.
W, étant sans zéros sur K,, soient
“2) y=sup(Loglyul) et f=max{L, supl}.
Ky 1

Choisissons maintenant &, > 0 et K, un compact dans 7— K, symétrique
par rapport 4 4 =0, tels que

(43) g, < O/BF, &, <dfy
et
(44) w{T- (K, UK,)) <&,
Définissons sur K = K; UK, la fonction
: _fyy sur Ky,
“3) V2= {1 sur K,.

On prolonge ¥, de la maniére suivante. Si I = JA,, 4,[ est un intervalle
dans le complémentaire de K tel que 4, et 4, soient dans K, on pose, pour tout
A dans I,

46) v, () = [“§H%MJ+ ——————— Wﬂ%ﬂ

g A= —A
X €exp {i l:’l 7, *Arg u"’z(’bz}’*‘ Afg Y2 (2—1)]}
2
On obtient ainsi une fonction continue qui venﬁe

47 Vo) =2 (=4, Wl <p, |[Logly,l| <

(¥, n’a pas de zéro sur T).
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11 est alors facile de vérifier que

(48) § lo=y," du, < 85
et
(49) ‘ | | Logleldi— | Logly;|di| <38. -

.Passons maintenant 4 Lf(u, T). On peut prendre un support de u,:
S symétrique par rapport a A = 0. Soit Q un polynéme & coefficients réels tel
que ’

(50) § lo—QPPdy, <.
-
On peut prendre Q sans zéro sur T en perturbant faiblement ses racines et

en gardant des coefficients reels. Notons: 3 = ¢, sur T—Set ¢, = Q sur S. 1l
est clair que '

(51) [ lo—alPdu < 96
et
(52) | | Loglysldi— | Logleldl] < 36.
Y, n'a pas de zéros sur T; on pose
(53) B=suplys] et y=sup|Logly,l.
T T
Soient £ et &' tels que
(54) g < i, & <M4pT
et ;
(55) p(B) <&'= [di<é.
B

Par le théoréme de Lusin, il existe un compact K (qu'on prendra
symeétrique) et une fonction continue i’ tels que

'(56) u(T—K) < &’
et ’
(57) ¥ =, sur K.

On prolonge ' comme plus haut en une fonction continue ¥ ‘qui verifie
(38) W< p et |Loglyl<y.
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1l ne reste plus qu'a approcher y uniformément par un polynéme
trigonométrique & coefficients réels pour conclure la démonstration.

Remarque 3.1. Le lemme est encore vrai pour la norme sup; si ¢ est une
fonction continue sur T, on peut lapprocher uniformément par des polynomes
trigonométriques 4 coefficients réels qui vérifient (38).

Remarque 3.2. La condition (1) = (p( A) smgmfie que le filtre est réel;
sans cette condition le lemme est encore vrai mais 'approximation est faite
avec des polyndmes & coefficients complexes.

On établit maintenant notre résultat principal.

TutoreME 3.1. Soient X et Y deux processus dans € ou &, tels que

X,= [ € o()dZy avec peLl*(uy, T).
Alors;

) HX) > fLoglfp(i) i+ H(Y).

(i) On a l'égalité dans (i) dans les cas suivants: (a) @(4) # 0 py-presque
partout; (b) X est singulier; (c) Y est régulier; (d) Ye&,.

Preuve. (i) Si Y est singulier, X T'est aussi et (i) est vérifiée d’aprés la
proposition 3.1 et on a en fait trivialement Iégalité dans (i).

Supposons que Y est non singulier; on a alors deux poss;hlhtes Si X est
non singulier, on a :

(59) { Loglp(M|di > —oo.

D’aprés le lemme 3.2 on peut trouver une suite de polyndmes trigono-
métriques a coefficients réels ¢, tels que
(60) lime¢, = ¢ dans L*(uy,, T) (avec ¢ =2 si X et ¥ sont dans ()

et

(61) lim j' Logleo, (A)dA = f Logle (A) dA.
Soit o
(62) X, (k)= } e ¢, (A)dZ,.
On a B
(63) I1X, (k)= X1z = [lo ()~ o (" duy =
et

(64) lim 8, = 0.
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On peut extraire une sous-suite telle que

(65) Y6, < o

de sorte que le processus X (k) converge en loi vers X; et donc
(66) liminf I (X,(k), X =% (k) = I(Xo, X=1),

mas

(67) H(X (k) = h{(X, (k) —1(X,(k), X5, (k)

et d’aprés la proposition 2.2

(68) lim sup h(X (k) < h(X,).

Il vient, par conséquent,
(69) lim sup HX®)<H (X},

on conclut alors avec les lemmes 3.1 et 3.2,
- Si maintenant X est singulier, on a

(70) [ Loglot)di= e
et )
(71) » —w=H(X)= —co+H(Y).

(ii) (a) Si @(4) # 0 py-presque partout, alors ¥ (1) = 1/p (4) est dans L* (i)
et on a
(72) Y,= | "y (2)dZ,y.

Par conséquent, d’aprés (i),
D e 1% .
(73) HY)> -~ | Logle (D di+H (X),
e (

on conclut donc:

(b) a été démontré dans (i).

(c) Si Y est régulier, ou bien X est singulier et on a I’égalité d’aprés (b), ou
bien X est non singulier et alors @ (1) 5 0 presque partout pour la mesure de
Lebesgue. Comme u, est absolument continue, il sensuit que ¢{4) # 0
Uy-presque partoutf, ce qui nous rameéne i (a).

(d) Si Y est singulier, on a évidemment I’égalité. Si Y est non singulier, soit
Y =Y, +Y, sa décomposition de Wold. ¥, et Y, étant indépendants on a,
d’aprés la proposition 3.2,

(74) H(Y) = H(Y,).
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D’autre part, il est clair que si X, est la partie réguliére de X, on a

(75) X, = } et o(A)dZy .

et donc -

76 H(X) =5 | Loglo @ di+H(%,),
or -

(77) H(X,)=z H(X)

d’aprés la proposition 3.2. Les formules (74), (76) et (77) impliquent alors
(78) EI?—:J‘ Logle(Aldi+H(Y) > H(X),

ce qui achéve la démonstration.

Remarque 3.3. Dans [15], Shepp, Slepian et Wyner affirment qu’on
a l'égalité dans (i) quand Y est ergodique; leur démonstration est mal-
heureusement inexacte. Elle consiste principalement a montrer que le filtre est
inversible, ce qui ne peut étre le cas si la mesure p, charge les zeros de ¢ (le seul
point qui n’est jamais chargé par py quand Y est ergodique est 4 = 0). Leur

principal argument consiste & montrer que si £eC, {£| = 1, alors la suite
1 &
G = E Z ¢ Eﬁ-j
j=1

de variables aléatoires converge vers une constante presque sirement. Cela est
inexact, si € % 1. Un contrexemple simple est le suivant.

Supposons ¢ = ¢'* avec i # 0 et prenons Y, = ¢V, (¥,) ergodique.

Dans [11] la loi de V est complétement caractérisée: | V| est constant p.s. et
la loi de Arg V est uniforme sur le sous-groupe fermé de T engendré par ™.
Comme 1 # 0, ce sous-groupe est toujours de cardinal strictement plus grand
que 1 (il est fini si A/2n est rationnel et ¢gal 4 T sinon). V n’est donc pas
constant p.s. Si on regarde maintenant ¢,, on obtient

€ = ;: Z e :ﬂ.jeﬂﬂ”ﬂ‘j);. V= mAV
et donc lime, = ¢™ V¥ ce qui n’est ni constant ni indépendant de n.
4. APPLICATIONS
4.1. Entropie d’un processus réguiier de € ou &,. Soit X un processus

régulier de densité spectrale f, soit W son innovation (u, est la mesure de
Lebesgue). On a alors
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(79) ‘ X,= [ é*h()dzZy,
ot ’
(80) (A = () avec a=2 si Xe€.
On obtient
(81) H(X) =5 fLogf(.&;)dA+H’(W).
Dans €, H (W) est maximal si W est gaussien et on obtient
1
(82) H(X)QEE jLogf(i)dM—%LﬂgMe

-

avec égalité si X est gaussien.

Enfin on a aussi le

CoroLLAIRE 4.1. Soit X un processus régulier de € et W son innovation. Alors:

" 8i H(W)> — oo, les lois de probabilité marginales de dimension jinie de
X sont absolument continues.

Si H(X) > — o, les lois de probabilité marginales de dimension finie de
W sont absolument continues.

4.2. Entropie d’un processus non singulier de S,. Si Xe S, et X est non
singulier, soit X, sa partic réguliére et f sa densité spectrale. Comme
H{X,)=H(X),-on a

id

1
(83) H(X)= o '[Logf(&]~di+H(W),
ot W est Iinnovation de X,. En particulier, si 2 =2, X est gaussien et
H (W) =4%Log2ne. 1l faut remarquer alors que, dans ce cas,
1

‘ | ‘ ‘
B  —h(Xg ... X)) = 5 Log2ne[det, [+,
ot Q,., est la matrice des covariances de (X,, ..., X,). Comme

(85) H(X} =llzﬂmh(xa, vaey X"),

on en déduit que
(86) Tim |detQ, |+ = exp{é% f Log f(4) dﬁ.},

ce qui est le premier théoréme de Szégo.
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4.3. Comparaison de Perreur de prédiction linéaire et non linéaire. Soit
Y dans &, ou € et X tel que
(87) X, = | e"o(3)dzy.

Soit X, = f(X">}) un prédicteur de X, et p > 0. On peut montrer alors
que [15]
(88) 1X,— X, = C(p)e"™,

o C(p) est une constante qui ne dépend que de p.
Si on note & (X) et & (Y) les erreurs de prédiction linéaires 4 un pas
respectivement de X et Y on voit alors que

(89) e (0l = [e'xp {51; f Logle () ru}] ez (D,

e 4

(pour & = 2 voir Rozanov [11] et pour 1 < o £ 2 Cambanis et Soltani [6]), ce
qui donne, en utilisant le théoreme 3.1 et (88),

(90) 1X,— X1, 2 {C@ e (V)]s * €™} ey (X)),

4.4. Processus d’entropie maximale pour une demsité spectrale /(1) fixée.
Draprés la formule (81) il s’agit de trouver I'innovation W pour laquelle H (W)
est maximum. Cela est possible dans §; la seule contrainte sur W est EW? = 1.
Comme H(W)< h(W,) avec égalitc si et seulement si les (W) sont in-
dépendants, il suffit donc de prendre des W, indépendants tels que h(W,) soit
maximum sous la contrainte EW,> = 1; cela est réalisé d’aprés (25) pour W,
gaussienne. Le processus d’entropie maximale est donc le processus gaussien de
densité spectrale f(1). En conséquence, pour tout X dans § de densité spectrale
f(A) on a

; | S o1
©n HX) < o J. Logf(A) dm.+i Log Zme.

Dans €,, a # 2, la situation est différente, car les W, ne peuvent pas étre .
indépendants. Le probléme qui reste donc posé est celui de trouver le processus
stationnaire SoS de mesure spectrale la mesure de Lebesgue et qui a une
entropie maximale; cependant on peut obtenir une majoration de H(X) en
majorant H (W) par h(W,) et h(W,) est majorée de la maniére suivante: pour
l<p<aoona

92 (EIWINH? = | Woll, = C(p, o) | Wp .

ou C(p, u) est une constante qui ne dépend que de p et o [5]; d’autre part il est
bien connu que
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20 (1p) |l L

93) h(Wp) < Logw >’

ce qui permet d’obtenir une majoration de H(X).

4.5. Principe du maximum &'entropie. Connaissant les k premiéres covaria-
tions d’un processus X dans € ou &,, on peut alors se poser deux problémes:

4.5.1. Quand l'innovation de X est fixée, trouver la densité spectrale f qui
maximise H(X).

4.5.2. Trouver le processus X pour lequel H(X) est maximal.

" Qu’on soit dans € ou &, le probléme 4.5.1 revient A trouver la fonction
positive intégrable f qui maximise

. :
(94) | Logf(da,

n ,,
les k premiers coefficients de Fourier de f étant fixés. Clest la méthode
d’estimation de f par maximum d’entropie ([2] et [3]). La solution & ce
probléme est connue; la densité spectrale cherchée est celle d'un processus
autorégressif dans € ou &,.

La solution au probléme 4.5.2 d’aprés ce qu’on vient de voir, est un processus
autorégressif. 11 reste a trouver 'innovation W qui maximise H (W) (la contrainte
“tant || W,|l, = 1); comme on Pa vu en 4.4, dans € la solution est obtenue en
srenant W gaussien. Par contre, dans &,, o < 2, le probléme reste posé.

Enfin si on connait d’autres moments de X, cela imposera des conditions sur
les multispectres de X et la solution du probléme 4.5.2 dans € ne sera plus un
processus gaussien. Pour éclairer cela nous prenons 'exemple simple suivant:

4.5.3. Trouver le processus X dans © dont U'entropie est maximale et les
k premiéres covariances et le moment d'ordre trois sont fixés, le moment d’ordre
trois étant’ non nul.

La solution est encore un processus autorégressif,
95) X, = [ "edz,,
ol ¢ est inverse d’un polynéme et W une innovation. Il reste 4 maximiser
H (W). Comme la condition E(X3) = ste peut étre satisfaite avec W = (W),
ou les W, sont indépendants, on choisit une innovation de ce type. Un calcul
simple donne
EWg ‘ ) .
f“““% p(— A —A)o(d) o (d,)dA, di, = EX3
(2m)

- en

et, par conséquent,
97 EWg = cste.

®6)
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Comme on a aussi EWg' = 1 et que H(W) = h(W,), le maximum de H i’W) est
obtenu en prenant W = (W,),., avec des W, indépendants et de densité de
probabilite [7]

(98) gw) = cexp{a, w+a, w?+a; w3},
ol ¢, a4, a, et a; sont déterminés par
(99) fgwydw=1, [wgw)dw=0, [wrgw)dw=1, [wig(w)dw=EW;.

4.6. Cas out Y n’a pas de représentation spectrale. Si on ne suppose plus que
Y admet une représentation spectrale, on obtient le résultat suivant:

THEOREME 4.1. Soit Y = (Y,),.z un processus réel stationnaire en loi vérifiant
E|Y} < co. Soit X = (X ),z le processus défini par la série convergente en
moyenne:

+ o + o0
(100) X, = 2 a;Y¥,.;, oi Z la) < c0.
Alors
‘ 1 - ‘ ' +w .
(101)  H(X) ;—:-2—51- fLug le(WIdA+H(Y), oi @l =} a;e

—=R

De plus, on a légalité dans (101), si @ (&) n'a pas de zéros sur le tore
T=[—m=n,=x].
Preuve. Quand

| Loglp(ldi = —co,

le théoréme est évident. Sinon, ¢(4) étant une fonction continue, on
I'approxime alors uniformément par des polyndmes trigonométriques @, (4)
(remarque 3.1 du Lemme 3.2) et (101) s’obtient alors par passage 2 la limite
comme dans le théoréme 3.1. Si @(4)# 0 sur 7, comme } |a| < o0, on a,
d’aprés le théoréme de Wiener [12],

1 + oo " +
102 —— =Y b on b) < oo,
(1 o " 2P
11 est alors facile de voir que:
oo
(103) Y, = ) Z b X,_;

et application une nouvelle fois de (101) donne I'égalité voulue.
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