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Abstrnct. Let Y = (Y,),,, be â real dationiiry promss with the 
spectral represantation 

and X - Q,),,, be a ps~cess defincd hy 

We prove thait the entrapy of X mtatisfies the relation 

W(XfB-- LogI<p(A)ldX+R(Juii~ 
Zn: S 

Somc cases whme equafity holds are obraincd. We also give some 
dpp1d~rrUons. 

Soit X irne variable aléatoire d valeurs dans R" ,acfmettant utle det.erisjté de 
probabilité f (4 tellé? que f lx) La$ f lx] sait intkgrèrbl!le; %'~nbrnpitr de X est defiale 
Par 

(cette d&fPnltia~ sera étendue dans Ia section 2 z i  toute variable a1k.îaéoil-e 
admettant un niomnt absolu #ordre s > O fini). 

Four un procassius réel, stsitiannaire en lui, X = (Xnh,,,, l'entropie de X est 
dkfinia pas 



Com~sBderens 
maisable (unir 
linéaire rkd 

maintefiant un processus stationnaire en loi, rk1 et har- 
sectioi~ 2) Y = (%),,, et X = (X,),aE, Mtrb de P par .un filtre 

ah d X ,  dksigne la mesure spectrde dei Y, tp (A)  ei;l integrable par rapport rib dZ, 
et vkrifre 

cette dernitire condition assurant que X est rkl. 
On ktablit dans eet article Ie rksdtat suivat  qui gkaéralise des rksulrati* 

ahtenus par Kaater [95 dans le cas 06 1s y, sont independarats et par S;heppl, 
Slepian el Wyner Cl51 dans 1e cas 06 p est uri polynrjme trigonometriqw: 

ill'kgditk dans (pi) est obtenue dans diE&rents cas, en particulier quand Y est 
Agulier ou symétrique estable, ce qui permet cl"ecrire l'mtragie de Y en 
fonction de son spe~tre et de rentrapie de son innovation. Un tel rksultsre a kt6 
ktabii p u  Shannon [24] dans le cas grtussien en faisant direcéement le calcul de 
h(X,, . . . , XJ et era passant 4 la Ilmite. Notre méthode n'utgise pas ce ;ecdcul 
explicite; elle permet en parrictlller d"avatr ana aeuvefle interprktation du 
premier thk.crr&me de SzEgu, 

R 

- lB 
orà Q,,, , est la matrice des eovariarices de (X,, , . ., X,) et f La densité specQale 
de X = (X,X,,,. 

Le pfa11 de l'article est le suivmt: la section 2 est coi~stitu&e de prklimlnaires. 
qubsn utilise da1124 LB suite; on établit notre rhsiiltat principal dans Ise section 3: 
des applications et une extension au ca des -octsws rikymt pas de: 
urrpr6stsentation spsctraIe sont âauinkes &ans la section 4; on dkcub en 
puti~ulier d a s  celte section du pancape du m a d u m  g1entropie introduit par 
Burg C2-j et [3j. 

Tous les processus que rzaus cawasidkrerass serual suppssks centres. 

2. $IlbkLiMMIIi?ahll~ES E.F NOTATIONS 
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HP ii fin i t i o n 2.1, Soierit P ,  et J3, deux mesures de prsbabi7iEiék dbfsnies sur 
un meme espace: rneguralcile (42, d), On dkfinlt EYira$arrnwtion de TCultbnck de P ,  
et P., pas 

eù le supremum est gris sui. toutes les partrtions h i e s  (EL)  de $2, 
K (Pl, P,) est d valeurs dans [O, + ml; elle est inflnie si P, ne doriune pas 

P ,  . Quand P, et P, admettent des densitks de probabilitk f, et f, , oa a 

(8) k: IF, 2 P,)  = J fl L~g.fii!f2* 

De f i  a i t  i a n  2 2 .  Soit lxp F) un couple de variables al6stolres de loi de 
prabaéilitk Px,* Notons P ,  (resp. P,) /a lai de probabilile de X (resp. Yf, On 
CEkfiMjit I'iMsrpianthn ~riumelle de X et Y par 

Les propriktbs suivantes sout etablies dans Pinsker [IO]: 
si Pl, et Pz, convergent respectivement v a s  PI el P z ,  alors 

Cl.0) bmjdK Plrn> p2tzl 3 K P l 3  p21; 

(1 1)  I ( X P  Y )  = J (K X);  

(123 T(X, = O; si et: seulemtrnc si X et Y sent indépendcmtes; 

(1 3) ICX, 6Er) = ca si X est abst>Iument continue; 

(1-8 1 .tx, Y) 2 J (f Cm, Y) gour toute apglicatlon mesurable f ;  
si X = (X,, X,,  . . . ), naors 

(15) 1 (Xq Y )  = lim 1 ((XI . . e ,  X,JT Y)* 
't 

Nous passons maintenant la dhfitlitlsn de I'entropie d'une variabl~ 
alkatoise, Pour une variable al6atoisr: X dans Rk, admr=ttant une densilé de 
probabilitb 'f et LUI mument absolrr dbrdrc s > O fini, Yintkgralz: 

est bien définie et d vdeurs dans E-m, t- m[. Pour kviteî d'avoir a vérifier 
à chaque &tape Yexistensle d'une dermsitk, mus ~ O S S ~ O H B  

Pour jwtifier (17) et rmtm dans le cadre du dkbut de la psksente seetilan, an 
pose Isr 

Definition 2.3. Si Q, est une mmwe de: probabilitt: sur Rk de clensite tc et 
si Irl variable albataire X il valeurs dans Rk B pour fol de probab2ite P et vinfie 



on pose 

(19) h [ X )  - - K (P, Q) - E, {Log u (X)). 

On a ainsi d é h i  l'enrtropic pour taute variable nleatolrir A valeurs daus Rk2 
satisfaismt 6 une cond-ition du type (18). Cette entropie est vdeurs dms 
C-  oo, +CO[, elle vaut - m quand la variable aléatoire n'lest pm abmolment 
continue et ml kgak 8. Fentropiie usuelle 116) sinon, Ida ~anditiatr (18) est vbirifike 
pas les vatriabtes alkaîoires admettant un marnent absolu d'ordre s O en 
prenant 

mais aussi, par exemple, par les vanables ë1Catoipes X vésifiant 
ELog(l+IX]" )< m en prenant 

Le$ propnletbs zlslaeUea de I'eartropie sont naturelilemeat encore ~bnf ib rn .  En 
par~çulier sa a (Ash [Il): 
(223 h EX) = h (X + LZ) pour toute constante a; 

si A est une application l i nk~re  de 42' alans Ek, alors 

(231 12 ( A X ]  - Log idet Al -I- h (A);  

avec kgalité s i  X et Y sont indkpenéantes; 

(25) si la matrice des covariances de X est. fixkq le rnaxisn~raa de ET[~Y) est 
artei~it quand X est gaussicnne. 

Nous définissons xnaiaitenant rentrapie çsnditlsmeBe de X sachant Y 06 
Y est i valeurs dane; lin espace quelscri~que et X est valeuw dans Rk et a h e t  
une entropie au sens de (19) par 

(261 &(XI Y) = h(X) - I (X ,  a"1. 
Les giraprlktks suivantes proviennent alors de celles de I'infomatiwn et de 

rentrapie: 

(27) ~tl.[x: X) = h(X")+Is,(XIX"); 

(28) JL (X ]g (XI)) & A (X'IX"), si g m~st mcsaissable; 

(29) h (X -f- g ('X" 1x9 = h ( X  In"), si g est mesurabk. 

Notorrs que (28) imjpliquc 

1301 1i"fX1, g(Xi] )  I- h(X1X'). 
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Nous aurons besoin dans Fa suite des propositions suivantes dont Xa 
dkmonstrakion est irnmhdiate. 

P ~ o ~ o s r r r o ~  2.1. Lb*~lt"~t X et Y cietlx wsrriabler; al&atoi~es End&pendu~zzes et  
6 aaftfulls dans R'. Si X et X+ Y ladmettent Ê~FW entropie au SLZ~TS de (191, alom 
h(X+Y) a h(X)-  

P ~ o ~ o a n o ~  2.2. Soit (X,]  une sirite de asrriablcs aleaztoi~es 4 valeurs dans R~ 
conac?rgekzte en lai uem X et u une dmsltd de pry;ir.ohabMtd sur Rk. Si Ies usriahie8 
Zog ü ( X , )  sont un$o~~afl~zent iratégrabtes, alors 

Preuve,  Cl"est une cons6quenee de (10) et (19). 

Nous definissans maintenant I'errtrapie $"un processus statinnnaire. 
Diffin i t i  o n 2.4. Soit X = (X,),,, un processus rkd stationnaire en lai rvt tel 

que X ,  ssttisfait une çlos-idjtican (18). L'entropie de X est ài%finie par 

(31) 
1 

B(X) = !h------h(XOj *.., XJ. 
8,  n - f l  

Natons que par stationnarité on a aussi, pour tout k, 

On! p u t  vkrlfîer (voir Kanter cg]) que Ia suite ( i / ~ - f -  L)h[XO, - .  .> Xnf est 
décroissante et que 

où x:: -(A--,, " S . ,  x-,, , #.>. 

Nous allons maintellant dkfiriir des classes de processus que naus utilise- 
rons dana: la suite. Pour les proprikiés d a  vanables alkatai~s symCti.iques 
@-stable (SaSI) on se tefere Çarnbanis [4J aù est d & ~ e  en partisulia 18 
covaiîation de deux vasiabl~ SES X et que notas noterons Bgdemeilt 
a,. 1-a norme en cosrariaeiçin sera riotee [{Ailm = EXI A"]:'- Bans toute la 

suifc on supposera que 1 < ci g 2 
Un processus réel au cromplexe X =: (X,),, est dit SES si pour tour t,, , , , , t,  

les variables X,, , . . . , X",, sant coaalointement Sas; pour m = 2, X est dors 
gaussien. 

On notera G, la dasse des procossus rMs, X = (Xnj,, sliitrernenl 
stationnaires, SES el: qui ~ ad mettcn t une reprksentatian 



on SCIZ) est prcimssws SES à açcroissemmts inclepeiidants; p ( [ a ,  b ] ]  - 
/ j  (hl - <(a)]la dkfinit une mesure positive sur T = [ - z, ic] (voir [4], [8j, [l33]. 
On dira que $1 est la inlesure sptrct-raie de X et que de est sa rnlgsxrr spectwle 
abdataire; on les notei-a respectivemmt p, et dZ,. 

Cla considère aussi la classe C1; des processus rdels strictement. stationmires 
et de cary6 iintégrable (natons que 6, est 11% dasse des processus gaussie~ls et est 
contenue dans E). 

La tblréorie s ~ d r a l e  des processus dam 6 est largement développée Eil]: 
Cambaais et SoItaai CE;] cl6veloppem-t une theone andague &ns 6,; ils 
obtie~ment en particulier 

2-5. Décompo%;itirrn de  \Noad. Tout XEE,, s'écrit X - X1+X2,  011 
X,  et %, sont iradépendan&; XI est la p~rtii: r&gufiére de X et X, sa partie 
singubère; X est dit rkgulier (resp. singxtlier) si X, = O (resp. XI -=- 0). 

2.6, M o y e a II e rn a b l le. St X est rkgulier de densité spectrale f (A), il existe 
une fonçtion extbfieure i12 dans l"espace de Hardy 8" et ulia -ocessus SES, 
W = I(FJITg,, dont la mesure specrraSe est Ia mesure de kbe-ue, tels que 

f 1% (Ji)/" = f (1) eet 
n 

x,, - 5 eiMA Kfk) dz,. 
-li- 

Si ot f 2, Ca~nbanis et. Soltani [ I S ]  montrent que les variables aléatoims 
t&%S,),,, ne sont pas iiadbpndgnter;; mais Ies ccovariations LW,, sont nuIles 
pour M 71b FZ'~ W est appel6 innovatio~a de X e  

L'objet de cette section est d'évaluer l'entropie d'au promssw obtenu par 
un filtre liakaire; 11011,~ wmn1eixça11~ pac~ calculer Ymtropie &un pTQÇ45BU5 

siiigulier daïzs t% ou Gg. 
Pnomsrrro~ 3.1. Si IV est sarzgulkr, aiors If(U - - ca. 
Preuve. Puisque Y est singulier, on a Ta = TT"( Y::), oU T est Pi- 

néaire: Donc I(F,, YL~) 3 .f(YOi TtY12)) >, .f(Yo, Tg), mais H(T) = k(Yq))- 
- r [Y,, ~--r3,), d"oü U ( Y )  4 h (Y,) - 1 (&, Y,). Si T., est absolumnt continue on 
conclut ~ B c e  A (13). S1 1", nkst pas absalument continua, on sait qu'alors 
ta (Yo) - - cm et on co~clul ericare. 

Nous comparons maintenant i"entrapie de V avec Yentropie de sa pgtie 
sltg~llière, 

ZL~o~~s i~run  3.2. Si Y est non sàayubiei et Y ,  ( r e ~ p ,  Y2) est sa pairrie rbguildre 
(resp. singufikre), alors N (Y",) 2 H [Y] .  Be plzrs, nril iz l ' d ~ n l i ~ &  si Y, et & 
irtdkpendanrs. 

Preuve. On pose Y, - et Y, - (3r,,J,,, on a en ütilisartt (281: 

H(Yl) = ix(Y3An] Y$.:$) 2 h ( X 8 -  Y2,n] Y?$I$3 Y:;')= 
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Camme est fenctioi~ de YX1, on obtientP par (SI))i que 
H (Y,) 2 h (Y;, 1 Y:*:$, Y?;'); de même, Y;":$ est fonction de Y: "n, et elaunç, par 
(281, H (E;) 2 h f Y!;'), ce qui tesrnjne la première partie. 

Si Y, et Y, sant indépendants, on n (d%pr&s la proposition 2.1) 
H (Y) a H (Y,), on conclut donc la d&rnonsrratloa. 

Pour évaluer lkealiropie d'un processus X abtellu avec un Filtre IXnhaI3-e 
appliqué, 2t un processus Y de CF: ou GR, on a besoin de deux résuIta~s 
prtrliminaires. Le premier est dU st Shepp, Slepian e t  Wyner E15-J. 

LEFIME 3.1 [tS], Soit X ef 3' dam pyocessus rdels statio~~zwiras en loi 
adnxettarrt ut? viornent absolu d'ordre s > O Jki j i  et teh que 

k 

Xn = C aj En+mr- j ,  
j - a  

a4 [es aJ sont rdeds et m esi Jx t .  Posons 

Le deuxikme résultat est un l e m e  &approximation. 
LEMME 3.2. Sait p la mestlre spesaaie d'trn processus r.deI non singullw de 

6 nu 6,. Soit yczLP(p, 1") awc p 2 1.  On szrppnse que 

It 

[ Log 19 (41 dJ 3 - m, 
- - n  

Preuve. Soit = p, +f is  la tl5compositian de Lebesguc: dc y, Puisque le 
pmc-isrts de mesure spctrale p est xten slrzmEery y, est Gquivalei~te la meçme 
de Lebesg~xe, 
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Faisons d'abord Yapproxixaati~n dans V ( p  TJ. Soit ii > 8.11 existe alors 
I: 

E O, E 6, tel que pour tottt barklieti B v6nf ant p, [BI c e on ait 

(39) J I ~ l ~ ~ r c i l ~ ~ ~  lIEaglicpEA)lldX~a, f i i ;81d~,<S,  J d A c d ;  
B B B 6i 

cela provient du fait que Ies mesuses IqfPdy,, f ~ o g l ~ ( \ d X ,  fyil d h ,  et dt2 sant 
daminks prar d p , .  

Puisque J Log 191 dA > -CO, la mesure de Eebesgue de Ibnsemble N des 
z6ms de p est n u k ,  
0x1 se place dans Te, compl6mentaif.e de plu'; par Ee theoreme de Lusin [lê], 

on p u t  trouver un compact K, qwbn peut choisir symktrrqde par rapport 
2 A -. O et une fonction continue Sr ,  tels que 

$, &tant saus zeros sur K,, saient 

(4" Y=sup([LagISl,It) et fi=max(issupISr,l). 
K 1 Kt 

çhaisissans rnairrt~nant E~ > O et Ks un compas dans 2- ICI, symétnqin4: 
pas rapport A =  O, tels que 

Définissans sur X - K, u K ,  la fonction 

On grololagè S., de la manière suivantrri. Si 1 - ]A,, A,[ est ann interwdle 
daus le comp~bmemaiw; de 31' tel que A, et A, soirnt dans K ,  on pas% pcrrtr tout 
A dans: 1, 

C h  abtiena aimi une f011cticrn continue qui vérifie 

f4.91 $2 (4 = SloI-nS3 l$2l P s  

($z nk prias de zkro sur T).  
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XI est alors facile de vésgfler que 

n x 

Laie; !.pl[ d/l- Log l$,\ dAl G 36. 
-1 -R 

.Passons maintenant & U{p, Tl. On ?eut prendre un support de p z :  
S symétnqtze par rapport ii R = O. Soit Q un po2yn6me A mefficje~lts aGds te) 

0x1 peut prendre Q sans zero sus T en perturbant faiblement ses racines et 
en gardmt des ça~ficicntç skels, Notons: S., - $, sur T- S et S, = Q sui S. Il 
est clair que 

$, ri% pas de zkros sur T; Pest: 

kt ( B )  c zE" -q d l  .= d. 
h7 

Par le thbarème de Lusin, il existe un çompsct K (qu'an prendra 
synaétrique) et une fonction contltiut: iI/' tels que 

(5" $f' -. sur K. 

Elsin p.nolonge $' esmmc plus haut en utle fonction ~ontl i~ue ih qui vérifie 



El ne reste plus qu% approcher $ uniformtment par un golyname 
tfigoaométrique: à coeEcients réels pour condure 'ia d6rnonstra;~ion. 

R e m a r q u e  3.1. Le Iemme est meore vrai pour. la nome sup: si E;P est use 
SeneXion continue sur T", cm laeu t l'aappracher ursifomkmént par des pnJyn6mes 
trigonomkt:tnques il coeficients reel~ qui vkritent. (38). 

Remarque  3.2. La wlditilan cp(;ll - yr(-A] simrq que le filtre est rtd; 
sans cette coiiditiafi le lemme est encore vrai mais î"approximartion wt faite 
avec des polyn6mes ;Z mefficients complexes. 
On établit malatenant notre 6sulfat principal. 
TH~ORBME 3,l. &iem X cil P detk,~ pwcessus dans & m I", tels que 

Log Ey, (X)J dil -t- M (Y), 

- r 
(ii) On a IP&galitd dans fi) dans les cas stltuants: (a) p(X) 2 0 j~~-presqw 

pasrolit; {b) X est slngztlier; (6) Y e@st r&gtl!ier; (d) YEG,. 
Preuve,  {i) f i  Y est singulier, X t'est aussi et (i) est vérifike d'aprhs la 

przipoiiirion 3.1 et on a en fait trividement I"kgalit& dans (i). 
Supposons que 'Jr* est non skgulier; an a alors deux possibilitk. Si X est 

non. singulier, on a 

Fa-ès le I c m e  3.2 an peut trouver unc mite dke polynbmes trirg~na- 
mktsiquos 5 coeffi~imts réds y,, tels que 
(60) Iim pk = q dans LLT(prT T)i (avec ce = 2 si X et Y gont dans E) 



On peut extraire une sous-suite telle que 

cf351 C4k.=m 
de sorte que Je processus X ( k ]  converge en loi vers X; et donc 

mais 

(67) HCX(k1) = h(_lrf,~tç})-~(~,(ilc), x-a,rk].), 

PZ trient, pal: consGquent, 

(6% i i rn~upaV(k))  a N(Xj3 
k 

on ctinclut alors avec les femmes 3.1 et 3.2. 
;Sa maintenant X est ah&;ii1der, ou a 

(1E) (8) SI p(1) # O fiy-presque partout, alors $(A)  = 1/p(/Z) est dans Lg(lux) 
et on a 

Par conséquent, d'aprhs (i), 

on mnçllulr donci 
(b) a 6th dkmontaé d m ~  (i). 
(6) Si Y est rPiguliier, au ben X est singulier et on a FkelilE d"apr6s (hls ou 

bien X est non singulier et alors @(A) + O presque partaut pour 1~ mesure da 
Lelsesgzae. Comme y,, efit absolment continue, il sTcinsuib que # 0 
py-presque partout, oe clai nous rasn.411~ (a). 

(d) Si Y est sirxgtiUer, on a &videmeait l%egalitiir. Si Y est non singullsr, soit 
P - Y, 4- Y, sa décampildtion de Wdd, k", et Y, étant independants on a, 
$..apr&s la praposjtion 3.2, 



D"nuEre part, il est clair que si X, est la partie c&@li&re de X, en a 

01 

1771 MIX,) 2 HtX) 
8apr6s ia proposition 3.2. Les formules (74)> (76) et (77) impliquent alors 

r 

ce gui, aehéve la démonstration, 
R e m a r q u e  3-3. Dans 1153, Slzepp, SIepian et Wyner affiment qu'an 

a l'kgalith dms quand Y est ergodique; leur dkmoastration est mal- 
heureuselnent inexacte, EUc: consisté: psincXgalement & nlontrer que Ic filare est 
inversible, ce qui ne peut Stre le cas si la mesure p, charge les z6sos de q (le sepif 
point qui n'est jamais ciaargé par p, quand f.' est ergodlque est i -0). Leur 
principal argument consiste A montrer que si CEC, Ztf = 1, alors 1% suite 

de variables alk~toiïes converge vers une constante presque surement. Cda est 
iucxact, si [ 3- 1 ,  Un ~011tiexernple simple est le suivat. 

Siipposoi~s < = eP+vec 2 p O et prenons - cl"VV, ergodicluc, 
Dans 1113 la, loi de k" est complètement ~arai;t&sTsee: est constant p,s. et 

la loi de hrg k" est unifarme sur le sous-groupe fcrm6 de T engndrit: par d"". 
Comme A s" 0, i;e: sous-groupe est tuujoirrs de cardinal strictement plus grand 
que 1 {il est h i  si A/Zx est ratiunrzd et égal & a" sinnn). V n%cst donc pa9 
constant p.5, Si clri rcgdrde msiintcnant ck, an obtie~lt 

et dan%: lime, = 9""" R w qui n'est ni constant ra i  indkpcnâant de n. 

4.1. Entrapie d9un precewes segdiieh de 6 au 8,. Soit X un promssua 
rkgulier .de densith sgaeamlpi "f, soit W son innovation ( p ,  est Ia mesure- de 
Gahgrie). On a alors 
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1-79] 

oii 

(sot IF2 /13)[' = f (A)  avec rx - 2 si X E  CF-. 

Dans a, H(W) est rnawmal si W est gawsien et on obtient 

-TI 

avec bgalhitk si X est gaussien. 
Enfin an a aussi le 
COROLLA~RE 4-1. Soir X un gmc~smcs rk~ul im de 6 et W son inaouration. "4 lors: 
Si H ( W )  > -a, les lois de probabilité marginales de dimrzsirsrl J i ~ i e  de 

X aoEe nbsoEufneuat cantiltulls. 
Si W(X) -a, les lois dg probabilité margénalw de dimetzslsrz jtpzit. de 

W sont absalumn t çoxzt incies. 

4.2, Enbopie d%n pmcessus'raon sgngoiier de 6,- Si XEG, et X est Izsn 
singulkr, soit X, sa partie rkgulleré: et f sa densitk speçtrde- Comme 
H ( X , )  = H(X],.on a 

X 

(831 ldngS(l) dX + Pf ( W},  

- R 

oG W est I'iailiovation de X,. En p-rtiçulicr, si m = 2, X est gaussien cl 
6-I ( W ]  = *Eu, Ssse. ES faut remarquer aïors que, dam ce cas, 

oi"e Q,,, est Ja matria des covariances de (Xa, XII), C a m @  

(85) 
1 

H ( X )  = lim-A(X,, . .., X,), 
E-I-I 

lim Idel Q,, ,]L'b"+l) = 
II 

'Z 

ce qui est b premier thkùrerne de Sxëgo. 



43, Comgisarsimpa de I%errcari. de paictioa liakaire el mow Eipksi~e:~ Suit 
E" dans 6, 011 CI; et X tel que 

R 

167) X, - J eh""" y l ( ;h)  dL, . 
- n 

Soit 8, = f(~5-2) un prkdicteur dc X, et p > O. On peut montrer alors 
que Cl51 

igg) IIX~-;YII, 3 ~ ( l , t ) a ~ ' " ' ,  

ait C(p)  est une constante qui ne dkpend que de p, 
Si on note cL(X) et gL(Y) Ses ~ T R U T S  de pr6cfiction linkaires il. un pas 

resplectivernent de X et r" on voit alors que 

-II 

(paur -: 2 voir Rozainov [l l] et pour E < ol 6 2 Carnbanis et Soslfcrni [633, c ~ :  

qui donne, en utilisaut le fhearérne 3.1 et (881, 

IlxH-gIp 2 ( G ( P )  81~r,.C~)IliQ~"~I l igt ~lr)Il,. 

44- Procwsiuis d'emtaapie maximale pour une dern5trh spc&nie $(A) fixkee 
D'aprk~ la formule: (81) I s'a@$ de trouver finaovation W pour laquelle B [Wb 
est maximuni. Cela est possible dam B; la seufe contrainte sur West E w ;  = 1. 
C o r n e  H(m s4 l?(MI,E xvel: bgalltb si et seulement si les (FI) sont ia- 
dkpendaats, if. suffit donc de prendre des W, indkpndants tels que h(WJ sois 
rnaimum sous la çoaitraiste EW: = 1 ; cela est r&alisé d"aprds (25) pour WB 
gaassienxre. Lf* processus d'entrt~pie maximale est d o ~ c  lie ~ I O C ~ S L ~ O S   BUSS SI^^ de 
demite spactsafc j'.(*c). En çonskquence, pour tout; X dans âI. de dmsitk gpctrde  
S(J.1 a 

n 

Bans G,, a: 7Ci SI la situstti~ln est dBerente, car les tt2, ne puves t  pas Stre 
indépendailts, Zl;e problGme qui reste donc pas6 est celui de trouver le prumssus 
stationnaire SES" de mcsrihlre ssp~trale la mesuw de; Lebesgue et qui a rinc 
e~xropie maximale; cependant on peut sbtenir une majoratioil de H ( X )  cra 
majs~r;2nt HCFI") par h(FSr,J et k(Wo) est m"orie de la maniel, suivante: pour 
l g p < ~  on a 

oh C@, a) est une wnstanxe qui ne d&pens$ que de p et a 153; d'autre para. il 
bien csmm que 



2$(1/~1 Il -Rollp 1 Iz ( W,) G Log ----- F ( ~  - 1 li@ 4- - 8 

P 
ce qui permet d'obtei~ir une rn-çisaticrrl de N ( X ) .  

4.5, Priaciipe du mlitxlmmrn dPeetr@pie. Canm;tlss;ank les k prernièl-es covasia- 
tions d'un promssms X dans 45 ou G,, on peut alors se pmes deux problhmes: 

4.5.1. Quand I'ian~uutiorr de X est fiGe, trollver In densir6 speetrcale f qui 
maximise N (X) .  

4 lL  fFPouver le praccss~s % pour lequel &(X) est maximal, 
Qukon sait dans 6ç ou G, le prablhe 4.5.1 revient .& trouves Îa fonction 

positive inthg~able f qui maximise 
n 

(941 j Lagf(AIdP1, 
-PI 

les k premiers eoeficierits de Fourier de f etal~l f"sx8s. Cest :ta methode 
gestirnatian de f par maximrrm &entropie ([a et [3j). La solution .4 cc: 
probl6me est connue; la densité speclrde cberchlee est celle d'un processus 
autorépessif dam C5: ou G,. 

La solution au prsblhrne 4-52 d"apr& ce qu'on vient de voir, est un processus 
luforkgressif. II reste A trouver l'innovation W pi maximise H FUI') (la contrainte 
:tant I j  Wo/{, = 1); comme 011 Fa vu en 4.4, &lu CC la solution est obtenue en 
jreinarat W gamssien. Par contre, dans G,, a < 2, le prablém reste p s é .  

Enfit1 si on conna3 d'autres moments de X, cela imposera des çunditions sur 
les multispectres de X et la solution du probleme 44.2 darts 4% ne sera plus un 
processus gausslen. Pour éclairer cela nous prenons Ikexemple simple suivant: 

15.3. aY.oarucur Ie guaçebysw X dans E doat Ikene-~opic est mbximale et !es 
k pre~nièrgs cavntia~eçes EÉ Is moment tl'mdre trois sont. .exEs, le monaonr d'odre 
m i s  &ébu~ita' non rzul. 

La svlution est eizcore un processus autorbgressif, 
li 

Cw X, sif J ei'Id p (A )  d&, 
- lr 

09 cp est fiaversa #un polyxlôme et W une Innavation. Y I  reste lir mmirnise~ 
it- ( Wj, Comme la condition E {Xi) = este peut Etre satisfaite avec W = (ttf,),,,, 
0i4i les kt", saot indkpendantç, au. choisit une tmovatiûm de .sr: type. Un calcul 
sixnpje clonrie 

-irt --n 

et, par çsns$guent, 

EW$ - este- 



Comme on a aussi E@ = 1 et que R ( W )  - Iz f '!Yo), le maximum de H (W) est 
obtenu en p~rlr int  ?Y'=== (WJ,B,, avec des W, indtpendmts et de densité de 
probabiiith [Y] 

oii c, a l ,  as et a, sont de?rcrminks par 

dd Cas 0.U Y n'a pas de rieprkentation spectrale. Si sus ne suppose plus que 
V admet m e  représentation spectrale, on obtient b résultat suivant: 

TEIEORÈME 4.1. Sait Y = ~ ~ O Ç ~ , Y ' S S U S  r&eE stcatian~taire riii loi v&r$rafgt 

E 1 < m- Soit X = (XJ,,, k processus defini pnp la s&ie c~nvergente en 
moyenne: 

Alors 

De plus, on a b'ggnlité dans (101), si cp(d) n'a pas de zdros stn Ee tme "- [-X$ x]. 
Preuve.  Quand 

B 

f h2 IP IAJI 61 - - cc, 
-n 

le th8ûrkme est &vident. Sinon, y(& &&nt une fo~onciion continue, an: 
I'apprcixime alors unifumément, par des pnlyri6mes trigonometriijucs qk[i') 
(remarque 3.1 du Lemme 3.2) et (101) s'obtient alors par passagç à ta l irni t~  
G U ~ E  dans le tfibaI-éme 3.1. Si cp (A) ;lS 0 sssl r* crrlnme C lail < a, on a, 
dqaapràs le thkorhme de Wiener [12J, 

X1 est alors fxilt: de voir que: 

et I"ap;pl.ieation une nouvelle fois de (1013 denne I'bgalitk voulue. 



Eirtroptt! des procesus Iin&@fres 

(13 R. B. Ash, En$oriilnefo:on theary, laterscienm Publishers, 1967. 
[2l J. 8. B u r k  M~ria8niimn entrapy spectlai iznutysk, [in:] Modern specfruin aiaafy,sis, cda D, G. 

Gbilders, Wiley, New York 19%. 
-39 - A ~ i e w  nitnly$i;i. fecl~irrqus .for rime series dala, ibidem. 
L4] S. c a m b an i s, @omdex s~rïiliîle~ric ~stubb rmriabies and prncessea, [in :"j ~0nb.ibu~irriz EU 

fiisatisfies, Eswdys in Hoaour of N. L. Johnson, p. 63-T9, We~h-Nefland, New York 1982. 
Cs3 S. Cam ban  is and G. Miller, Liriear- probleilzs in p-th auder and stnhle pmcesses* SIAM J. 

~ p p l .  ~ r t t b .  QI tnssl), p. 4 3 4 .  
[B.] 5, Ça rn b a n i s and A. R, 5 0 i t a n i, Predictian of stable gvocesscs: specrrui and inoirfng average 

reprcsentations, 2. Wahr. verw. Gebiefe 65 (l!2%4), p. 593-612 
' 573 i. Csiszar, 1-&*ergence geomefry ofpra;bobility dlstrtbutions ancl rniiri~nizntiori problenrn Ann. 

Prob. 3.1 (193k p. 146-158, 
[83 Y. N os o y a, Harnianizable xtQ.lffe pilaçes~s~ Z. Wahr. verw. Gebiete 60 f 14821, p. 51 7-533. 
"1 M. Kan ter, I~wilir hound for nian frnear pediction wvor irz mrning aveTgge proceases, Ana 

Prob. 7 (1979), p. 12.8-138. 
f $03 M. Pi  n s k e r, Iqfusmation and inhrnuzt i~n stcrbility ofrurzdom variables urrd grocesses, Haldcn 

Day Sleric~, 19S4. 
[Il] Y, R aza a o v, Stotioriary rrat~da~n processes, ibidem, 1967. 
11" W. Ru d i n,, Re01 and c~rnpfcrx anall;r$is, McGraw Hill ,  1974 
[13f M. Sch ilder, Soine siiwcmre theorenia "for the sy!ltirreiriç saable labvs, Ann. Math. Stat. 4i 

(197Q, p. 411421. 
Cl43 K. E. Shan n an, The nîailhenraticlzl t h ~ o r y  ofccinmuiricatio~zs~ Be11 System Techicd Jouml, 

f 948. 
[r -3 L. A, Slre pp, 13. Slepian and A. B, W y ecr, On predtrtiar* af mavfng atFerage processes, 

ibidem 59-3 (3980), p. 367-4.1 4. 

CNRS 743 - Statistique Appliquk 
MatRkmaTtques, Blt. 425 
Universite de Paris Sud 
91 405 ORSAY 
FRANC11 




