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METHODES DE CHANGEMENT DE TEMPS
POUR LA CONVERGENCE EN LOI DES MARTINGALES

BY
A. TOUATI (Orsay)

Abstract. Let M = (M(s); teT) be a centred, square integrable
martingale, indexed by T = N or T = R, , whose predictible quadratic
variation is denoted by ({(M>{t); te T). The main problem we inves-
tigate is the study of the joint convergence in law, when 4 - o0, of the
processes

(J...Mm(,u), %{M}oz(kr}; itz ﬂ),

oA 93]

where v and 7 are two increasing functions. To solve this problem we
use three technical tools {each of them having its one interest):

— a limit theorem for composed processes;

— a limit theorem for random change of time;

— a method of enlarging the probability space on which M is
defined.

This approach looks to be efficient as far as the asymptotic
behaviour of functionals of recurrent Markov or semi-Markov
processes is concerned. Several examples illustrate the developed
theory.

L INTRODUCTION

Ce travail compléte les résultats que nous avons obtenus dans [11] et
[12]. Soit (@, #,F,P) un espace de probabilit¢é muni d'une filtration
F=(#,;teT), ot T=N (cas discret) ou bien T=R, (cas continu); on
suppose que F est continue d droite et P - compléte dans le cas continu. Sur cet
espace on donne M = (M(t); te T) une (F, P) martingale centrée, de carré
intégrable pour tout ¢, dont on note (M) =({(M)();teT) la variation
quadratique prévisible. [M est supposée continue & droite et limitée 4 gauche
(cad-lag) dans le cas continu.]

Le probléme principal posé est I'étude de la convergence en loi conjointe
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de la famille de processus (M,, {M,>; 1> 0), ou

M) = —=M o(as), M 01(21)

N 1
— MOt = ——=
/o0 M2O= 75

et v, T sont deux fonctions croissanies vers -+ co, convenables.
Pour résoudre ce probléme nous adoptons une démarche essentiellement
basée sur les trois oufils {echnigues suivants:

(1) Un résultat de convergence en loi pour des processus composés (cf.
Théoréme 1 et son corollaire): il s’agit de donner un cadre général pour que la
famille (U, 0 4,; 4 > 0) converge en loi, lorsque (U;; 4 > 0) est une famille de
processus réels cad-lag et (4,; 2 > 0) est une famille de processus cad -1ag
positifs.

(2) Un résultat de changement de temps (cf. Théoréme 2): il s’agit de savoir
quand la convergence en loi finie-dimensionnelle d’une famille de processus
croissants positifs (4,; 4 > 0) vers un processus (croissant) 4 implique la
convergence en loi finie- dimensionnelle de la suite de leurs inverses 4 droite
vers celui de A4.

(3) Une méthode de grossissement de I'espace de probabilité (2, &, P)
permettant d’identifier la loi limite des processus (M, {<M); i>0) (cf
Théoréme 4).

Qutre I'obtention de la solution du probléme posé, ces outils techniques
ont un intérét intrinséque et leurs combinaisons nous permetiront de dégager
beaucoup d’applications intéressantes.

Le plan de Iarticle est le suivant: la fin de ce paragraphe est consacrée aux
notations. Au paragraphe II, on démontre les résultats (1) et (2) et an paragraphe
I1I on donne quelques exemples d'application. Au paragraphe IV on démontre le
théoréme principal, puis on l'applique & I'analyse du comportement asymp-
totique des temps d'occupation d’un processus semi-markovien récurrent.

Notations. On désignera par @' = ([0, + o[, RY) lespace de Skoro-
khod des fonctions cid -1dg de R, dans R?, muni de sa topologie habituelle et
9D =D;,4" =%(R., R l'espace des fonctions continues de R, dans RY, muni
de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact de R. et
% = €'; @* le sous-ensemble de & des fonctions croissantes nulles en 0, muni
de la topologie induite.

Une famille de processus cad-lag (U,; 4> 0) & valeurs dans R? est
% - tendue, si elle est 2°-tendue et ses valeurs d’adhérence sont des processus
continus.

On utjhsera les notations suivantes:

U}1 Mm -5 U pour “les lois finies-dimensionnelles des processus (U,)
convergent vers celles de U”.
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U 33%;%* U pour “les variables aléatoires 4 valeurs dans & convergent en loi
vers U”.

U,vw= Ajm U (resp. U, 57> U P p.s) pour la convergence des variables
aléatoires (U,) en probabilité (resp. presque-siire) vers U sous la loi P.

AU(s) = U(s)—U(s—) saut du processus cdd-ldg U en s.

1, indicateur d’une partie I.

[u], partie entiére du réel w.

Tous les processus & temps continu considérés dans la suite seromt
supposés cad -lag, Enfin I'abréviation P.A.L (resp. v.a.)) signifiera “processus
a accroissements indépendants” (resp. “variable aléatoire”).

I, THEOREMES LIMITES
POUR DES OBSERVATIONS EN DES INSTANTS ALEATOIRES

Dans ce paragraphe, on donne un théoréme limite pour des suites
d’observations en des instants aléatoires, un théoréme de changement de temps
et quelques exemples d’application.

On fixe une fois pour toutes un espace de probabilité (2, #, P); tous les
processus et les v.a. considérés dans la suite sont supposés définis sur cet
espace. ‘

IL1. Théorémes de composition.

_ TukorEME L. Soit (U,; A > 0) une famille de processus réels et (A;; A > 0)
une famille de processus réels positifs, vérifiant 'hypothése suivante:

(H) Il existe un processus continu U et un processus positif A tels qu'on ait
(U, A) (U, 4) et U, 22U,
Alors . ;
U,cAd, Mm -UoA.

Si en plus les processus (A,) sont croissants et le processus A est continu, on a

Uy A)ZZ25(U, A) o U,0d, 7 UoA.
COROLLAIRE. Supposons que les processus (U ,) et (A,) s'écrivent sous la forme
1
U,=—-U*1 )

ou a, b sont des fonctions de R, dans R, croissantes vers +o0. Alors sous
Ihypothése (H) on a

U*o A*(A)Mm UoA.

oali)
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Si en plus le processus A* est croissant et le processus A est continu, on a
1
boa(d)

Le corollaire est une conséquence immédiate du théoréme, dont la preuve
s'appuie sur les deux lemmes suivants:

U*OA*(}L}A? “;UOA

Lemme 1. Soit (U;; A>0) une famille de processus réels et T,
=(T}, ..., T#; A > 0) une famiile de v.a. a valeurs dans R, telles que
F9xRY
(U, T) == (U, T).
Alors 7
UAT), Th1 <)< g R {U(T), Th 1 <<,
dés que pour tout 1 <j< g, T/ n'est pas un instant de saut U.
Démonstration. Pour simplifier les écritures on suppose g=1 (le
raisonnement est le méme lorsque g > 1). L’application
{(o(); t 2 0), s} = {w(s), 5}

est continue de 2 xR, (muni de la topologie produit) dans Rx R, sauf
éventuellement sur ensemble I' = {(w, s); dw(s) # 0} qui n'est pas chargé par
la loi de (U, T') par hypothése; d’ou le lemme. =

Le lemme suivant est essentiellement dii 4 [1], nous en rappelons la preuve
pour la commodité du lecteur:

LemME 2. Soit (U,; 2 > 0) une famille de processus réels et (A;; A > 0) une

Jamille de processus croissants. Supposons que
Fopn
(U, A) 22U, 4)
pour des processus U, A continus. Alors
U i O0A, =7 i j_Tm ==+ {Jo A.

En conséguence, si les processus (U ) et (4,) sont € - tendus, il en va de méme des
processus (U, 0A;).

Démonstration. Notons pour N> 0 donné et d=1 ou 2,

@4 = ([0, N], R et 9} =2*([0,N].R)

respectivement I'espace des fonctions cad - ldg de [0, N] dans R* et 'ensemble
des fonctions croissantes de [0, N] dans R, munis de la topologie de
Skorokhod. Notons également ¥y et %y les sous-ensembles des fonctions
continues de @4 et @y respectivement, munis de la topologie de la convergence
uniforme. Puisque le processus Uo A est continu, il suffit de démontrer que

UAOA;‘ ”m UoA pour tout N > 0.
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Supposons que P x Py soit muni de la topologie trace de celle de Z3.
Puisque P'application (u, )= uo0a est continue sur €y x 5 et par hypothése

U, 4) 552U, 4)
on en déduit que
UAOAA ATUD Trar U0 A.

La deuxiéme assertion du lemme s’obtient par un argument de sous -suites (on
peut aussi I'obtenir, en raisonnant directement sur les modules de continuité).

Démonstration du théoréme 1. La premiére assertion du théoréme
résuhe immeédiatement du lemme 1. En effet, si (f,...,1)eR% et si

=(Tf; 1 <j < q)avec T{ = 4,(t), la famille de v.a. (U, T; 1> 0) vérifie la
condltlon du lemme 1 d’aprés l’hypothese (H) et ce lemme s’applique car le
processus U est continu. La deuxiéme assertion du théoréme résulte du fait que
si en plus les processus (4,) sont croissants et le processus 4 est continu, les
processus (U,, 4,) sont 2?-tendus, hypothése (H) implique

(Ui 4)) E%LW’{Ua A).
Donc
Ujod, 5% UoA,
d’aprés le lemme 2. w

IL.2. Un théoréme de changement de temps. Dans les applications des
résultats précédents, les v.a. (4,(t); 2> 0) ou bien les va. (T); 4 > 0) sont
souvent des valeurs de processus inverses & droite de processus donnés ou bien
des temps d’arrét, d’ou I'utilité du résultat suivant énoncé sans démonstration
dans [87:

TuEOREME 2. Soit C un processus croissant et C™1 le processus inverse
a droite de C (C™(t) = inf{s; C(s) > t}). Supposons qu'il existe deux fonctions
H, ude R, continues a droite, croissantes vers + co et un processus croissant C,
tels que

(@) (Ho CRIYul) 7 €

(b) le processus C est sans plat fixe (i.e. C™* est sans discontinuité fixe)
[resp. C est strictement croissant].

Alors

Cl'oH ') %14 ~_, CloH (1) 2g* | m-
p— ‘Mm,C‘ resp. _lm Tt C ]

on u”t, H™Y, C~! sont les inverses a droite de u, H, C.

Démonstration. Afin de simplifier les écritures, nous la donnons
uniquement pour les lois unidimensionnelles (le raisonnement est le méme dans
le cas général), Pour obtenir la premiére assertion du théoréme, il suffit de

4 — PAMS 112
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montrer que pour tout r > 0:

c-t DHA“l(ru(l))_-_%;__} ).

(1)

Supposons que le processus € soit défini sur un espace de probabilite
auxiliaire (2, &, P) et considérons r > 0 et ¢ un point de continuite de la loi de
- CYr) [ie. P{C '(r) =t} =0] Léquivalence suivante valable pour toute
fonction f de R, dans R positive, croissante, continue & droite et pour tous
x, y dans R.:

T <ytei{x<f-)
nous permet d’écrire
(CtoH(ru(d) < it} = {H~(ru(®)) < C(it—)}
= {ru(l) < H(C(it—)—)}
< {ru(l) < Ho C(it)}.

Par conséquent:

» JHOC(A) C™toH *ru(d)
o P{ o ér}sP{ . ;f}

Par ailleurs on a

{C™ o H™ Y ru(h) > At} = {C(A1) < H™(ru(A))}
< {HoC(k) < Ho H™ (ru()},
d’ot ' '

, ru(A) HoC(&) (CT o H Hrulh)) _ |
@ P {Hcy"l(ruu)) W) S '} <P { 7 > ‘}‘

Vule éhoix de t et I'absence de disaonfinuité fixe du processus C !, on a
@ P(C@) =7) =0,
car
{C' >t} {C i r-)>tt={Clt) <1},
‘{ﬁ*“‘fl(r} <t} {Clt—)>r}.
Draprés (a), (2), (4) et le choix de ¢, on a
{C“‘oH”‘(ru(i[

A

¢  lmP

i

”;%zﬁmMs&xﬁmﬂmaﬁ
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Comme la fonction HoH ™! est croissante et HoH !(x) = x en tout
point de continuité x de H, on a

ety
i HOH T _
xt+ e X
et alors (3) implique
— S ] -1
(6) ﬁmP{C GHA (ru®) r} <P{CH <r}=P{CT'() =1t}
A

Compte tenu de (5) et (6), on a (1) et la premiére assertion du théoréme est
établie. La deuxiéme assertion résulte de la premiére en remarquant en plus que
si C est strictement croissant, €~ ! est continu, donc

C'oH (1) #1a.

s 1
u"l(4) 1w C

équivaut a dire
C 'oH '(A) 24

w i) e O m

Remarques. (i) Lintroduction de la fonction H dans Pénoncé du
théoréme 3 n’est pas artificielle car (HoC)™* et C"1oH™* ne sont pas, en
général, identigues.

(ii) Le théoréme 3 permet de voir que I'application a—a™~ " est continue en
restriction 4 Pensemble des fonctions strictement croissantes de 9.

(i) Si (C,; A > 0) est une famille de processus croissants tels que

et si C™' est sans discontinuité fixe, on montre de méme que

&,
-1 = f.d -1
C»lv AT c .

- il APPLICATIONS
IIL.1. Une version asymptotigue du théoréme de Dubins—Schwartz-Dambis.
Soit M = (M(t); t > 0) une martingale continue telle que
M@ =0 et (M), =1lim1{M), = .
¥
Notons
(M)~ t) = inf{s; (M (s) > t}.

-
Il est bien connu que B = (Mo {M)~*(2); t = 0) est un mouvement brownien
standard et que

M=(Bo(M)(®);t>=0).
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On se propose de donner une version asymptotique de ce résultat di
4 Dubins-Schwartz-Dambis. Plus précisément, soit M = (M(t); teT) une
martingale réelle sur (Q, #, P), centrée de carré intégrable pour tout t et
adaptée 4 la filtration F = (¥ ; teT), ou T = N (cas discret) ou bien T'=R,
(cas continu) (F est supposée continue a droite et P-compléte dans le cas
continu). Posons

(MY™Yt)=inf{n 2 0; (M>(m+1)>1t} (cas discret),
(MY~1() = inf{s: (M) (s) > t} (cas continu)
et considérons les deux hypothéses suivantes:

(i) 1l existe un processus croissant, continu, sans plat fixe 4 et une
fonction v de R, dans R continue, strictement croissante vers + oo, tels que

A, "%%‘*A,
ou
A= i@,&%‘ﬂ@ (cas discret),
A, = Séﬂg(%@ (cas continu).
(i) Pour tous £ >0,t > O:
£ 5120,
olt .
)L Z E{(AMK) 1 > iy| Fr-1)  (cas discret),
450 = < | M

o) o & L 5 X oy oty V(@S> 4%) (cas continu)

[AM (k) = M(k)— M (k—1) (cas discret), v mesure de Lévy des sauts de M].

TutorEME 3. Si les hypothéses (i) et (ii) sont vérifiées, alors
(1) B,5+%*B, ot B est un mouvement brownien réel standard et

W,,}_‘ Mo{M)> "([At]) (cas discret),
B,()= 1
ﬁ Mod{M>™ (i) (cas continu).
(2) Posons
— M([At]) (cas discret),
U0 = (;&)

! - M (At) (cas continu);

 v{A)
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alors les processus (U, 4;; A > 0) sont €* - tendus et leurs valeurs d'adhérence
sont des processus de la forme (U, A), o U est une martingale, telle que
{U)y=A4A.

- Démonstration. (1) D’aprés le théoréme d’arrét B, est une martingale
locale de carré intégrable, de variation quadratique prévisible:

ATHMY oMY Y[Af]) (cas discret),

(B t) = { ATHMDY o (MY T (L) (cas continu).

Par conséquent, si on montre

) " {B)(f)zfs>t  pour tout ¢ >0,
@ i@ = “x 1jxp> v (ds, dx) 575 ,m-m 0 pour tous > 0,t>0

(v, mesure de Lévy des sauts de B,), on pourra affirmer (cf. [4]) que

BM‘E’%’B

ou B est un mouvement brownien standard. Pour cela remarquons que
I’hypothése (i} équivaut 4 dire que

A5 A

car A est continu, par suite:

——sup AV([As]) o= 7750 (cas discret),

) (»’i) sst
o A) — §up ﬁV{}'s)T—%ﬂ (cas continu),
s
o V=M.
Mais A est aussi sans plat fixe, donc d’aprés le théoréme 3:
@ 'i(f&)%f;imq ool = (MY

Vu (3) et (4), le corollaire du théoréme 1 nous permet daffirmer que pour
tout £ > 0

1
©) 74(Vo1()) 3750

Par ailleurs on a les inégélitézs évidentes suivantes:
Vot(t) <t < Vor(t)+AV(z(t)+1) (cas discret),

6
© t< Vor(t) <t+4V{x(t) (cas continu),
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donc compte tenu de (5) et (6), on a (1). Pour obtenir (2), on remarque que le
changement de temps 7 est adapté a la martingale M, c’est-a-dire M est
constante sur les intervalles de constance de (M) (cf. [7]). Dans ce cas on peut
affirmer (cf. [4]) que pour tout t>0:

I (t) ~1¢4) ( i(fgé‘)>.

Gréce 4 (4), (7), l"hypothese (ii) et le corollaire du théoréme 1 on voit que
(2) est vérifié.

(2) Le fait que M soit constante sur les intervalles de constance de (M),
nous permet également d’affirmer que pour tout t > 0:

(8) U;(z) = B,}(;gy(fda(z)‘).

Or I'’hypothese (i) implique, d’aprés le théoréme de Rebolledo (cf. [4]) que
les processus (U, A,) sont %2-tendus. Donc d’aprés (8), le lemme 2 et la
premiére partie de la démonstration, leurs valeurs d’adhérence sont de la forme
(U, 4)= (Bo A, 4), ce qui achéve la démonstration. =

Dans le cas (fréquent) ot Bet A sont indépendants, la loi de (Bo A4, A) est

unique et
M (t)

N

Mais les hypothéses (i) et (ii) ne suffisent pas, en général, ni pour établir I'unicité
de la loi du couple (B, A), ni pour étudier la loi limite de (M (t}f\/f(M 1)) Cest
pourquoi dans le paragraphe suivant, on utilise une technique de grossisement
de I'espace (2, &, P). Cependant, lorsque dans (i) la convergence en loi est
renforcée en une convergence en probabilité, les processus B et 4 sont
indépendants (cf. [12]). Dans certains cas particuliers cette unicité peut étre
établie directement.

IIL.2. Loi asymptotique de M(z)/./{M)>(t): deux exemples.
- ExempLE 1. Supposons que

r—=1

M(n) = Z T;c(Sk+1'"Sk):
k=1

e A0, 1).

ou (T,, S,) est une marche aléatoire sur R? vérifiant
T,=S8,=0, E(T)=E@S)=0, E(T)=ES)H=1, E(TS)=¢
On a alors

A3() = 33 MDD = [ TH(s-)ds— | TR6=)ds,

[A1)/a

Uam%mm I 7,654, (9
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avec
g 1
T = :{7—‘): Tng, S8 = ﬁsus]w
Or

(T, $) 5%
ot G =(G;, G,) est un P.A.L gaussien centré de matrice de variance - covariance
( é’)
e 1)
on en déduit (cf [13])
o) . (U, 4) 372U, 4),
ou

A(t) = §G ()ds, U()= g@l(s)d(}z(s}.

1 est facile de voir que Ihypothése (ii) est vérifiée par U,. Le résultat (9)
implique en particulier que

(10) (n~ M (n), n™2 (M) (n) “RRe, U‘G (5)dG,(s), ,rG (s)ds),
par suite

l\ .

= T o 1' .
VM) /iG%(s)ds

Si les marches (T;) et (S,) sont indépendantes, on a g = 0, donc le processus
G est un mouvement brownien plan standard. Dans ce cas U est une
martingale par rapport 4 la filtration (%,, t > 0), ou

U, = a(G,(5); s < 1) v 0(G,(s); s = 0)

=H

2"

et on peut alors vérifier que H,, suit 1a loi normale centrée réduite .4/ (0, 1). Si
les marches (T,) et (S;) sont identiques, on a ¢ = 1, donc G, = G, = B est un
mouvement brownien réel standard et alors

jB(s)dB{s} é(Bz(I} 1)

\/fBE{s)ds \/ { B*(s)ds

(1)
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Nous n’avons pas pix déterminer la loi de H, qui est intéressante
4 connaitre pour certaines applications statistiques (cf. [117]), mais il est clair
qu'elle est distincte de A'(0, 1) car

Pr(H, <0)=Pr(B*(1) < 1) > 4.
Par conséquent, les hypothéses (i) et (ii) n’impliquent pas, en général, que

Mit
(Lni’fﬂ B 40, 1).

VM)

ExempLE 2. Supposons que

M(®) = | £ o B,()dBy(),
1]

ou (B,, B;} est un mouvement brownien plan standard et f est une fonction
satisfaisant les propriétés suivantes:

+ + oo
f If(Pdx <0 pour p=1,2 et [ f(x)dx=0.

Posons
' 1 1 it
A,(0) = —= (M) = —= [ f20 B, (9ds,
() ﬁ<M)( t) \/ﬂf o l(s)d§
U,(t)= ! —=M ().
\/
On a alors
(12) Ay A= |f13h,

ou I, est le temps local de B, en 0 et

713 = 1§ rwa,

(13) (B, B)(®)=0, <M,By(®)=0, <M,B,)(t)=[f0B,(s)ds,
Q

d’ou

A
<UA,B\2;—)>()“\}—\/ [ £0B,dsxfa0.

car | f (x)dx =0 (cf. [8]). Vu (12) et (13) on en déduit que

A
(w) j}” ﬁj}’i" >ﬂ) £2,(U, B,, By),
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ou (U, B,, B,) est une martingale continue vérifiant
U,B,>=0, (U,B,»=0, <(B;,B,>=0 et <(U)=A4A.

Donc d’aprés le théoréme de Knight, il existe un mouvement brownien réel
standard B,, indépendant de (B,, B,) et tel que (U, By, B,) = (B;0 A4, B,, B,).
Par suite:

Ar
(}-5}’03 (S)de(SL\/»IfZDB 1(s)ds; ¢ >ﬂ) Tiw ‘flingﬂip IF131)

et

M@ fg 2B, 40, 1).

MO (@)

TIL3. Lois limites de temps d’atteinte de niveau. Soit Z = (Z(n); neN) un
processus réel 4 temps discret, nul en 0. On suppose qu’il existe un processus
U nul en 0 et une fonction v de R, dans R, continue et strictement croissante

vers + oo, tels que pour ‘
. Z([A]).
t=
0= (% 1>9)

on ait
(14) U, HU.
Posons *
Z(n)= max Z(k), Z*(n)= max |Z(k),
() =inf{n > 1; Z(n) > t} = inf{n > 1; Z(n) > t},
() = inf{n > 1; |Z(n)] > £} = inf{n > L; Z*(n) > £}.
On a
M;(t) = sup Us9) = ( ] Z([4D),
M) = i‘glU;«_(ﬁ}l = (J{} —=Z*([it]),
donc (14) implique
ﬁz% M, Mm

o
M(t)=supU(s), M*(t)=sup|U(s).

5%t 55t
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Par conséquent, si les processus M et M* sont sans plat fixe, le théoréme
3 implique

T(d) -ifffid, -1 T (ﬂ-}fn& 1
(15) U~1€/E.) At E] -.1(‘1) Atex M* 2

ol M~! et M*~! sont les inverses & droite de M et M*.
Supposons de plus gue le processus U soit symétrique et continu et
étudions les lois limites des processus arrétés (Zo (1)) et (Zo7*(2).
D’aprés (14), le corollaire du théoréme 1 et le théoréme 3 on a

- 1 V V
1§ ZZo)FB UM, Zort() i UoMs

Comme U est continu: Uo M ~1(t) = ¢, [U o M* (1) = ¢ et la symétrie de
U implique la loi de U o M*~(z) est identique 4 (4, +5_,} ou 4§, est la masse
de Dirac en a. On en déduit

{17 ‘ %zof(:)ﬁa—n, %wm*miﬁgﬂ.

Ces propriétés s'obtiennent également en remarquant que (14) et la
continuité du processus U impliguent

1 »
— AZ(K)| 50,
v(A)1 g:gm! Wl

donc par le corollaire du théoréme 1

1. 1
SAZEO) 70, S AZ(*(O) a0

Dr’ou (17) griace aux inégalités évidentes suivantes:
t < Zoi() < AZ(E@)+t, t<|Zot*()| < |AZ(* @)+t

Les résultats précédents s'appliquent lorsque Z est une marche aléatoire
telle que E{Z(1)} =0, E{Z*(1)} = 6% < o0, ou bien lorsque Z est une
fonctionnelle additive martingale d’une chaine de Markov récurrente positive
de mesure invariante u, vérifiant E,(Z?(1)) = o* < co. Dans les deux cas (14)
est vérifiée avec v(4) = 0,/A et U un mouvement brownien réel standard. Il va
de soi que dans le cas markovien les résultats sont valables sous la loi P, et
sous la loi P, (cf. [8]).

Supposons que Z = (Z(t); ¢ > 0) soit une version canonique de la diffusion
solution faible de I'équation différentielle stochastique:

dZ(t) = bo Z(t)dt+dB(t), Z{0)=z,
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ot (B(t), t > 0) est un mouvement brownien standard. Si la fonction b vérifie la
condition b*(x) ~ — Kx? (|x] = c0), ot K > 0 est une constante, on a alors les
propriétés suivantes (cf. [10]):

Z est récurrent positif;

la fonction b est de carré intégrable par rapport 4 la probabilité invariante
u de Z:

u(dx) = Cexp(2 | biy)dy)ds

(C > 0 constante de normalisation);

[bGdu) = 0; o

il existe ge £?(u) tel que b = Ag, ou A est le générateur fort sur £%(u)
de Z.

Dans ces conditions on a (cf. [107)

18 U, 78U, on Uyt) = ———=x2Z(i),

(18) P it A1) 10D {42)

o4 = —2[bgdy, U est un mouvement brownien réel standard.
Posons

©(t) = inf{s; Z(s) 2 1}, ©*(@t) =inf{s; |Z(s)] = ¢}.
Le méme schéma de raisonnement, nous permet d’affirmer ‘que
) 24+ T*A) #g+

7 wer (1+a)) MY, =g (L4el) MR

ou M™! et M*~! sont les processus inverses 4 droite de

M(t)=supU(s) et M*(t)=sup|U(s)
5%t LR
respectivement.
II14. Généralisation du théoréme de renouvellement. Soit (Z(n); ne N) une
suite de v.a. réelles vérifiant les hypothéses suivantes:
Il existe deux nombres m > 0 et ¢ > 0 et un processus continu U tel que

Z(n)

Twm P ps.,

U, 22U, o U@ =2L)omiA]
Posons pour t >0 et 0 <1t

1,(t) = inf{n = 1; Z(n) > m?}.
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Il est clair que 7,(f)Tco P ps., par conséquent

, ZDTa(ﬂ
(19) TR Trarm P ps.
Compte tenu de (19), des inégalités évidentes suivantes:

(20) Hr, (OF < Zot,(t) < AZ(x, (1) + t(z, ()
et du fait que

Z(gﬂ)wmt P ps.,
on a :

A, 5> A P ps.,

ou ‘

A0 = -c!é;) ~,a(&}:(%)l"{1“m} o A= a9,

En appliguant le corollaire du théoréme 1 au couple (U,yy, 4;) on en déduit
i
(21) U,yo AA Mm JrerUod, od Uyyod,(t)= —Z(Zo'r (At)=mz,(Ar)).
g’v’

En utilisant (20), (21) et la continuité du processus U, on obtient
m(l oz)

oy

Les résultats précédents s’appliquent par exemple lorsque (Z (n)) est une

marche aléatoire sur R telle que E{Z(1)} =m >0 et E{Zz(l)} m* +c:r ou
bien lorsque (Z(n)) est de la forme

T,(At)—a(in); £ = 0} {UOA 1);t > 0}.

Z(n) 2%_{@3’&,

ol X = (X,; ke N) est une chaine de Markov géométriquement récurrente et
f est une fonction réelle telle que

m={fdp>0, [fldu<oo, .0*=2ffgdu—[f?dp>0
en notant u la probabilité invariante de X et g une solution de I'équation de

Poisson: (I —m)g = f—u(f), = étant la transition de X. Dans ces deux cas U est
un mouvement brownien réel standard.

IV, UN RESULTAT GENERAL
APPLICATION AUX CHAINES SEMI-MARKOVIENNES

IV.1. On se place dans le cadre du paragraphe I: (2, %, P) est un éspaw
de probabilitét muni d’vne filtration F =(#,;teT), ot T=N ou bien
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T = R, (F est supposée continue & droite et P-compléte dans le cas continu).
Sur cet espace on donne une (F, P) martingale centrée de carré intégrable pour
tout t, M = (M(2); teT), dont on note (M) = ({(M>(#); teT) la variation
quadratique prévisible. Notre but est d*étudier la convergence en loi conjointe
de la famille de semimartingales (M,, (M ,); 1> 0), ol

1 |
M) = —=== Mot(l), <{MpD@)=—=<{M>oz(i),
SR g v(d)

v, T étant deux fonctions convenables de R, dans R, croissantes vers + oco.

Supposons que l'on puisse construire un espace de probabilité filtré
(Q*, F*, F*, P*) et deux familles de v.a. (M*(t); teT) et (T*(n); neN*¥)
verifiant les hypothéses suivantes:

(K-1) M* = (M*(1); teT) est une (F*, P*) martingale centrée de carré
intégrable pour tout .

(K-2) (T*(n); neN*) est’ une suite de F*-temps darrét, telle que
T*(m)7 o P* ps.

(K-3) ((M*>0 T*m))fnr=0® P* ps. |

(K -4) 1l existe deux fonctions u, L de R, dans R, continues strictement
croissantes vers + oo, un mouvement brownien réel standard B et un processus
-croissant, nul en 0, sans plat fixe 4, tels quen posant

M*o T*([4 Lo T*({[At]
B,-t(r)=~—?ﬁw, a0 =220,

By A)Ti2>(B, 4) et B, H2>B. |
" (K-5) Laloi du couple (M*, {M*)) sous P* est celle de (M, (M) sous P.

on ait

Dans ces conditions on- a le

TuBorREME 4. Soit (Q, F,F,P) un espace de probabilité¢ filtré et
M = (M(t); teT) une (F, P) martingale centrée de carvé intégrable pour tout t,
dont on note {M) = ({M)(t); teT) la variation quadratique prévisible. Sup-
posons que 'on puisse construire un espace de probabilité filtré (QF, F*, F*, P¥)
et deux familles de v.a. (M*(1); te T) et (T*(n); ne N*) sur cet espace, satisfaisant
les hypothéses (K -1), ..., (K-5). Alors posant

v(A) = u"'(1),

(A) = L' (cas discret),
T L7 (cas continu),
! 1

MMO w0, M) = oMy ot(d)

M,(t) =
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on a
“ed. o -1 2 4=1
(M, {M )77 (6BoA™, 6 A7),
En outre, si A™' est continu,
(M, (M) 52— (0Bo A, 62 A7Y).

Démonstration. Posons N*(f) = inf{n > 0; T,% , > t}; d’aprés les hy-
pothéses (K-2), (K-3) on peut affirmer que

(1) N*(t)IToo P* ps.; (M*};*ZZ"(:)(N*(:)) a2 0> P* pas.
et
(M*yo ;*:g*(z}ﬂ) s 0? P* ps

Comme T*(N*(t)) <t < T*(N*(t)+1), (1) implique
o
N*@g T

i Vi )
%zm‘*az (cas continu) P* p.s.

(cas discret),

@

Compte tenu de (2), (K-4) et du théoréme 2, on a

® ey

e
vy ATY,  (MEY SrE 24t
en posant

M) = ??(!13‘“*} o4,

~ En utilisant (K-3), (K-4), (3) et le théoréme 2, on voit que

{% Mo T QD My o (i), o m}
i 1B, 0?1, A71(®); ¢ > 0},
On en déduit par application du corollaire du théoréme 1:
1
v(4d)

L meo T*(N* o L™ (A1),

W {m

{M*>oT*(N*o L™ (i), t 2 G}

“““"*ﬁg' {B(e*A~(1), 62 A (1); t = 0}.
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Vu (1), (2), 4), on a

(5) { ! M*oT*(N*oL“(.%t}),(M.’%‘>(t];t;(}}

~/v(4)
&,
s> {oBo A1), 6247 1(1); t = 0},
Appliquons maintenant l'inégalité de Lenglart (cf [4]): pour tout
O<e<l,ona

. 1
¢ P { max
[ TPl -ty €p +f U(A)

STHN*oL~ YAty + 1)

|M*(p)— M* o T*(N* o L™ {(Af))] > g}

<o+ P {% [(M*> 0 TH(N* 0 L1 () + 1) = (M*> 0 T*(N* o L= ()] > 83},
donc compte tenu de (1) et (3), le second terme du membre de droite de (6) tend
vers 0, lorsque 41— co. Par suite, posant

% | ,,I e A
M} (m,M 01:(}11);190),

on a

0

.
are 0.

M)~ M*o T*(N*o L~1(%4))

v{4)

Vu (5), (7) et I'hypothése (K -5), la premiére assertion du théoréme est
établie. La seconde résulte de la premiére et du théoréme de Rebolledo (cf. [4]),
car si le processus A~ est continu, la famille (M%, (M%) est @ x D™ tendue
sous P* et donc (M, (M,)) est Ix 2" tendue sous P par I'hypothése
(K-5). =

L’introduction de lespace (2%, #*, F*, P*) est évidemment nécessaire
pour la construction de la suite (T*(n)). Nous renvoyons le lecteur 4 [8], (9] ot
cette méthode a été utilisée pour I'étude du comportement asymptotique de
certaines fonctionnelles additives d’un processus de Markov (4 temps discret ou
continu) récurrent au sens de Harris, L'exemple suivant montre que la
construction de la suite (T*(n)) peut se faire “sans grossissement” dans un cadre
légérement plus général que celui du théoréme 4.

1V.2. Comportement asymptotique des temps d’cccupation d’un processus
semi - markovien. Soit (E, &) un espace mesurable et { une probabilité de
transition de (E, &) dans (ExR,, §®@%Bg,) (#gr, tribu borélienne de
R, =[0, + ). Posons

(Q, F)=(ExR,, EQABg,)®N
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et désignons par {(X,, ,); ne N) les applications coordonnées de £. Pour tout -
xeE, on peut construire une probabilit¢ P, sur (2, F) telle que '
PXy=x,7,=0)=1,
P (X,+1€dy, Tae €dt | F ) = Q(X,, dy xdt),

ot F= (%, neN) est la filtration naturelle de la suite (X, 7).

{Q,#,F, (P, xeE), ((X,, 7,); ne N)} est une chaine semi-markovienne
canonique de probabilité de transition Q. On lui associe le processus
semi - markovien:

Y={Q %, (P;xeE); (Y@); 0<t< T},

Y(I) = z an{fngt.frh,{_ﬂ,, irn = TU."I" wew +17m, Tw = Sup']:.

nz0

Il est clair que X ={Q, #,F,(P,; xeE) (X,; neN)} est une chaine de
Markov homogéne de proba’omhte de transifion

x(x, dy} = Q(x; dy, R,), xeE.
Dans ce qui suit on s'intéresse au comportement asymptotique des v.a.
t
(f fo Y(s)ds; t = 0) pour une fonction f convenable. Pour cela on suppose
0

désormais que les hypothéses suivantes soient verifiées:
(i) La chaine X admet un état récurrent a, tel que pour tout xeE:

P (lim{X, = a}) = 1.

De plus, posant
§=§,=inf{n>0;X,=a}, T*=Ty=inf{t>T;Y,=a}

et

+ o

ril—ey= [ e *t™%dt,

o
on a ;
(R.P) E(T* < w0
ou bien
(RN ( P(T*>r)~ _¢ (r->o0)
' “ r*I(1—a) ’

ot C >0 est une constante et 0 < a < 1.
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(i) La fonction
B m N
x—my(x) = [ t]O(x, dyx dt)
c 0 E

est finie pour tout xeE. ,
On notera y la mesure invariante de la chaine X (définie 4 une constante

positive prés) par :
51

r—u(l)=E,{ % 170X}
et ¢ la mesure définie par

de(x) = my (x)dp(x).
(A) Montrons d’abord que I'hypothése (j) nnphque

8 - P(T,=co)=1 pour tout xeE.

En effet, pour tout h >0, le processus

N,= ;lmam—gﬂfﬁ-«u h), Gx,h)= HQ(x, dy x dt)

est une (F, Px) martingale et notant (S,; n = 1) (S, = S), la suite des itérés de S,

on a
S

Y G(Xi-1 B> (k—1)G(a, h),

1
comme S,tco, P, ps., on en déduit

Z I{rk ZG(Xk 1y h) o0, P;c F.‘S‘.,

d’ou (8).
(B) Par ailleurs soit f une fanctwn telle que

fm|fldp = [|fldE < o0.
Alors posant TF = T5 -pour n> 1 (T = T*), on voit que le processus

(j' foY{(s)ds— f fo f{s}ds; T*—T* n>2)

est une marche aléatoire sous P, pour tout xeFE, associée 4 la loi de

(f foY(s)ds, T*) sous P,. De plus, le processus

_ffo Y (s)ds— z (my f)oX, = z FX)Ta1— }j (my f)o X,

5 — PAMS 112
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est une (F, P,) martingale pour yu-presque tout x. Par suite:
b i g1 -
E [ foY(ds} =E/{Y (m, WX} =[m, fdu = [fdE = &(f).
0 o

Donc d’aprés la loi forte de grands nombres:

17Tk
©) ~ [ foY(§ds 3 E(f) P. ps.
0
Posons N*(t) =inf{n = 0; T%, > t}, on a Ty <t < T+, par suite

(9) implique

Tgr‘m +1

AL Y(s)ds)w(f(f), ) P, ps.

1 T?w"q
(N*(t) | foY(s)ds, ——

1
N*(1)
d’ol (en considérant d’abko;rd le cas on j est psasitive}:

1

(19) N

gfo Y(s)ds s> E(f) P, ps. pour tout x.
Or I'hypothése (j) implique |
(11) (TE'X; t= 0)%%—*( (t), t >O) sous P, pour tout x,

ol u(2) = CA' A, est le P.AL stable crmssam d’indice o, 0 < o < 1, lorsque
(R.N) est vraie, c’est-a-dire

C‘E
(T ~—
P,(T*>r) AT (r-> c0).
Tandis que
(12) gzm*rd*tﬁ (T*) P, ps. pour tout x,

A

lorsque (R.P) est vraie, c’est-a-dire E (T%*) = u(m,) = (E) < co.
Compte tenu de (10)}{12), et du théoréme 2, pour tout x, on a

13) L ro v ds s S

() E(E) P, ps. sous (R.P)

ou bien

o(A) o
avec v,(4) = (4/C), lorsque (R.N) est vraie.

( : IfGY(S)dS t>0) e+ (E(f) Ag ' (); t = 0) sous P,
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(C) Etudions maintenant le cas ol ¢(f) = 0. Pour cela notons
€ = {he Z*(u); h bornée, u(h) =0 et il existe g bornée
telle que h = (I—mn)g partout sur E},
G = {he 2 (W)~ L2(u); p(h) = 0 et il existe ge.L2()
telle que h = (I—m)g u ps.}
et introduisons les hypathéses supplémentaires suivantes:
(ifi) La fonction m, f appartient & % ou bien %.
(jv) On a
+ o

wm, f2) = 5(%}"2) <o, ol mz(x} = £ _f t2Q(x, dy x dt).

Alors, si m, fe¥ (resp. ), on a m, f = (I—n)g partout sur E (resp.
m, f =(I—mn)g u ps.); en conséquence, le processus

T
M= [ foY(@ds+ngoX,.1—g(Xy), n=1,M{=0
0

est une (G, P,) martingale fonctionnelle additive (F.A.M.) de carré intégrable
pour tout x (resp. pour u-presque tout x), en notant

G=(%,), %, =0ty ....T Xgs+-es Xn-1}-
De plus:

E, {(Mf)"‘} - E {<M‘r>u ((mg~mdf2) (J%ﬁfz) = 032’ < .

Par suite le processus (M§,—M{, (Mf}ss — M7y, TF— T*,V n=2) est
une marche aléatoire sous P,, associée 4 la loi de (M{, (M7, T*) sous P et
on a

E (M) =0, Ea(<MI>S) = En((Mf}z) = o'_z, < 0.
On en déduit que si (R.P) est vraie:

(14) (W Ty r>0) e (0,BO, EB)E £ 0)

Ji &

tandis que si (R.N) est vraie:

M
(15) ( j{:ﬂ g‘; z:,,o) Z25" (0, B(®), A,(0); 1 > 0).

Dans (14) et (15) B est évidemment un mouvement brownien réel standard
qui est en plus indépendant du processus A4,, lorsque (R.N) est vraie; les
convergences ont lieu sous P, pour tout x.
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Remarquons maintenant que pour toute fonction @€ %*(y) positive, les

variables
Sp~1

(M= 2 voXup=2)

Sp-1
sont indépendantes équidistribuées et intégrables sous P,, donc d’aprés un
résultat classique:
n~lmaxy, ,m, w7 0.

p\..ﬂ

Par conséquent:

n- maxcp(Xs 1) WO
p-ﬁn

On en déduit que si m, fe%, alors quel que soit ¢ > 0:
1
(16) Tsupﬂﬁg()fsmr Ul *j‘?ﬁg‘*@ pour tout x.
. 5%t

Ce résultat est évidemment vrai lorsque la fonction m, f €%, car dans ce
cas g est bornée. C{)mpte tenu de (14)-(16) et du théoréme 2:

(71

ot

Tias

f fo?(s)ds N*(m} t> )@;Qﬁié(afa(z),ml(:);z;()),

()

A (t),
4@ = {r«:‘w),
. {a ) = GICY

¥

selon que (R.N) ou bien (R.P) est vraie.
On en déduit en appliquant le corollaire du théoréme 1

Thvsar
(17) (\/Um g )fo Y{s)ds; ¢t >U) itz (o, Bo A 1); t = 0).

Par ailleurs, les variables

T4 Pt
( j' |flo Y(s)ds; p = 2)
Tp
- T*
sont indépendantes équidistribuées sous P, selon la loi de [ |f]o ¥ (s)ds sous
D

P, et on a:

£ 3

E.(] 110 Y(5)ds)* < oo3
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donc d’aprés un résultat rappelé ci-dessus:

] ’ T:w 1 I
—=max[ [ |floY(s)ds] %20,
\/r; L
ce qui implique
Thesasy+ 1

1
m,sup [ 1flo Ywdu+50.

=1 Tﬁmuﬂ

Vu (17), (18) et I'inégalité évidente suivante:

. As Thegan | Tﬁ"‘tsﬁ-wu o
|| foYwdu— | foY(udul< *I Iflo Y(udu
0 0 Targasy
on a finalement
1 ,
(19) (W;ﬁaj [foY(s)ds; t = 0)%;?;3& (0;,BoA™(#); t=0)
L§ 0 .

sous P, pour tout x, lorsque la fonction m, f est dans ¥ ou €.
Le théoréme suivant résume les résultats gue nous venons d’obtenir:
TuEOREME 5. Soit {Q, F,(P,; x€E); (X,, 1,); neN} une chaine semi-
-markovienne canonigue sur Ex R, associée d la probabilité de transition Q.
Notons X =(X,; neN) et
YO) = ) Xolir,so<tnr s

nz0
I =1+1,+...+17, (t,=0,P, ps)
la chaine de Markov et le processus semi-markovien qui lui sont associés.

Supposons que les hypothéses suivantes soient vérifiées:
La chaine X admet un état récurrent a tel que pour tout xe E

P, (im (X, = a}) = 1.

De plus, posant
: S =mf{n>0; X, = a},

+

T*=Ty=inf{t > T;; Y()=a}, T(l—o)= [ e 't %dt,
4]

on a

(R.P)} E(T*) < w

ou bien :

(RN) PT* > 1)~ CHT(1=0) s c0),

ot C>0 est une constante et 0 <a < 1,
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La fonction

(=]
X+, x)*jtj Q(x, dyxdt) -
0
est finie pour tout xeE.
Alors on a les conclusions suivantes:
(1) Pour toute fonction f intégrable par rapport & la mesure
T'*

& T¢Iy = E,{| 1,0 Y(s)ds}
0

et pour tout xeE:

Ly N1
[0 Y@ g5 P b5

lorsque (R.P) est vraie;
5,

At
(%jfo Vis)ds; >0 )55 (CHeU) 40512 0)

sous P, lorsque (R.N) est vraie, @ condition de noter A; ' l'inverse d droite du
P.A. stable croisssant d'indice o.
(2) Soit [ une fonction satisfaisant les propriétés suivantes:

La fonction m, f appartient & € ou bien @ (4 et € sont définis dans la partie
(C) de IV.2) et

((22r) <o o m =] | POt dyxar

i E O

Alors, posant

on a
(a1 j‘ foY(s)ds; t = 0)55%> o, /EE)B(); t > 0)

sous P, lorsque (R.P) est vraie; B étant un mouvement brownien réel standard.
A~z iff oY(s)ds; t = 0}%%*(@30,4;1(5}; 12 0),

sous P, lorsque (R.N) est vraie; B étant un mouvement brownien réel standard,
indépendant du processus A,.

Ce theoréme s'applique, en particulier, 4 une file M/G/1. Cette file est
décrite par la suite (4,; n > 1) des instants d’arrivée des clients et la suite
(T,; n = 1) des instants de départ: le n*™ client arrive & Dinstant A, et sort
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4 Pinstant T,. Les va. (4,—A4,-; n = 1) sont indépendantes, identiquement
distribuées selon la loi exponentielle de paramétre a et sont indépendantes des
v.a. (B,—B,_-; n = 1) représentant les durées de service, supposées également
indépendantes, identiquement distribuées selon la loi F de moyenne b; et

T;;-i-d - 7:1 = Bn+1 —'*B"“EFIHRX‘(‘Q, Aysy— T;;)«'
On suppose que toutes ces v.a. sont définies sur le méme espace de probabilité
@, 7, P)

Soit X, le nombre de clients dans la file aprés le départ du n*™ client. Si la
discipline de service est: “premier arrivé premier servi”, alors posant
1,=T Ty, T,=0, (X,,1,;neN) est une chaine semi-markovienne

n¥ “np?

d valeurs dans N xR, telle que

PXppr=f tyr St X, =0 =00}, 1),
o Q(t) = (0, j, £); (i, )e N x N) est donnée par (cf. [2])

r‘pﬂ,{t} pi{t)  polt) s )
200 a0 g,(0) -

) = do(t) 4,(1) . ’
o - N

0.0 = fe =L ap(s,
o n!

'
p(t) = [ae "q,(t—s)ds, neN.
0

La chaine de Markov X = (X,; neN) a pour probabilité de transition
n = (n(i, j)) ol

(Go(00) q(0) gy(0) g3(e0) e )
do(0) gy(e0) gy(0) gs(c0)
golo) g,(0) g,(o0)
go(0)  g,(c0)
0 .

. " TS

et il est aisé de voir que X est irréductible et apériodique. Par conséquent, tous
les états sont récurrents ou bien transients. En fait, posant I = ab, on montre
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aisément que tous les états sont transients, récurrents positifs, récurrents nuls
selonque I > 1,I < 1,1 = 1. Dans le cas ot [ = 1, si § est le temps de retour de
la chaine X en 0, partant de 0, alors S+1 a méme loi que I'indice du premier
client qui n’attend pas, car X, = 0 équivaut a dire W, ., = 0, ou W, est le temps
d’attente du n®™ chient. Par conséquent, désignant par H la loi de B, — 4, et
par H* sa n*™ convolée, alors daprés [8], la condition

z ﬁ"l[fl*"(]wao 0[)~34] = ¢ < oo implique
n=1

1-E'(e | X)~e /i (A]0).

Or T/nsw5s>b P ps, done

' T./Sywreb P ps.
Par suite, T* = Tg vériﬁe

1-E(™T | Xy =0 ~e0/bA  (A]0),
ce qui équivaut & dire
P(T*>r|Xy=0)~./Clr r=c0) oi C=./be */n.

‘La mesure invariante x de la chaine X peut étre calculée de la maniére

suivante (cf. [2]): si I(9= 1—go(e0)— ... —q(c0) et pu= z,u(k}é avec

- u0)# 0, alors I = ZI (k) et la suite-(u(k)) est l’umque solutlon du systéme:

#{1)go(0) = u(0)1(0),

#(2)go(00) = p(OI(1)+pu(DI(1),

1(3)go(o0) = pO)I(2)+p(DIQ2)+p2)I(1),
En particulier dans le cas récurrem positif, on a

I<ti et Zy(k) p(0)/(1—1) < co.

Par ailleurs pour pe N* on a
+ o

m, (i) = j', G (dt)
avec

Gi(1) = Z 0, §, t) = p,(1) FZ qJ(t

i=0
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done
m, (i) = f z%lp;(t)dri T t*’dq,(r)
Or
pi) = [ae==q9ds = a0 -~ [ % Fias,
dot

i+
(as ) J o lem™dt

8§

i~1 4w
+3 freat) ‘J“")’F(dt) < .

my(i) = p I Flds)=

Le cas I = 1 est utile 4 envisager, car il correspond intuitivement & 'idée
d’un service minimum assuré pour que la file tourne. Dans ce cas, le temps
1

d’oisiveté du serveur jusqu'd linstant ¢, soit |Iy,-qds vérifie
0

1 At '
(ﬁ [ Tiys=oyds; t = } Mm ((ez”"fﬁ)lmf(ﬂ}f‘luz(f) t = 0).
]

Les calculs précédents peuvent étre explicités davantage lorsque F est une
loi gamma de paramétre (bA, A):

F(dt) = = W14 1 o d,

r(bi)

mais cela améne des développements assez longs. =
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