PROBABILITY
AND
MATHEMATICAL STATISTICS

Vol. 15 (1995), pp. 469492

UNE INTRODUCTION A LA THEORIE GENERALE
DE L’APPROXIMATION QUADRATIQUE D’UNE APPLICATION
- LINEAIRE

PAR

JEAN-JACQUES TECHENE (Pau, FRANCE)

Abstract. The linear statistical inference constitutes one of the
more usual frameworks for quadratic approximation of linear map-
pings. Generally, the set of observations is a Euclidean space R?, and
the selected risk function is the trace of expectation of a quadratic loss
function. In fact, most common notions which one can manipulate
there (Gauss—Markov’s estimation for example) are totally indepen-
dent of all but linear structures on the space E of the observations.

We would like to introduce here the general problem of the
quadratic approximation of a linear mapping of a finite-dimensional
vector space E into another finite-dimensional vector space F, in-
cluding that of the admissibility of solutions, without any other
hypothesis other than the spaces E and F each being placed in
separate duality with another vector space. We show how the
positivity of the considered operators and the provision of a Euclidean
structure on the image space F is sometimes necessary to assure the
non-emptiness of the set of solutions. We would like to end by giving,
within this general framework, a proof of an extension of a fundamen-
tal L. R. LaMotte [5] theorem based on the Hahn—Banach theorem.

1. DUALITE ET CONVEXITE EN DIMENSION FINIE

Notations. Etant donnés une application T d’un ensemble E dans un
ensemble F et une application S de F dans un autre ensemble G, I'application
composée de T par S qui a tout u de E associe 1’élément S(Th) de F sera notée
So Tet'image T(E)de T, Im T. Lorsque E et F sont deux espaces vectoriels sur
un méme corps (ici R), nous noterons Z(E, F) [resp. Z(E)] l'espace des
applications linéaires de E dans F [resp. E]. Pour chaque T e #(E, F), nous
désignerons par Ker T le noyau T '({0}) de T.

1.1. Sous-espaces affines d’un espace vectoriel. Nous nommerons sous-espace
affine d'un espace vectoriel (ici réel) E limage L par une translation d’un
sous-espace vectoriel unique Z de E, appelé direction de L. Si v est le vecteur de
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cette translation, on a donc L= {v}+Z, ce que 'on note plus simplement
L = v+ Z. Cette écriture ne dépend pas du choix de v dans L. On sait que deux
sous-espaces affines de E, L = v+ Z et . = v+ Z', de directions respectives Z et Z',
ont un point commun si, et seulement si, v—v' € Z+ Z’, et que leur intersection est
alors un sous-espace affine de E de direction ZnZ'. Soulignons en outre la propriété
caractéristique suivante: pour qu’un sous-ensemble non vide L de E soit un
sous-espace affine de E, il faut et il suffit que, quels que soient les points distincts u et
v de L, la droite joignant u et v soit contenue dans L, autrement dit que

"~ (VieK) (V(u, v)e?) iu+(1—2A)veL.

1.2. Formes bilinéaires et dualité. Soient (E, E') un couple d’espaces
vectoriels réels et ¢ une forme bilinéaire sur E x E’. Nous dirons alors que E et
E' sont en dualité relativement a ¢ ou que @ est une dualité sur E x E'. Lorsque
E’' = E, nous dirons plus simplement que ¢ est une dualité sur E. Rappelons que
toute forme bilinéaire ¢ sur E se décompose d’une maniére unique en
@ = ¢, +¢,, ol ¢, est symétrique et ¢, antisymétrique. Toute application g de
E dans R telle qu’il existe une forme bilinéaire symétrique ¢ sur E vérifiant,
pour chaque xeE, q(x) = ¢(x, x), est appelée forme quadratique sur E. La
dualité y sur E définie par

Y (x, y) = s[a(x+y)—q(x)—q(y)]
est nommée forme polaire de g, et l'identité

2Y(x, y) = q(x+y)—q(x)—q(»),
identité de polarisation.

Nous dirons que deux espaces vectoriels réels E et E' sont en dualité
séparante relativement a une forme bilinéaire ¢ (sur E x E') si ¢ est non dégénérée,
autrement dit si, pour tout x non nul de E, il existe ye E' tel que ¢(x, y) # O et si,
pour tout y non nul de FE', il existe xe E tel que ¢(x, y) # 0. Pour tout espace
vectoriel réel E, de dual E* (espace des formes linéaires sur E), le couple (E*, E) est
clairement en dualité séparante relativement a la forme bilinéaire canonique sur
E* x E, notée {*, ), qui 4 tout (y*, x) de E* x E associe le réel {y*, x) = y*(x).
Evidemment, un espace vectoriel réel de dimension finie ne peut étre en dualité
séparante qu'avec un espace vectoriel E' de méme dimension et E' est alors
canoniquement isomorphe 4 E*. Dans ce cas, nous dirons que (E, E') est un
systéme dual (sans autre précision) et noterons, si aucune confusion n’est
a craindre, par {x, y) la valeur en (x, y) de la forme bilinéaire ¢ sur E x E', et donc
logiquement par Z* [resp. Z'*] orthogonal dans E’ [resp. dans E] de toute partie
Z [resp. Z'] de E [resp. E']. Lorsque E’' est I'espace E*, il est entendu que la forme
bilinéaire alors mise en jeu est la forme bilinéaire canonique sur E x E*.

Soient (E, E') et (F, F') deux systémes duaux et i une forme bilinéaire sur
E x F. Pour tout xeE, I'application y(x,): y = ¥(x, y) est une forme linéaire
sur F et donc il existe un €lément unique ze F' tel que Y¥(x, y) = {x, z) pour
tout yeF. Il est immédiat que M: x — z est 'unique application linéaire de E
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dans F' telle que, pour chaque (x,y) de ExF, y¥(x, y) = {y, Mx) et que
I'application ¢ — M est un isomorphisme de I’espace vectoriel #(E x F) des
formes bilinéaires sur E x F sur I'espace vectoriel £ (E, F’). Nous identifierons
I'espace #(E, F) a 'espace ¥ (E, F') et chaque forme bilinéaire  sur E x F’
a son application linéaire associée M.

Pour tout systéme dual (E, E'), cette identification nous amene a appeler
tenseur sur E toute application linéaire M de E dans E', 4 dire que M est
symétrique si nous avons {x, My) = {y, Mx)> pour tout (x, y)eE?, positif
[resp. strictement positif] sur un sous-espace vectoriel Z de E si {x, Mx)> >0
pour tout x€ Z [resp. > 0 pour tout x de Z\{0}] et & confondre légitimement
les notions de forme quadratique et de tenseur symétrique sur E. Nous
définirions de méme un tenseur sur E'. Nous désignerons respectivement par
% (E, E)et £ (E, E') 'ensemble des tenseurs symétriques sur E et I'ensemble
des tenseurs symétriques et positifs sur E.

Considérons maintenant deux systémes duaux (E, E') et (F, F') (nous
noterons indistinctement ¢+, > les deux dualités associées) et T une application
linéaire de E dans F. L’application ¢ de E x F’ dans R qui a tout couple (x, y)
associe le réel {Tx, y> est une forme bilinéaire sur E x F', de transposée
'o: (v, x) = (Tx, y). Il existe ainsi une application linéaire et une seule de F'
dans E’, notée ‘T et appelée transposée de T, telle que, pour chaque
(x, Y)eExF,{Tx, y> = {x, 'Ty>. Quand E' = E* et F’ = F¥*, la transposée de
T n’est autre que I'application qui a tout y* € F* associe ’élément y* o T'de E*.
Nous supposons connues les propriétés fondamentales de la transposition,
notamment le théoréme de Farkas: pour toutes parties C et D de E et
F respectivement, nous avons

[TOI' =(T)""(CY) et 'TO")<[T'(D],

I’égalité ayant lieu, en particulier, si D est un sous-espace vectoriel de F (et donc
Im'T = (Ker T)*).

1.3. Produits tensoriels en dimension finie. Considérons un systéme dual
(E, E'), un espace vectoriel réel F et un couple (Z, W) de sous-espaces vectoriels
de E’' et F respectivement. Pour tout élément (u, y) de E’x F, soient u®y
I'application linéaire élémentaire x —» (x,u>y de E dans F et ZQW le
sous-espace vectoriel de £(E,F) engendré par {u®y: (u, y)eZx W}.
L application ¢ qui a (u, y) associe u®y est une application bilinéaire de Z x W
dans ZQW et (Z®W, @) est un couple universel dans le sens ou @(Z x W)
engendre linéairement Z® W et ou, pour toutes bases {u;: iel} de Zet {y;: jel}
de W, {o(u;, y): (G, j)eIxJ} est une base de I'espace ZQ W (vérification laissée
au lecteur). Pour tout espace vectoriel réel H et toute application bilinéaire i de
Z x W dans H, il existe donc une seule application linéaire T de Z@ W dans
H telle que y = To g, d’ou il résulte que Z@ W apparait comme un produit
tensoriel de Z par W (cf. [2] par exemple). Cest pourquoi, nous nommerons
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produit tensoriel de Z par W, et noterons Z@ W, le sous-espace vectoriel de
Z(E, F) engendré par lensemble {u®y: (u, y)eZ x W}. Les éléments de
Z®W .de la forme u®y seront dits décomposables.

Etant donnés quatre systémes duaux (E, E'), (F, F'), (G, G') et (H, H'), les
régles opératoires de ces produits tensoriels (laissées a la diligence du lecteur)
sont les suivantes: ‘

(1) Quels que soient les sous-espaces vectoriels Z et Z' de E/, W et W de F,

(ZnZYQWAW') = (ZQW)NZ' @W').

| (i) Quel que soit (u, y)eE'x F, '(u®y) = y®u.
(iii) Quels que soient (4, Bye Z(E', H)x Z(F, G) et (u, y)e E' X F,

Au®By = Bo(u®y)04.

ProrosITION 1.1. Etant donnés un systéme dual (E, E') de dimension finie et
un-espace vectoriel réel F,on a #(E, F) = E'QF et, plus généralement, pour tout
sous-ensemble L de E et tout sous-espace vectoriel W de F:

{TeZE,F): LcKerTet ImT c W} =L'QW.

Preuve. Soient T une application linéaire de E dans F, {f;, ..., f,} une
base de Im T et, pour tout je {1, ..., g}, uf la forme linéaire sur E qui a chaque
xeE associe la composante du vecteur Tx sur Rf,. Il suit clairement

i=1

(VxeE) Tx = iuj-‘(x)jj-= i {x, upf
=1

ou u; est 'unique élément de E tel que u¥(x) = {x, u;) pour tout xeE; il en
découle que Z(E, F) = E'®F, car E ¢tant de dimension finie, 'ensemble des
applications linéaires de rang fini de E dans F coincide avec Z(E, F).

Maintenant, pour chaque (4, y)e I x W, il est immédiat que u®y appar-
tient a I'ensemble 4 = {Te Z(E, F): Lc KerTet InT < W} et donc que
L'®W < 4. Réciproquement, soit T=3_ #;,® f; un élément de 4, ou
{f1s ... f,} est une famille libre de F (la preuve de la relation #(E, F) = E'®F
montre clairement que toute application linéaire de E dans F peut s’écrire
ainsi). L’indépendance linéaire des vecteurs f, , ..., f, entraine alors que, quel
que soit xeL, la relation Tx =0 équivaut 4 {x,u;») =0 pour tout
je{l,..., q}; on en déduit que:

LcKerT<(Vje{l,...,q}) wek
et la propriété cherchée en résulte immédiatement. =

Exprimant que chaque vecteur f, d’'une base de Im T s’¢crit comme
combinaison lin€aire unique de vecteurs de toute base de W, on obtient plus
précisément le
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COROLLAIRE 1.2. Pour toute base {y;: jeJ} de W, chaque élément T de
ZQ@W s'écrit d'une maniére et d'une seule sous la forme T = Y j;u;Qy;, o ;€ Z
pour tout jeJ.

Considérons maintenant trois systémes duaux (E,E'), (F, F') et (G, G).
Compte tenu de la proposition 1.1 précédente, le théoréme de factorisation des
applications lineaires ([2], p. 13) conduit alors aussitdt aux résultats suivants:

- CoOROLLAIRE 1.3. Soit Z un sous-espace vectoriel de E'. Pour toute
application linéaire R de E dans G telle que KerR = Z*,ona Z@F = {SOR:
Se #(G, F)}.

COROLLAIRE 1.4. Soient T et A deux applications linéaires de G dans E
et de G dans F telles que KerT < KerA. Alors lensemble T ={X
€ #(E,F): X0T= A} est un sous-espace affine de L(E, F) de direction
A = (Ker'T)QF.

En effet, 4 est 'ensemble des X de £ (E, F)telsqueIm T Ker X, d’ou le
résultat d’aprés le corollaire 1.3, car (Im T)* = Ker ‘T, Enfin, la démonstration
de la proposition suivante n’est qu’une simple vérification laissée au lecteur:

PROPOSITION 1.5. Soient (E, E'} et (F, F') deux systémes duaux. Les espaces
vectoriels #(E, F) et Z(E', F') sont alors en dualité séparante relativement a la
forme bilinéaire ¥ définie [sur une famille génératrice de ¥(E, F)x £ (E', F')]
par : v

Pu®y, x®v) = <{x, up<y, v)

pour tous couples (u, x) et (v, y) respectivement de E' x E et F' x F. De plus, pour
chaque couple (Z, W) de sous-espaces vectoriels de E' et F respectivement,
Porthogonal de ZQW relativement & ¥ dans L (E', F)) est Z"QF + EQ W™,

Les ¢léments des espaces L (E, F) et £ (E', F’) étant notés par les lettres
latines majuscules, ou par un produit tensoriel de vecteurs s’il s’agit d’¢léments
décomposables, nous noterons, sans risque de confusion possible, (A4, B) la
valeur en (4, B) de la forme bilinéaire Y.

Etant donné un systéme dual (E, E'), la relation £ (E) = E'®@E montre
qu’il existe une forme linéaire et une seule sur #(E), appelée trace et notée tr,
telle que:

(V(u, x)e E' x E) tr(u®x) = {x, u).
Comme, pour tout (u, x) et (v, y)de E' X E, u®x)0 (v®y) = {y, up u®y, il
est clair que l'on a
tr[(u®x)o (v @y)] = tr[(v®@y)o(u @x)],

dont il résulte aussit6t que, d’une part, pour tout couple (4, B) d’endomorphis-
mes de E, on a tr(4 o B) = tr(BoA) et tr ‘A = tr A4, et d’autre part, que si F' = F,
la dualité ¥ sur L(E, F)x % (E', F) définie par la proposition 1.5 n’est autre
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que la forme bilinéaire telle que:
(V(S, Ve Z(E, F)x Z(E, F)) S, T) = tr(So'T) = tr(T0'S).

Enfin (propriété bien connue laissée au lecteur), si E est euclidien, la
restriction de la trace a ensemble #; (E) des tenseurs symétriques et positifs
sur E est injective.

14. La génération des cones convexes. Rappellons que I'on dit quune
partie C d’un espace vectoriel réel E est un céne lorsque C est stable pour
toutes les homothéties vectorielles de rapport strictement positif. Si 'origine
0 appartient a C, le cone C est dit pointé. Un cone convexe saillant est un c6ne
convexe pointé qui ne contient aucune droite vectorielle. On sait que, pour
qu'une partie C de E soit un cone convexe, il faut et il suffit que I'on ait
C+CcC et ACc C pour tout 1 >0, et que, si C est un cone convexe,
Iensemble C—C est le sous-espace vectoriel de E engendré par C. Le cOne
convexe engendré par une partie A de E est donc I’ensemble des combinaisons
linéaires ) A;x;, oi {x;: icI} est une famille finie non vide quelconque
d’¢léments de 4, et ou A;> 0 pour tout iel.

Par ailleurs, si C est un cOne convexe pointé de E, le plus grand
sous-espace vectoriel de E contenu dans C est l'ensemble (non vide)
V=Cn(—=C): en effet, AV = V pour tout réel 1# 0, et de plus

V4V c(C+ON[—(C+CO)] = Cn(-C) =V,

ce qui montre que Vest un sous-espace vectoriel de E, qui contient a I'’évidence
tout sous-espace vectoriel de E inclus dans C. Il s’ensuit qu'un c6ne convexe
C est saillant si, et seulement si, Cn(—C) = {0}.

Nous appellerons base d’un cone convexe pointé C toute partie convexe
B de E, sil en existe, ne contenant pas lorigine 0 et telle que

- C=R*"B={lx: AeR*, xeB}. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier _

que, si un cone convexe pointé C admet une base B, alors C n’est autre que le
cone convexe engendré par B au sens ou C est 'ensemble des combinaisons
linéaires positives ) A;x;, ou {x;: iel} est une famille finie non vide
quelconque d’éléments de B et ou 4, > 0 pour tout iel. Le résultat suivant
a été démontré par L. R. LaMotte dans un cadre plus restreint ([5], p. 248):

PRrOPOSITION 1.6. Soit E un espace vectoriel réel topologique séparé de.
dimension finie. Alors:

(i) Tout cone convexe fermé saillant de E admet une base compacte.

(i) Pour tout céne convexe fermé C de E, il existe une partie convexe
compacte A ne contenant pas l'origine 0, appelée socle de C, telle que

C=R'A+V e R'AnV=1{0},

ou V est le plus grand sous-espace vectoriel de E contenu dans C.
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Preuve. (i) On sait que I'unique topologie vectorielle séparée sur un
espace vectoriel réel de dimension finie E (dite canonique) peut étre définie par
une norme arbitraire |- sur E (cf. [1]). Soit C un c6ne convexe fermé saillant
de E et considérons la sphére-unité S de E. Alors I'ensemble A = CnS est un
fermé de S et donc, comme S, un compact de E. Son enveloppe convexe %(A)
est donc aussi compacte dans E. De plus, l'origine 0 n’appartient pas a €(A).
En effet, si l'origine appartenait a €(A), il existerait une combinaison convexe
Z:; , 4:x; d’au moins deux points x,, x,, ..., x, de 4 (car 0¢ A) qui serait nulle,

et on aurait. (en supposant par exemple que 4, # 0)

X, = ——(z": Ax)2y.

Autrement dit, comme x, €4 et que 0¢ 4, Rx, # {0} et —x, appartiendrait
également au sous-ensemble A, d’o1 I'on déduirait que Rx; = C, car C est un
cone convexe de E (et donc C+C < C et AC < C). 1l en résuiterait que C, cone
convexe saillant par hypothése, contiendrait un sous-espace vectoriel de
E autre que {0}, ce qui est impossible car Cn(—C) = {0}. De plus, pour tout
x non nul de C, on a |[x| “!xeA et donc C est contenu dans le cone convexe
fermé engendré par €(4). Comme C est un cone convexe contenant ¥(A), on
a linclusion opposée, et par suite #(A4) est bien une base compacte de C.

(i) Soit C un cbéne convexe fermé de E. Remarquous que, pour tout
supplémentaire W de ¥V = Cn(—C) dans E, on a C = CAhW + V. En effet, pour
tout x de C, on peut écrire x =v+w avec veV et we W, comme alors
w=x—veC+V et que C+VcC+Cc(, il vient weCnW et donc
C =« CnW +V. L’inclusion opposée est triviale. L’application de (i) au cone
convexe fermé saillant CnW donne alors immédiatement (ii). a

A noter que cette proposition est généralement fausse en dimension infinie
car sa démonstration repose sur la compacité de la boule-unité.

2. ORTHOGONALITE ET PROJECTION
RELATIVEMENT A UN TENSEUR SYMETRIQUE =~ ~

2.1. L’orthogonalité relativement i un tenseur symétrique. Nous con-
sidérons une fois pour toutes, dans ce paragraphe, un systéeme dual (E, E').
Etant donnés un tenseur symétrique M sur E et un sous-ensemble A de E, il est
immeédiat que [M(A)]+ est I'orthogonal de A dans E relativement au tenseur
M (c’est-a-dire relativement a la forme bilinéaire sur E qui a tout (x, y) associe
{x, My)). Comme M est symétrique, alors en vertu du théoréme de Farkas
§ 1.1), [M(A)]+ est identique & M ~!(4L). Afin de distinguer cette ortho-
gonalité de celle relative 4 la dualité {-,*> sur ExE’, nous dirons que
[M(A)]+ est le sous-espace (vectoriel) M-orthogonal de A dans E; nous le
noterons A+™. Lorsque M est un tenseur symétrique sur E/, il est clair que
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I'on peut définir de la méme maniére le sous-espace M-orthogonal d’un
sous-ensemble A" de E'.

PROPOSITION 2.1, Soient M un tenseur symeétrique sur E et Z un sous-espace
vectoriel de E. Si M est positif sur Z, les relations suivantes sont équivalentes et
vérifiées:

iy Z*nM(Z) = {0},

() E=Z+2Z'¥M,

(iii) Im M <Zt+ M(2).

" “Preuve. Soit M, la restriction de M au sous-espace Z. Comme M est
positif sur Z, l'inégalitt de Cauchy-Schwarz entraine aussitt que

KerM, = {ueZ: {u, Mu) = 0}.

Il suit que tout u=MzeZ'nM(Z), avec zeZ, est tel que 0=z, u)
= {z, Mz), donc nécessairement nul, car alors ze Ker M,, ce qui prouve (i).

L’équivalence entre (i) et (ii) s’obtient immédiatement par passage aux
orthogonaux, étant donné que Z‘™ =[M(Z)]*. Par ailleurs, la relation
M~[M(2)] = Z+Ker M implique que:

ZAAM(Z) = {0} < ZnM~1(Z4) < Ker M,
ou M~Y(Z4Y) = [M(Z)]*. L’équivalence entre (i) et (iii) s’en déduit par passage
aux orthogonaux. =

On notera que la relation (iii) entraine que Z*+Im M < Z* + M(Z), dont,
on déduit aussitbt que Z*+ImM =Z'+M(Z), et par suite que
ZoKerM = ZnZ*M, D'ou également la

PROPOSITION 2.2. Pour tout sous-espace vectoriel Z de E et tout tenseur

symétrigue M sur E, positif sur Z, on a:

() Z'+ImM = Z*©M(Z),
(i) ZnKerM = ZnZ'™M,
(iii) Z*+ImM = E, si M est strictement positif sur Z.

2.2. Projection relativement & un tenseur symétrique. Soient Z un
sous-espace vectoriel de E, M un tenseur symétrique sur E, R une application
d’un ensemble & dans E’ et D une application de & dans E. Pour chaque ve 4,
considérons le programme quadratique:

P, Min{u, Mu—2Rv): ueDv+2Z.

THEOREME 2.3. Pour que le programme (P,) admette au moins une solution
pour chaque ve &, il faut et il suffit que M soit positif sur Z et que Im(M 0 D—R)
soit contenu dans Z*-+1ImM. L'ensemble des solutions de (P,) est alors un
sous-espace daffine de E de direction ZnKer M.
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Preuve. Pour tout ved, le gradient en ae E de l'application q: u —
{u, Mu—2Rv) est Vq(a) = 2(Ma— Rv). Donc, pour que # est une solution de
(P,), il faut et il suffit qu'il existe xeZ tel que I'on ait 4 la fois & = x+Dv et
Mi—RveZ*. La condition

Im(M o D—R) < Z* + M(Z)

est donc nécessaire pour que (P,) admette une solution pour chaque ve &. Par
ailleurs, T'identité de polarisation (§ 1.1) appliquée au tenseur M conduit, pour
tout (u, z)eE X E, a l'identité:

(1) <u+z, M(u+z)—2Rv)—{u, Mu—2Rv) = 2<{z, Mu—Rv) +<z, Mz).
Or, si § est une solution de (P,), nous avons a la fois, quel que soit ze Z:
{p, Mi—2Rv) < {(i+z, M(1+2z)—2Rv) et <(z, Mi—Rv) =0,

d’ou I'on tire que M est positif sur Z, et par suite, d’aprés la proposition 2.2,
que:
Z*+M(Z)=Z*+Im M.

Réciproquement, si Im(M o D—R) < Z* + M(Z), alors, pour tout ve &, il existe
xeZ tel que I'on ait M(Dv—x)— Rve Z*; I'identité (1), avec u = Dv—x, donne
alors:

(VzeZ) {u+z, M(u+z)—2Rv)—<{u, Mu—2Rv) = {z, Mz),

ce qui prouve aussitot, si de plus M est positif sur Z, que Dv—x est une solution
du programme (P,). L’ensemble des solutions est alors I'ensemble des ve Dv+Z
tels que l'on ait M€ Z* + Rv. Clest clairement (cf. § 1.1) un sous-espace affine de
E, contenu dans le sous-espace affine Dv+Z, de direction (proposition 2.2):

ZnM Y (ZY=ZnZ*M = ZnKer M,
ce quil fallait montrer. m '

Il en résulte immédiatement que le programme (P,) admet une solution
unique pour chaque v de & si, et seulement si, le tenseur M est strictement
positif sur Z, ou ce qui est équivalent si, et seulement si, Z*¥ est un
supplémentaire de Z dans E. De plus, on notera que si D est une application
constante d’image {d} et si R = M (avec & = E), alors le programme (P,) est
identique au programme:

Min{v—u, M(v—u)}: ued+Z,

qui n’est autre que la recherche des “projections™ de v sur le sous-espace affine
d+ Z (indépendant de v) au sens du tenseur M. L’¢étude d’un tel programme,
par la famille des “projecteurs” qui lui sont associés, constitue en particulier le
fondement de linterprétation géométrique de I'estimation de Gauss—Markov

(cf. [71, [8] ou [9]).
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3. LAPPROXIMATION QUADRATIQUE D’UNE APPLICATION LINEAIRE

C’est relativement & deux préordres fondamentaux que nous allons
rappeler quest classiquement envisagée l'approximation quadratique d’une
application linéaire.

3.1. Les relations d’ordre de Loewner et de préordre de Schur. Soit (E, E') un
systéme dual. Nous appellons relation d’ordre de Loewner sur Z(E', E) et
noterons =<, la relation d’ordre partiel sur Z(E’, E) définie par

M, M,<M,—M, e (E, E);

nous nommerons préordre de Schur sur # (E) et désignerons par < la relation
de préordre total sur Z(E) telle que:

Lorsque E’ = E et que la dualité ¢-, *) est positive sur E, il est immédiat que la
trace conserve lordre de Loewner, c'est-a-dire que M, <; M, entraine
M, <y M, pour tout couple (M,, M,) d’éléments de .#(E). La réciproque est
vraie. En effet, pour tout xeE, on a x®x =, 0 et la positivité de la dualité
{+, *) sur E est une condition nécessaire pour que l'on ait tr(x®x) = {x, x> =0
pour chaque xekE.

3.2. L’approximation au sens de Pordre de Loewner. Dans toute la suite de
cette section, on désigne par (E, E') et (F, F’) deux systémes duaux, par M et
N deux tenseurs symeétriques sur E' (et 4 valeurs dans E) et par B une
application linéaire de E dans F. Pour chaque application linéaire T'de E dans
F, nous appellerons tenseur de l'erreur quadratique associée a T (erreur commise
en “approchant” B par T) le tenseur sur F', noté go(M, N, T), défini par:

o(M, N, T) = To Mo'T+(T—B)oN o*(T—B).

Pour tout sous-espace affine I' de #(E, F), on notera Iy(B) I'ensemble,
éventuellement vide, des éléments B de I tels que o(M, N, B)<X, ¢(M, N, C)
pour tout Cel’, autrement dit I'ensemble des solutions du programme:

() (VveF') Min{v, o(M, N, C)v): CeT.

Pour qu’un élément B de I' appartienne & I,y(B), il faut et il suffit donc
que, pour tout Cel et tout veF’, on ait: ’

{'Bv, M o'Bv) +{*(B—B)v, NQ‘(E— B)v)
< {('Cv, Mo*Cv)+{(C—B)v, No{(C—B)v),

autrement dit, aprés un calcul immeédiat, que, pour tout CerI et tout veF':

(B, (M +N)o'By—2N 0'Bp> < <'Cp, (M +N)0'Co—2N 0'Bv>.
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Comme par ailleurs, pour chaque veF’, lensemble {‘Cv: CeI'} est un
sous-espace affine de E’ (vérification immédiate), on en déduit la

ProrosITION 3.1. Soit I' un sous-espace affine de ¥(E, F). Pour qu'un
élément B de I' appartienne a Iyy(B), il faut et il suffit que, pour tout
veF', u ="Bv soit une solution du programme quadratique:

) Min{x, (M+N)x—2No'Bv): xe{'Cv: CeT}.

Dans les applications, la direction de I' est le produit tensoriel d’un
sous-espace Z de E' par unsous-espace W de F. La direction Z, du sous-espace
affine L, = {*Cv: CeI} de E' est alors le sous-espace vectoriel de E’ engendré
par la famille &%, telle que:

F,={y®z(v): (z, y)eZx W} = {{v, yyz: (z, y)eZx W},
et donc Z, = Z si W ¢ (Rv)*, ou {0} sinon. De cette propriété, on déduit le

THEOREME 3.2. Soient Z et W deux sous-espaces vectoriels de E' et
F respectivement, & le complémentaire de W+ dans F' et I un sous-espace affine
de Z(E, F) de direction ZQW. Alors:

(i) Une condition nécessaire et suffisante pour que 'ensemble I'yn(B) ne soit
pas vide est que le tenseur M + N soit positif sur Z et que, C désignant un élément
arbitraire de C et posant R = Co(M+N)—BoN, on ait

ZnKer(M+N) c R™Y(&4).

L’ensemble TI'yy(B) est un singleton si, et seulement si, le tenseur M+ N est
Strictement positif sur Z.

(ii) Lorsque Iyn(B) # @, pour qu'un élément B de I' appartienne a Iy (B), il
faut et il suffit que Z — Kerf[Bo(M+N)—BoN] et In(B) est alors un
sous-espace affine de ¥ (E, F) de direction [ZnKer(M + N)]® W.

Preuve. (i) Soit » un élément non nul de F'. La direction de L,
= {'Cv: CeI} étant {0} ou Z selon que v appartient ou n’appartient pas
a W, la proposition 3.1 nous renvoie au théoréme 2.3 (ou a un prolongement
immediat de ce théoréme) dans lequel on remplace M par M + N, R par No‘B
puis D par ‘C: pour que le programme (2) admette, pour chaque veF’, au
moins une solution, il faut et il suffit que M+ N soit positif sur Z et que,
C désignant un élément arbitraire de I', on ait

[(M+N)o'C—No'B](6) « Z*+Im(M +N),
autrement dit, avec les notations de ce théoréme, ‘R étant linéaire,
‘R[vect(€)] = Z++Im(M +N),

ou vect (&) désigne le sous-espace vectoriel de F’ engendré paf &; par passage
aux orthogonaux, il revient a écrire (comme [vect(£)]* = &, cf. § 1.2) que

ZnKer(M+N) c R™1(&Y).
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La deuxiéme partie de cette assertion se déduit clairement de la proposition 2.2:
si le tenseur M+ N est positif sur Z, il est strictement positif sur Z si, et
seulement si, sa restriction 4 Z est injective, ce qui revient 4 dire que
ZnKer(M + N) = {0}, et alors le programme (2) admet une et une seule
solution.

(ii) Posons R = Bo(M +N)—BoN, ou Ber. Le gradient au point ac E’ de
application g qui 4 tout xeE' associe le réel {(x, (M +N)x—2No'Bv) est

Vqg(a) = 2[(M + N)a— N o'Bv].

Donc, si les conditions d’existence (i) sont remplies, alors, quel que soit
veF', u ="'Bv est une solution de (2) si, et seulement si, Im'R = Z*, d’oi la
premiére partie de (ii) par passage aux orthogonaux. Comme I'ensemble des
éléments décomposables engendre le produit tensoriel ZQ W et que W # {0},
on notera ici que la condition Im'R = Z* est équivalente 4 (z® y)0'R = 0 pour
tout (z, y)eZx W, car (z®y)0‘R = Rz®y..

De plus, d’aprés le théoréme 2.3, C désignant un point arbltralre de I,
I'ensemble des solutions du programme (pour chaque ve F):

Min{x, (M +N)x—2No‘Bv): xe'Cv+Z

est, §'il n’est pas vide, un sous-espace affine de E de direction ZnKer(M + N),
ce qui prouve, en vertu de la proposition 3.1, la deuxiéme partie de 'asser-
tion (ii). m

Remarque 1. Dans les applications (cf. [5] par exemple), 'orthogonal Z*
de Z est 'image d’une application linéaire donnée T d’un espace vectoriel réel
G et 4 valeurs dans E, et '

I'={Xe¥%(E,F): XoT = A},

ou A est une application linéaire de G dans F, également fixée, telle que

" Ker T < Ker 4 (cette derniére condition assurant la non vacuité de I', voir

aussi le corollaire 1.4). Si I'on note par G’ un espace vectoriel en dualité
séparante avec G, I'ensemble I;,y(B) est clairement ’ensemble des solutions du
systéme d’équations suivant, d’'inconnue X dans ¥(E, F):

XoT=A4, XOo(M+N)o'T=BONO'T

Remarque 2. On observera que lorsque E’ et F’' sont les duaux E* et F*
de E et F respectivement, tous les résultats mis en évidence par le théoréme 3.2
précédent ne mettent en jeu que la seule structure d’espace vectoriel de E et
de F.

Parmi les nombreuses conséquences du théoréme 3.2, nous retiendrons
tout de suite le corollaire suivant qui précise I'effet d’une application linéaire
sur les éléments de 'ensemble I;,x(B). On désigne par (G, G') un autre systéme
dual, par Z un sous-espace vectoriel de E’ et par I; 'application identique de E:
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COROLLAIRE 3.3. Soient I' = A+ Z®F un sous-espace affine de Z(E, F) et
T une application linéaire de F dans G. L'ensemble I' = {ToC: CeTI} est un
sous-espace affine de L (E, G) inclus dans I'" = TOA+Z®G et de direction
Z@ImT. De plus, si Iun(B) nest pas vide:

un(ToB) = {ToB: Belyy(B)} = I'yin(To B).
En particulier, si I'on pose A =1I1;+ZQE, .alors, lorsque Berl, on a

N {BoQ: Qe Mun(Ip)} < Tiux(B),
et cette inclusion est une égalité si, et seulement si, B est surjective.

Preuve. Il est clair que I'ensemble I = {To C: CeI'} est un sous-espace
affine de Z(E, G) de direction 4' = {ToU: UeZ®F}. Comme {u®y: (u, y)
€Z x F} engendre linéairement Z®F, A’ est engendré par la famille
{Tou®y): (u, y)eZ x F}, d’oti I'on tire que A’ = Z®Im T, car on a To(u®y)
=u®Ty.

Supposons Iyy(B) # @. Soit Belyy(B) et posons R = Bo(M+N)—
—BoN. Comme alors BeI, Z = KerR et que KerR < Ker(ToR), on
a ToBeI' et Z c Ker(To R). La premiére partie de cette proposition est alors
une conséquence du théoréme 3.2, car To B appartient simultanément aux
sous-espaces affines I'yy(TOB) et I'yn(ToB) de Z(E, G) de directions
[ZnKer(M+N)]®Im T et [ZnKer(M+N)]®G respectivement, ces deux
ensembles ne coincidant que si T est surjective. La deuxiéme partie en découle
par un aménagement évident laissé au lecteur. m

Enfin, le corollaire suivant étend sensiblement divers résultats publiés
notamment dans [5] (pp. 246-247) ou [3] (pp. 15-17):

COROLLAIRE 3.4. Si les tenseurs M et N sont positifs sur Z et si ' = B+
+Z®F, alors I'\yy(B) n'est pas vide et, pour tous C de B+(ZnKer N)®F et
B de T'yy(B), on a:

(i) ¢(M, N, By=BoMo'C=CoNo'C—BoNo'C;

(i) ZnKer N < Ker(Bo M);

(i) BOMo'B<; BoMo'C=<;CoMo'C.

Preuve. Comme les tenseurs M et N sont positifs sur Z et que
B appartient a T', la non vacuité de I'py(B) est équivalente a la relation

ZnKer(M+ N) = Ker(Bo M)
qui est immédiate, car, sous de telles hypotheéses, il est clair que:
ZnKer(M+N) = ZnKer MnKer N « Ker M < Ker(Bo M).

(i) Soient BeT'yn(B) et Ce B+(ZnKer N)®F. Compte tenu de la rela-
tion Im*(B—C) = Z (proposition 1.1), l'assertion (ii) du théoréme 3.2 précé-

31 — PAMS 15
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dent entraine
' Bo(M+N)o(B—C) = BoNo{B—C),

ol Im‘(B—C) < KerN, dont on déduit que BoMo’'B= BoMo'C. Par
ailleurs, BeI', d’oi Im‘(B~— B) c Z (proposition 1.1), et donc on a également

Bo(M+N)o(B—B) = BoNo*B—B),
ce qui en développant, donne:
BoMo'B=BoMo'B—BoNoB—B)+BoNo {B—B)
=~ BoMo'B+(B—B)oNo'(B—B) = o(M, N, B).

Enfin, pour tout Te Z(E, F), on a g¢(M, N, T)=o(N, M, B—T), ce qui
implique aussitdt, 4 1'aide de I'égalité précédente, que:

o(M, N, By=(B—B)oNo'B=BoNo‘B—BoNo'B
=CoNo!C—~BoNo'C.

(i) Pour tout Ce B+(ZnKer N)®F tel que Im‘(B—C) = ZnKer N, on
a donc, d’aprés (i), BoMo'B—C)=0, dou il résulte que ZnKerN
c Ker(Bo M).

(iii) Puisque ¢(M, N, B)= BoMo'C, que CeT et que BeI'yy(B), on a

BoMo'C<,CoMo'C.

Par ailleurs, Im{(B— B) c Z, et comme le tenseur N est supposé positif sur Z, il
est clair que (B—B)ON o B—B) >, 0, dou l'on tire:

BoMo'B = Q(M’ N, B)_(B_B)ONOI(B_E) <LBOMO‘C5

ce qui achéve la preuve. m

On notera que lassertion (iii) entraine que I'yy(C) = I'yn(B) pour tout
elément C du sous-espace affine B+(ZnKer N)®F de I.

3.3. Approximation au sens du préordre de Schur. Nous conservons dans ce
paragraphe les hypothéses et notations précédentes mais supposons en outre
que F’' = F (de maniére a4 ce que 'on puisse définir le préordre de Schur sur
Z(F)). Pour tout sous-espace affine I' de #(E, F), nous noterons [y(B)
I'ensemble, éventuellement vide, des éléments Be I" solutions du programme:

() Mintr[g(M, N, C)]: Cer.
Soulignons que, si la dualité (-, +> sur F est positive, la trace sur .#(F) conserve

Pordre de Loewner, et donc dans ce cas I'yy(B) = I'yn(B).

THEOREME 3.5. Soient Z et W deux sous-espaces vectoriels respectivement de
E' et F, I' un sous-espace dffine de ¥ (E, F) de direction ZQW. Alors:
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(i) Une condition nécessaire et suffisante pour que [yy(B) ne soit pas vide
est que, d'une part, la restriction de la dualité sur F au sous-espace W et la
restriction du tenseur M + N au sous-espace Z soient de méme signe constant et
que, d'autre part, C désignant un élément arbitraire de I et posant
R=Co(M+N)—BoN, on ait

R[Z~Ker(M +N)] =« W+.

L’ensemble ["y;n(B) est un singleton si, et seulement si, les restrictions de la dualité
sur F au sous-espace W et de M+ N au sous-espace Z sont de méme signe
constant, la restriction de M+ N a Z étant de plus injective.

(i) Supposons Iyy(B) #@. Pour quun élément B de I appartienne
a Fyn(B), il faut et il suffit que [Bo(M+N)—BON1(Z) = W' et Fyn(B) est
alors un sous-espace affine de Z(E, F) de direction [Z nKer(M + N)]@W.

Preuve. (i) Posons 4 = Z@W et considérons les tenseurs symétriques
® et @' sur L (F, E) relativement 3 la dualité ¥ sur Z(F, E) x ¥ (F, E') définie
par ¥(S, T) = tr(So'T) (proposition 1.5) tels que &(T) = (M +N)o Tet &'(T)
= N o T. L’ensemble I}y(B) apparait alors comme I’ensemble des solutions du
programme

Min P['S, @(S)—29'(‘B)}: SeT,
autrement dit encore du programme
3) Min Y[T, #(T)—-29'('B)}: Te'C+WQ® Z,

ou C est un élément arbitraire (mais fixé) de I D’aprés le théoréme 2.3
appliqué a la dualité séparante ¥, un tel programme admet une solution si, et
seulement si, le tenseur @ est positif sur W®2Z, ce qui s'écrit

)] (VDeAd) tr[Do(M+N)o*'D] =0,
et si
(&) _ (M+N)o'C—No'Be(WRZ) +Im &.

Or (proposition 1.1), #(F, E) coincide avec FQE, donc & n’est autre que
I'endomorphisme de F®E entiérement défini par
®: y@x —(M+N)o(y®x) = y®[(M + N)x]

et In® = FRIm(M+N). Il en résulte, en particulier, que la condition 4)
entraine ‘

(V(z, x)eZx W) P[z®x, P(z@x)] = {x, x){z, (M+N)z) =20,

d’ou il découle que la restriction de la dualité ¢-, +)> sur F au sous-espace W et
la restriction de M 4+ N au sous-espace Z doivent étre de méme signe (constant)
pour que I'yy(B) # . Cette condition est également suffisante. En effet, soit
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DeZ®W, d’apres le corollaire 1.2, pour toute base {y;: iel} de W (que I'on
peut choisir orthogonale relativement a la composante symétrique de la duali-
té ¢-,-> sur F), il existe une famille (unique) {z;: ieI} de Z telle que
D= Zierzi(@y,-. Par suite, d’aprés la proposition 1.5, il vient:

Y['D, #(D)] = ¥Y[Y.y:Qz;, (M+N)o) y,®z]

iel iel

= ?[Y )@z, ¥ y,QM+N)z]

iel iel

=3 G 1 <2 M+ N)Z+ Y 3 ¥ 2o (M+N)Z,)

iel i#j

=Z<yi’ y:‘) <Zi, (M+N)Zi> > 0. -

iel

De plus, toujours d’aprés la proposition 1.5, Porthogonal (W®Z)'¥ de W®Z
par rapport a la dualité ¥ est le sous-espace W QE+ F®RZ! de Z(F, E); on
en déduit:

(WRZyY¥+Imd = WQE+FQ[Z*+Im(M + N)]
= WrQE+F®[ZnKer(M+N)]*
= {[WQE]n[FnKer(M + N)]}*.
On peut remarquer que 'on a:
[WQE]n[FnKer(M+N)] = [WNF]Q{En[ZnKer(M + N)]}
= W®[ZnKer(M + N)].

Il en résulte clairement que si 'on pose R = CO(M+N)—BoN, la condition
(5) ci-dessus est équivalente a:

(VyeW) (Vze ZnKer(M +N)) tr(Rz®y) =0,
autrement dit a4 la relation
R[ZNKer(M +N)] =« W+,

La premiére partie de I’assertion (i) est ainsi démontrée. La deuxiéme partie est
une conséquence immédiate du théoréme 2.3: pour que Iy (B) ne soit pas vide,
il faut et il suffit que le tenseur @ soit strictement positif sur W®Z, ce qui se
traduit bien, d’aprés la preuve précédente, par la condition énoncée.

(i) D’aprés le théoréme 2.3, pour qu’un élément BeI soit une solution du
programme (3), il faut et il suffit que:

(M+N)o'B—No'Be(WRZ)'Y,
c’est-a-dire, si I'on pose R = Bo(M+N)—BoN, que:
(V(z, y)€Zx W) tr(Rz®y) = 0.
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Cette propriété est clairement équivalente 4 la relation R(Z) « W*. De plus,
I’ensemble des solutions de (3), s’il n'est pas vide, est, toujours d’a-
prés le théoréme 2.3 appliqué 4 ce programme, un sous-espace affine de I'
dont la direction est I'ensemble des éléments D de Z(E', F) tels que
'De(WRZ)nKer ®. Comme:

Ker® = {Te #(F, E): Im T < Ker(M + N)}
et que (cf. proposition 1.1):
"WQZ={Te¥(F,E): ImT<Z et Im'T c W},

le sous-espace [ZnKer(M + N)]J@W est bien la direction de Fyy(B), ce qui
achéve la preuve. m i

D’aprés I'assertion (i) de chacun des théorémes 3.2 et 3.5, on voit que si la
dualité <+, *> est positive sur le sous-espace W, I'y;x(B) peut étre vide sans que
fMN(B) le soit, mais si I'yy(B) n'est pas vide, il en est de méme pour I"yy(B) et
alors I"yy(B) coincide avec I'yy(B), de telle sorte que I'on a le theoreme
fondamental suivant d'invariance quadratique:

THEOREME 3.6. Soient Z et W deux sous-espaces vectoriels respectivement de
E' et F, I un sous-espace dffine de ¥ (E, F) de direction ZQW.

(i) Si I'yn(B) # D il faut et il suffit que la restriction de la dualité sur F au
sous-espace W soit positive pour que 'yn(B) # @, et alors les ensembles Iy (B)
et I'yn(B) coincident.

(ii) Si la restriction de la dualité sur F au sous-espace W est positive, pour
que les programmes (%) et (#,) soient équivalents, c’est-d-dire en raison de (i),
pour que les conditions de non vacuité de Iyy(B) et I'yn(B) soient identiques, il
faut et il suffit que W =F.

CoNcLUSION. On notera que le caractére éventuellement positif de la
dualité ¢+, ) sur F ne concerne veritablement que sa composante symeétrique,
elle-méme alors non dégénérée. D’un point de vue pratique qui n’affaiblit pas
vraiment la généralité, si le tenseur M + N est positif sur Z et si W = F, il est
alors nécessaire (et bien entendu suffisant) de supposer que l'espace F est
euclidien pour que 'ensemble I'yx(B) ne soit pas vide. Les propriétés relatives
a I'yy(B), notamment la stabilité par linéarité s’étendent alors, en termes
absolument identiques, a ensemble Iy (B).

4. PADMISSIBILITE EN APPROXIMATION QUADRATIQUE
D’APPLICATIONS LINEAIRES

Dans cette section, on conserve les notations de la section 3 pre-
cédente. On considére un systeme dual (E, E’), un espace euclidien F,
un sous-espace vectoriel Z de E’ non réduit a {0} et une application linéaire
B de E dans F. On désigne par I' un sous-espace affine de £ (E, F) de direction
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Z®F. Nous utiliserons une seule et méme notation pour désigner les ensembles
Fyn(B) et I'yn(B) qui coincident sous ces hypothéses (théoréme 3.6): la
notation I'yy(B).

Chaque espace vectoriel réel de dimension finie mis en jeu est naturel-
lement supposé muni de la topologie canonique. Nous désignons une fois pour
toutes par X un céne convexe fermé de 'espace L (E', E)x & (E', E) forme de
couples (M, N) de tenseurs positifs sur Z et non réduit a la famille des couples
(M, N) de tenseurs s’annulant sur Z, par £ un sous-espace vectoriel de
2 (E', E)yx % (E', E) contenant X et par £* le cone saillant de = constitué des
couples de tenseurs positifs sur Z. A noter que, sous de telles hypothéses,
I’ensemble ¥ ne peut pas €tre un espace vectoriel.

41. Le concept d’approximation quadratique admissible. Pour tout
sous-ensemble non vide @ de £ (E', E)x £ ,(E', E), on définit clairement sur
Z(E, F) une relation de préordre partiel <\ en posant:

T, <ST,+(V(M,N)eB) ¢M,N, T) s o(M, N, T)

et notera par < le préordre strict déduit de <. Tout élément minimal de
I' relativement au préordre < sur Z(E, F), s’il en existe, sera appelé
approximation ©-admissible de B dans I.

A noter qu’il revient au méme de considérer le préordre <X relativement
a I’ensemble @ ou relativement au cone convexe fermé [@] engendré par @ (le
cOone convexe fermé engendré par @ est l'adhérence de l’ensemble des
combinaisons linéaires a coefficients strictement positifs d’¢léments de O, voir
[1] par exemple). Donc les notions d’approximation @-admissible et
d’approximation [@7]-admissible] dans I' sont identiques.

PrOPOSITION 4.1. Soit (M, N) un couple de @ tel que I'yy(B) # 9. Pour
qu'un élément A de Iyy(B) soit une approximation ©-admissible de B dans T, il
- faut et il suffit que A soit une approximation @-admissible de B dans Iy (B).

En effet; s’il existe TeI tel que T < A, alors T € I'yy(B), ce qui prouve que
la condition est suffisante. La condition nécessaire est triviale puisque
r MN(B) cl. = -

4.2. La notion d’élément singulier. A 'instar de LaMotte ([5], p. 246), nous
dirons qu’un couple (M, N) de = est singulier si I' = I'y;y(B) et désignerons par
& (B, I') I'ensemble des éléments singuliers de =. Compte tenu des assertions (i)
et (if) du théoréme 3.2, il est immédiat que:

PROPOSITION 4.2. L’ensemble (B, I') est le sous-espace vectoriel de =
tel que: ‘ _

FB,IN={M,NeE: ZcKer(M+N) et ZcKer[CO(M+N)—BoN]},

ou C est un élément arbitraire de T.
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Nous laissons au lecteur le soin de vérifier lui-méme l'identité:
6) oM,N,C+U)—9o(M,N,C)=Uo'R+RO'U+UO(M+N)o'U,

ou R=Co(M+N)—BoN. Considérons un couple (M,, Ny) de &(B, ).
Comme la restriction de M+ N, au sous-espace Z est nulle (proposition 4.2),
il résulte clairement de I'identité (6) précédente que, pour tout (M, N)eE et
tout (C U)eI'x Z®F, on a:

Q(M+MD,N+ND,C+U) oM+M,, N+N,, C) ,
=o(M, N, C+U)—po(M, N, C).

Par suite, si 3 désigne le cone convexe fermé engendré par X+%(B, I)
(autrement dit tout simplement I'adhérence de X+ % (B, I') car X est un cone
convexe, cf. [1]), la Z-admissibilité dans I' équivaut a la J-admissibilité dans I".
On notera encore que, pour tout cone convexe fermé 2’ de £ (E', E)x Z(E', E)
tel que I soit 'adhérence du cdne convexe X' + (B, I'), la Z-admissibilité dans
I' équivaut encore a la X’-admissibilité dans Pensemble I Souhgnons le
résultat plus précis suivant tiré de [S] (p. 250):

PROPOSITION 4.3. Supposons X & S (B, T). Soient I [l'adhérence de
2+ (B, I, ¥ un supplémentaire de (B, I') dans E et X' = InS". Alors X'
n’est pas un espace vectoriel et I'ensemble des approximations X-admissibles de
B dans I coincide avec I'ensemble des approximations X'-admissibles de B dans I

Preuve. Considérons un supplémentaire &’ de &(B, I') dans = et le cone
convexe fermé X' = InS". Pour tout (M, N)eI3\¥(B, I'), on a clairement:

(VxeZ) {x, M+ N)x) =<{x,(M'+N)x>,

ou (M’, N') est la projection de (M, N) sur & parall¢lement & & (B, I'); comme
par hypothése il existe un couple (M, N)eZ (et n’appartenant pas 4 (B, I))
tel que la restriction de M + N au sous-espace Z ne soit pas nulle, 2’ n’est donc
pas un sous-espace vectoriel de = (smon —(M', N)eX' et {x,(M+N)x)>=0
pour tout xeZ). .

Par ailleurs, pour toute partiec & de =, la pro_]ectlon de & sur &
parallélement 3 (B, I') est

[6+FB,NINF e E+FB,I)=E+[6+FB, NN

Comme on a (B, I') = 3, la projection de 3 sur & parallélement & (B, I)
est donc 'ensemble

[S+%(B, ]nS =30,

d’ou lon tire X'+ (B, I') = 3, avec clairement 2'n%(B, I = {0}, ce qui
achéve la preuve. = '
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4.3. Le théoréme de L. R. LaMotte. Extension significative des tra-
vaux originaux de Olsen et al. ([6], voir aussi [4]), le théoréme suivant,
di a LaMotte ([S], p. 249) dans un cadre plus restrictif (et prouvé
a laide d’arguments exclusivement matriciels) constitue une approche
déterminante de ladmissibilité en approximation quadratique d’applica-
tions linéaires. En effet, Klonecki et Zontek [3] ont réussi 4 en déduire
efficacement la structure des estimateurs linéaires admissibles relativement
4 un modéle classique de Gauss—Markov (voir aussi [10]). Compte tenu
des hypothéses plus générales et de la terminologie retenues dans cet
article, cest le

THEOREME 4.1. Pour que Ael soit une approximation X-admissible de
B dans I, il faut et il suffit que- X = & (B, I') ou qu'il existe (M, N)e 3\¥(B, I')
tel que Ael'yn(B) et que A soit une approximation X-admissible de B dans
T'yn(B).

Sa démonstration repose essentiellement sur le théoréme ci-dessous,
également démontré pour la premiére fois par LaMotte ([5], p. 249) lorsque
E est muni d’une structure euclidienne. D’un point de vue mathématique, cette
hypothése n’est pas nécessaire. Nous allons en donner une preuve plus générale
fondée sur le théoréme de Hahn—Banach, prolongeant en quelque sorte une
idée de Olsen et al. ([6], pp. 883-884) et n’utilisant que la seule structure
vectorielle de E. Pour tout cone convexe ¢ de Z,(E', E) x %,(E', E), €* désigne
le coéne épointé %\{(0, 0)}: '

THEOREME 4.2. Soit € un cdne convexe fermé de E contenu dans l'adhérence
de EY+%(B,I), ne formant pas un sous-espace vectoriel, tel que
€nF (B, I)={0}. S'il existe Ael tel que, quel que soit (M, N)e%*,
A¢'yn(B), alors il existe AeI’ vérifiant a la fois:

() (V(M, N)e%) tr[e(M, N, A)] < tr[o(M, N, 4)],

(i) (V(M, N)e®\4) trfo(M, N, A)] < tr[o(M, N, A)], ot A est le plus

—

grand sous-espace vectoriel de E contenu dans €.

Preuve. Observons pour commencer que, pour chaque couple (M, N)
de %, la restriction de M+ N au sous-espace Z est positive. En effet, le cOne
convexe Z* + (B, I') — et donc aussi son adhérence — est contenu dans le
cone convexe fermé formé des couples (M, N)eE tels que la restriction de
M+ N au sous-espace Z soit positive (proposition 4.2). Notons aussi que la
condition ¥n (B, I') = {0} est nécessaire pour qu’il existe un élément Ael’
tel que, pour tout (M, N)e%*, A¢TI'yn(B).

Par ailleurs, comme F’' = F, les espaces vectoriels #(F, E) et #(F, E')
sont mis en dualité séparante par la forme bilinéaire ¥ sur £ (F, E)x % (F, E)
telle que (proposition 1.5):

¥(S, T) = tr(ToS) = tr(So 7).
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Afin d’éviter toute confusion, nous noterons /¥ I'orthogonal dans % (F, E')
de toute partie o de #(F, E) relativement a V.

Enfin, le c6ne convexe fermé € s’écrit € = RT Q+ 4, o @ est un convexe
compact ne contenant pas I'origine (socle de ) et disjoint de 4 = €n(—%) qui
est le plus grand sous-espace vectoriel contenu dans % (proposition 1.6).
Comme % n’est pas un sous-espace vectoriel de Z,(E', E)x %,(E', E), on
a donc % # A.

Considérons I'application linéaire

¢: (M, N)>(M+N)o'A—No'B
de & dans Z(F, E). De I’équivalence (théoréme 3.2):
AEFMN(B)%(p(M, N)EF@ZJ-

il résulte, par contraposition, que supposer A ¢ I'yx(B) pour chaque'(M , N)
de @* revient a écrire que

PEINFRZY) = O,

dont on déduit que la restriction de ¢ a I'ensemble ¥ est injective (car s’annule
seulement a I'origine). Il suit clairement que ¢(4) est le plus grand sous-espace
vectoriel inclus dans le cone convexe @(%) = R* ¢(2)+ ¢(4), que @(R2)np(4)
= et que ¢(L2) est un convexe compact (¢ est ici continue) de #(F, E)
disjoint de F®Z*+ ¢(4). D’aprés le théoréme de Hahn-Banach (cf. Bour-
baki [1]), il existe donc un hyperplan vectoriel s# de #(F, E) contenant
le sous-espace FQZ'+p(4) et disjoint de (). Autrement dit, il existe
Ue[FRZ'+ ¢(4)]*¥, ou (proposition 1.5):

[FRZ' + (U] = FRZ)n[p(A)]*,
tel que, si 'on pose U =*U’ (application linéaire de E dans F), on ait:
o(Q)c {TeZ(F, E): Y(U, T)<0}.

Il en résulte que Y[*U, (M + N)o'U] > 0 pour chaque (M, N)enQ. En effet,
pour chaque couple (M, N)e ¥, le tenseur M + N est positif sur Z. Donc, s’il
existait (M, N)eQ tel que

Y['U, M+N)o'U] <0,
on aurait
Y['U, M+N)o'U] =tr[Uo(M+N)o'U] =0
et on en déduirait (car Ue FRQZ et donc Im'U « Z) que
Uo(M+N)o'U =0.
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Or (M, N) est la limite de la somme de deux suites (M, N{) et (M§, N§)
respectivement de Z* et (B, I'). Comme
Uo(MP+NMo'U=0 et
YU, o(MP, N ]=0 pour chaque neN

et que ¢ est linéaire (donc ici continue), on aurait:

thO(M‘“’+N"")O‘U 0 et

n—a0

P['U, o(M, N)] = lim P[U, o(MP, NT)].

11 en découlerait que les suites de tenseurs positifs (U o M{P o'U)et Uo NP o'U
convergeraient vers 0 et donc (les tenseurs M{" et N{? étant posmfs sur Z pour
tout neN, et Im*U étant inclus dans Z) que:

lim UoM{ = lim UoN{’ =0,

n—>w n—*oo

d’ou P['U, (M, N)] =0, ce qui contredirait la définition de U.

Posons C= A+AU avec AeR*, et P(l, M, N)=tr[o(M, N, C)
—o(M, N, A)]. Comme Im'U = Z, on a CeT, et compte tenu de la relation
(6), un calcul élémentaire donne:

P(A, M, N) =20¥['U, oM, N)]+ 2*>¥['U, (M +N)o'U].
Pour chaque (M, N)eQ, P(A, M, N) est un polync")me_en A, minimum pour

P['U, oM, N)]
Y['U, (M+N)o'UY

A=dy=—

- et le minimum atteint

(P[U, oM, N)])
Y[*'U, (M +N)o'U]

{=—

est strictement négatif. L’application f de Q dans R définie par f(M, N) = 4,

est continue et strictement positive sur le compact Q. La borne inférieure

m dans R de l'ensemble f(Q) est donc strictement positive et, pour chaque

(M, N)ef, on a
Pm, M, N
P YoM <2900, o, M1+ 7(M, NYPLU, (M+N)0'U],

ou

P(f(M, N), M, N)

oL %

2¥['U, oM, N1+ f(M, N)¥['U, (M+N)o'U] =
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ce qui, en posant 4 = A+mU, se traduit par
(V(M, N)eQ) tr[o(M, N, A)—o(M, N, 4)] <O0.

Considérons maintenant un couple (M, N)e¥. On a (M, N)=(M,, N,)
+(M,, N,) avec (M, N,)eR* Q et (M,, N,)e 4, et la linéarité de ¢ entraine
que

Y’[tUs (P(Ma N)] = W[tUs go(Mls NI)] + q][lU! (D(MZ’ NZ)]
=¥[U, ¢(M,, N,)],

car 'Ue[¢(4)]t¥. D’autre part, —(M,, N,)e 4 et donc M,+ N, s’annule sur
Z, d’ou il découle immédiatement (car Im'U < Z) que

trfo(M,, N,, Z)_Q(Mza N,,A)}=0

et donc que
tl'l:Q(M, Na A_)_Q(Ma N! A)] = tr[Q(M19 Nla Z)_Q(Mla N1’ A)],

ce qui permet clairement de conclure, 4 et A4 ayant méme tenseur d’erreur
quadratique pour tout (M, N)ed. =

Sous les hypothéses de ce théoréme, il s’ensuit clairement que A n’est pas
une approximation #-admissible de B dans I'. Par contraposition, pour qu’un
élément A de I' soit une approximation ¢-admissible de B dans I, il faut qu’il
existe (M, N)e €* tel que AeI'yn(B), et la relation I'yy(B) < I implique alors
aussitot que A est une approximation %-admissible de B dans I'yy(B). Par
ailleurs (proposition 4.1) toute approximation ¥-admissible de B dans I'yy(B)
est aussi ¥-admissible dans I. On peut maintenant donner la preuve du
théoréme 4.1.

Preuve. Lorsque X ¢ & (B, I') et si 3 désigne I'adhérence de X+ (B, I,
alors pour tout supplémentaire &’ de (B, I') dans &, X' = 3nY” est un cone
convexe fermé qui vérifie les hypothéses du théoréme 4.2 et la Z-admissibilité
équivaut a la 2’-admissibilité (proposition 4.2). De plus, si 2 < & (B, I'), tous
les éléments de I' ont méme tenseur d’erreur quadratique pour tout (M, N)e X
et chaque élément de I est alors une approximation X-admissible de B dans I'.
Le théoréme 4.1 en résulte aussitot.

Soulignons que la formulation de ce théoréme n’exige pas que X soit un
cone convexe fermé 4 condition que J désigne alors le cone convexe fermé
engendré par I'ensemble X+ (B, I').
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