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CONTINUITE DES TRAJECTOIRES
DES CHAOS GAUSSIENS DE DEGRE FINI

PAR

P. HEINRICH (STRASBOURG)

Abstract. We extend a theorem due to Fernique [4]: let X be
a Gaussian real chaos of finite degree on a metric compact set T.
Suppose that X is continuous in probability and a.s. continuous along
9, where 9 is a countable dense subset of T. Then X has a modifica-
tion with continuous paths. This result is obtained by using decoupling
methods [1], integrability properties for homogeneous Gaussian chaos
and numerical oscillations of random functions [6].

1. Définitions et propriétés des chaos gaussiens. On note N I'ensemble des
suites d’entiers p = (p,), nulles 4 partir d’un certain rang; I’ordre de p est par
définition |p| = Y, p,. Soit g une suite orthogaussienne sur un espace (2, </, P)
complet.

L’espace I? (R, o/, P) est muni d’'une base hilbertienne {H,(g), pe N}
construite 4 partir de produits de polynémes d’Hermite (voir [8]):

H,(g) = E[Hpk(gkl

Si g%, ..., g° sont des copies indépendantes de g, on a de plus une famille
orthonormale {G;, ie N’} en posant G; =g/, g%,...g5,.

Parmi les éléments de I2(82, &/, P), nous nous intéressons plus particu-
lirement aux

— chaos gaussiens de degré D de la forme

X=X(@= ) a,H,9,

lpl<D

— chaos gaussiens homogénes découplés de degré D de la forme

Y = Yb,G..

Ces deux types de séries possédent de bonnes propriétés de convergence et
d’intégrabilité, par exemple (voir [3])

2 — PAMS 16.2
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PROPOSITION 1.1. Posons p* = max {k: p, # 0} et i* = max, <;<pi. Alors,
les suites de termes généraux st ppr<n@, H,(g) et Zi*qbi G, convergent pres-
que stirement.

LeMME 1.1. Etant donnés deux espaces de Fréchet séparables E et F, soient
#,(E, F) l'espace des applications k-linéaires mesurables de E* dans F, u une
mesure gaussienne centrée sur E et N une pseudo-semi-norme sur F. Pour tout
Qe % (E, F), on a alors:

3

Cu®RIN(@) > 1} <a<1=[N*(Q)du®* < (12 e

ou C est une constante absolue.

Démonstration. On procéde par récurrence sur k. Ce lemme est bien
connu si k vaut 1: en effet, I'application linéaire Q est alors un vecteur gaussien
centré dans F et (cf. [5])

WIN@ > 1} <3< 1= [N*Qdu < o

Supposons le résultat vrai au rang k et soit Qe %, ., (E, F) tel que
p®HIN(Q) > 1} = [u® {N(Q(x) > 1} p(dx) < a < 1.

Posons B = {x: u®*{NoQ(x)> 1} > ﬁ} et appliquons lui Iinégalité de
Chebychev:

u{B} < /a.
L’hypothése de récurrence implique alors que pour tout xeB°
Ck

[N?0Q(x)du®* <
on a ainsi
,u{x: [N?0Q(x)du®* > (

Posons de plus pour tout xeE

M(x) = /[ N?0Q(x)du®*.

Par définition et d’aprés le théoréme de Fubini, 'application M est une pseudo-
-semi-norme sur E et on a

Ck
H{XZ M?(x) > W} <V
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en appliquant le lemme au rang k = 1 en prenant M comme pseudo-semi-
-norme avec F =E et Q =idg, il vient
Ck Ck+1

C
jMz(x):u(dx) < (l_mzx—(k-n))Zk X(l_\/a)z < (1_a21—(k+1))2k+2,

soit
Ck+1
INZ (@) du® "1 < a _a21f<k+1))2k+2'

Clest le résultat au rang k+1. a

APPLICATION. Soit {Y(s), s€eS} un chaos gaussien homogéne découplé de
degré D a valeurs dans RS, S dénombrable. Alors
P{sup|Y(s) > 1} < a<1=Esup|Y(s)? < Kp,.
seS ses
Démonstration. Les chaos Y(s) sont de la forme Zi b;(5) G;. Soit
Q lélément de Z,((RV)°, R¥*5) défini par
Ons', ...,u”)= > b(5)U;, U;=ul...ul;
i*<n

posons de plus pour tout xeRN*S,

@5 (x) = {

On constate alors que sup,gs|,(-)| est une pseudo-semi-norme N sur
R™*S et que, d’aprés la proposition 1.1, NoQ (g, ..., gP) est presque siirement
égal a sup,.s|Y (s)]. On conclut facilement en appliquant le lemme précédent. m

lim,|x, | si elle existe,
+ sinon.

Nous ajoutons a cela un calcul d’espérances conditionnelles qui nous ser-
vira plus loin:

LEMME 1.2. Soient Y =Y ,b;G; un chaos gaussien découplé de degré D,
I=I'x...xI? un sous-ensemble de NP et %, la tribu engendrée par
{gi,i,e1%, de[1, D]}. Dans ces conditions

E[Y|%4,1=)b,G; ps.
iel

Démonstration. Puisque la série définissant Y converge dans
2 (Q, o/, P) et que lespérance conditionnelle est une contraction de
I2(Q, o, P), il suffit de constater que

G, siiel
E[G,|%,]=<" ) ’
[G:I%1] 0 sinon;
or on a
G= I dx [l 4
(d,iael1,D] x I (d,ia}¢[1,D] x I4

le premier facteur est %;-mesurable et le second est centré et indépendant de
%;; le résultat s’ensuit. m
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L’étude de la régularité des chaos gaussiens de degré D repose sur le
lemme suivant dont on trouvera les éléments de démonstration dans [1].

LeMME 1.3. Soit X = X (g) un chaos gaussien de degré D.
1. Soit (g, ..., &p) une suite de Rademacher indépendante de g, ..., 9.

Posons
_g+egtt ... +epg”

9 = JD+1

Alors, la variable aléatoire (1/DV)E, ¢, ...ep X (g,) est un chaos gaussien découplé
homogeéne de degré D noté X. On dit qu'il est associé d X.
2. Soit Z la partie homogéne de degré D de X. Posons

gt+...+g°

SN/
et notons E l'espérance conditionnelle sachant §. Alors, presque siirement,
Z(G) =(D(D+1)"?EX.
On remarquera que g, et § ont méme loi que g.

2. Existence d’une modification 4 trajectoires continues. Dans ce para-
graphe et le suivant, (T, 6) est un espace métrique compact et A" (T) désigne
I'ensemble des parties dénombrables de T dans lequel on fixe une partie
dénombrable dense 2.

THEOREME 2.1. Soit X un chaos gaussien réel de degré fini D sur (T, )
vérifiant U'hypothése (H) suivante:

(H1) X est continu en probabilite,

(H2) VteT, P{lim,,, .0 X () =X (1)} = 1.

Alors X admet une modification a trajectoires continues.

Nous procédons par récurrence sur le degré D en montrant d’abord la

validité de ce théoréme pour tout chaos gaussien homogene découplé, puis
pour tout chaos gaussien de degré fini.

Premiére étape. Un chaos gaussien homogéne découplé de degré
D vérifiant (H) admet une modification a trajectoires continues.

Soit Yun chaos gaussien homogéne découplé de degre D vérifiant (H); si
D vaut un, le théoréme est bien connu (voir [6]); supposons-le vérifié¢ jusqu’au
degré D—1.

On remarque tout d’abord qu’en vertu du lemme 1.1, si le chaos Y vérifie
I’hypothése (H), il vérifie également:

(H'1) Y est continu dans I},

(H'2) VteT, lim,o Esupsn<esea|Y ()= Y () =0
on en déduit que toute espérance conditionnelle de Y vérifie aussi (H).
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On définit i, = min; <4<pi, (& ne pas confondre avec i*) et on pose pour
tout teT

Sj(t)= Z bi(t)Gi’ Rj(t) = Z bi(t) Gi-
X3 i,>j
Ces deux séries sont convergentes au sens ¥ et on a Y(f) = S;(t)+R;(2).

LEMME 2.1. Pour tout je N, le chaos gaussien homogeéne découplé S; admet
une modification a trajectoires continues.

Démonstration. Fixons jeN; on écrira simplement U =V lorsque
pour tout teT, U(t)*= V(t) et on utilisera les notations du lemme 1.2.

a) Etant donnés deux entiers d,, et j,, on définit le sous-ensemble I, ; de
0 J 0 a.Jo
NP comme suit:

I {{jo} Sl d = dOJ
do,jo —

N sinon;

alorsle chaos E[Y|4%; io, ] admet une modification a trajectoires continues. En
effet, il vérifie (H) pulsque c’est une espérance conditionnelle de Y et le lem-
me 1.2 montre que (en prenant d, = D, j, = 1 pour simplifier les notations)

E[Y|%1,,]1=07 Y,

ou Y =Y ;np-1b;; G; est un chaos gaussien homogéne découplé de degré
D—1; la variable g? étant indépendante de Y et intégrable, ce chaos vérifie
aussi (H) et ’hypothése de récurrence implique que Y et par conséquent
E[Y|%,,,] admettent des modifications a trajectoires continues.

(b) On choisit ’ensemble I, comme suit:

1,j sid=1,
I‘i={[ J

N sinon;

on constate alors que

E[Y|%:]= Z E[Y|%:,,1;

Jjo=1

d’aprés {a) chacun des termes du second membre a une modification 4 trajec-
toires continues et il en est de méme pour E[Y|%;,].

(c) On itére (b) pour montrer que S; admet une modification a tra]ectmres
continues. Pour tout ke[1, D], on deﬁmt I, par

[ [1,j] sid=k,
TN si d #k;

posons de plus Y, = Yet ¥, = Y,_; —E[Y,_1|%,,]. Le chaos Y, vérifie I'hypo-
theése (H) car Y, et E [Y,|%;,] la vérifient; en appliquant (b) 4 Y; on montre que

LY

E[Y,|%;,] admet une modification & trajectoires continues; on montre
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ainsi successivement que les chaos E[Y,- |4, ] admettent des modifications
a trajectoires continues. Posant J, = {i, <j, min, i, > j}, on remarque par
construction des chaos Y, que

E[Y._,|%;] = lim Z b;G;;
n—ro _’;e-’k

sachant que {J }5=D est une partition de {i, <j}, on en déduit

D
S;= 2 E[Y%-1|%1];

k=1
d’ou le résultat. m

Remarque. On notera que ce lemme 2.1 permet de simplifier nota-
blement la preuve du théoréme principal de [4].

Nous introduisons a présent les outils (voir [6]) qui vont permettre de
conclure pour Y. On appelle oscillations numériques d’'une fonction f sur (T, 9)
les fonctionnelles

W(f,t, 0= lim sup |1 ()=f G,

W(f, t) = lim sup | £ (r) =1 (s)I,
avec Bo s
Cit,u,e)={(r,s)=2: d(r,t) vols,t)<u,d(r,s) <e},

Clt,e)={(r,s)=2: 6(r, ) v is, t)<e}.

On vérifie facilement les propriétés suivantes:

— la fonction ur— W (f, t, u) est croissante et W (f, £) = lim,.o W({, t, u);

— si g est une fonction continue sur (7, 4), alors W(f+g,¢, u)
=W(/, t, u).

Le point crucial de la démonstration est le lemme suivant:

LEmME 2.2. Pour tout te Tet tout u > 0, la variable aléatoire W (Y, t, u) est
presque stirement constante.

Démonstration. Soit %; la tribu engendrée par la famille
{gi; k <j, 1 <d < D} et % la tribu complétée engendrée par  J;%;. Le chaos
Y est clairement %-mesurable et il en est de méme pour W (Y, £, u), ceci pour
tout (¢, u) dans Tx R*. Mais d’aprés le lemme 2.1, pour tout entier j, on a pres-
que srement
W(Y,t,u)=W(R,,t, u);

on en déduit que W(Y, t, u) est indépendante de %; pour tout j et par con-
séquent indépendante de ¥. La variable aléatoire W (Y, ¢, u) est a la fois ¢-me-
surable et indépendante de ¥, elle est donc presque sirement constante. m
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On procéde maintenant suivant les schémas classiques.
LemMmE 2.3. P{VteT, W(Y, ) =0} = 1.

Démonstration. D’aprés le lemme 2.2, pour tout (¢, u)e Tx R*, il existe
un nombre o(t, u)eR tel que
P{W(Y,t,u)=a(t,u}=1;
sachant que la fonction ur a(t, u) est croissante, on pose o (t) = lim,_.q a(t, ).
Posons également
QO' ={Vse2,VueQ*, W(Y, s, u) = a(s, u)}.
Drapreés ce qui précéde, c’est un ensemble mesurable presque siir et fixant
weQ,, on vérifie que V(s,t, u)e Tx TxR™,
] g 2 b b
5. 1) <um W (Y (), s, u) < W(Y(w), t, 2u)
als, u) < alt, 2u);

comme £ est dense dans T, @ dense dans R et les applications
ur> W (Y (w), t, u) et u — a(t, u) croissantes, on déduit de cette implication que

VieT, W(Y(w),t) = lin(lj W(Y (w), t, u) = lin(l)oc(t, u) = a(t).

Il reste & montrer que la fonction o est identiquement nulle sur T. D’aprés
I'hypothése (H2) et ce qui précéde, on sait que pour tout te7]

P{o: W(Y(w),)=0}=1, P{w: W(Y(w),)=ua(®)}=1;
en choisissant w dans I'intersection de ces deux ensembles presque siirs, il vient
at)=0. =

On peut a présent construire une modification a trajectoires continues
pour le chaos Y. Prenons w dans l'ensemble Q, presque sir déterminé au
lemme précédent: pour tout te 7, la famille {Y (w, 5), s€ B(t, &) " D}, est un
filtre de Cauchy dans R; il converge donc vers une limite L(w, t). On pose alors

L(w,t) si we,,
Y(w, t)=
@, 1) {0 sinon.

La continuité en probabilité assure que la fonction aléatoire Y’ est une modifi-
cation de Y puisqu’on a alors Y () = L(f) presque siirement; Y’ est de plus
a trajectoires continues sur T car pour tout weQ, et teB;(t,, €), on a

|IL(w, t)—L(w, t,)l
< |L(w, t)— L(w, r)|+csup) |L{c, ¥)— L(w, s)|+|L(w, s)—L(w, ty),

(o€

ou I'on peut choisir r et s arbitrairement dans B;(t,, &) N &, ce qui permet de
conclure. =
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Deuxiéme étape. Démonsiration du théoréme pour un chaos gaussien de
degré fini.

Démonstration par récurrence sur D. Le théoréme est trivial si
D est nul; supposons-le vérifié au rang D—1 et considérons un chaos gaussien
X de degré D vérifiant Phypothése (H). D’apres le lemme 1.3, le chaos gaussien
homogeéne découplé X associé 4 X est de la forme Y, «, X (g,), ou & parcourt
I'ensemble fini {—1, 1}, il vérifie donc I'hypothése (H) La premiére étape
permet de conclure que X admet une modification 4 trajectoires continues.
Montrons ensuite que la partie homogéne Z de degré D de X, admet aussi une
modification a trajectoires continues. Pour cela, on utilise la proposition sui-
vante (cf. [9]):

PRrROPOSITION 2.1. Soit V une fonction aléatoire sur (T, ). Les conditions
suivantes sont équivalentes:
(i) V admet une modification a trajectoires continues.
(ii) Pour tout Se N (T),
P{lim sup [V(r)—V(s)|=0}=1.

n—=+0 6(r s <

(iii) V est continue en probabilité et
P{lim sup |[V(r)—V(s)) =0} =1.

n1—=04(r,5)<7
r.se?

C’est le point (ii) que nous montrons pour Z; 'opérateur E étant I'es-
pérance conditionnelle sachant g, I'inégalité de Jensen conditionnelle implique
en effet que

sup |[EX (r)—EX ) <E sup XX (),
a(r,s)<n

o(r.,s)<n
r,5eS r,seS

et d’apres le lemme 1.3
sup |Z@@—Z @M< (DO+1)""E sup_ 1X@M—X 6

ar,s)<n a(r,s) <
r,seS ) rseS

en intégrant et en faisant # — 0, on obtient
LimE sup [Z()—Z @) <(P@+1)"*mE sup [X@)—X();
n—=0 o(r,s)<n

n—=0 4a(r,s)<n
r,seS r,ses
la propriété (i) que X vérifie et le lemme d’intégrabilité assurent que le second
membre de cette derniére inégalité est nul; le chaos Z a donc une modification
a trajectoires continues notée Z. Soit Y le chaos gaussien de degré D—1 ob-
tenu en soustrayant 4 X sa partic homogéne Z de degré D; ce chaos vérifie
I’hypothése (H) et d’aprés 'hypothése de récurrence, il admet une modification
A trajectoires continues notée Y. On conclut en remarquant que Y+Z est une
modification a trajectoires continues de X. =
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