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Abstract. It would appear useful to come back to the question of 
admissibility in imear estimation on a general Gauss-Markov model. 
We prove how a functional approach to this problem, based on a very 
important LaMotte theorem [Il], clearly leads to characterization of 
all admissible linear estimators of mean vector or linear transforma- 
tion of mean vector. Thus we have managed to modify signifiçantly 
a Klonecki and Zontek theorem [9] allowhg us to find in a different 
way an essential charaçterization shown by Baksalary and Markiewicz 
[4], based on the logic put forward by Rao (cf. [13] and [14]). We also 
give a variational characterization of admissibility in linear estimation 
and a geometricai proof of a Baksalary and Mathew theorem [7] 
relative to equaiity between the set of best linear unbiased estimators 
(or Gauss-Markov estimators) and the set of linear admissible estima- 
tors of mean vector. We finish by explaining more results on admissi- 
bility of linear estimators of vector parameters. 

INTRODUCTION 

Cet article est une suite de [18] et de [20]. La structure statistique con- 
sidérée est maintenant un modèle général de Gauss-Markov, autrement dit 
une structure statistique linéaire induite sur un espace vectoriel réel de dimen- 
sion finie E par un vecteur aléatoire Y (sommable à l'ordre deux) tel que 
l'ensemble des couples (p,, &) formés de l'espérance mathématique p, et du 
tenseur de variance & de Y, pour toutes les probabilités Po mises dans le 
modèle, soit un produit cartésien L x { V )  donné, ou V est un morphisme 
symétrique et positif du dual E* dans E (non nécessairement bijectif) et L un 
sous-espace vectoriel ou affine de E. L'espace E n'est pas nécessairement un 
espace Rn (modèle univarié): ce peut être aussi un espace d'applications linéaires 
(modèle multivarié). Nous montrons comment le langage fonctionnel et de la 
géométrie affine facilite dans ce cadre, par la mise en oeuvre de la structure 
algébrique induite par V sur E (structure étudiée dans [19]), une étude de 



l'admissibilité en estimation linéaire de toute transformation linéaire de la moy- 
enne y de Y; A l'instar de Klonecki et Zontek [9 ] ,  notre approche se fonde sur 
un thkoréme capital de LaMotte (cf. [il] et [lX]) rattachant la théorie de 
l'admissibilité en estimation linéaire à la résolution de programmes quadrati- 
ques sous contraintes linéaires ou affines permettant de dégager efficacement 
des conditions d'admissibilité. 

Nous obtenons, dans ce cadre d'un modèle de Gauss-Markov non 
nécessairement univarié, une version générale et plus précise d'un théorème 
caractéristique dû à Klonecki et Zontek [9] que nous relions à un autre 

,théorème caractéristique important établi par Baksalary et Markiewicz [4] par 
une voie totalement différente se situant sur une lignée importante de travaux 
ouverte par Rao dans [17]. Nous en déduisons une caractérisation variationnelle 
de î'admissibilité en estimation linéaire et montrons comment on peut recon- 
stituer algébriquement la famille des estimateurs linéaires admissibles de cha- 
que transformation linéaire de la moyenne y à partir des estimateurs linéaires 
admissibles de p. Nous donnons également une preuve géométrique, mettant 
encore en oeuvre la structure algébrique induite sur E par le morphisme V, 
d'un théorème remarquable dû à Baksalary et Mathew [7] dans le cas univarié, 
indiquant que les ensembles des estimateurs linéaires admissibles et des 
estimateurs de Gauss-Markov de la moyenne p coïncident si et seulement si le 
sous-espace L n Im V est réduit au vecteur nul. 

Nous terminons par un approfondissement de la caractérisation algébri- 
que des estimateurs linéaires ou affines admissibles du paramètre b de régres- 
sion dans un modèle général de Gauss-Markov (éventuellement multivarié). 
Nous donnons une formulation plus complète d'une propriété capitale décou- 
verte par Rao [17] lorsque E est un espace Rn (modèle univarié), indiquant que 
tout estimateur linéaire admissible de b est l'image d'un estimateur des moin- 
dres-carrés généralisés de b par une application linéaire: nous spécifions le carac- 
tère statistique de ce morphisme. Lorsque le modèle est placé sous contraintes 
structurelles afines, nous établissons plusieurs propriétés caractéristiques de la 
famille des estimateurs linéaires ou afines admissibles de b qui apparaissent 
comme des versions descriptives plus générales et plus précises de résultats dus 
à Baksalary et Markiewicz [2] dans le cas univarié. 

1. LES PRINCIPES FONDAMENTAUX D E  L'ESTIMATION LINÉAIRE 

1.1. Notations et généralités. Nous utilisons les mêmes notations que dans 
[20]. Pour tout couple (E, F) d'espaces vectoriels réels, nous désignerons par 
$P (E, F) [resp. 9 (E)] l'espace des applications linéaires de E dans F [resp. El. 
Pour chaque application linéaire T de E dans F et toute partie A de E, le 
noyau, l'image, la transposée, le rang et la restriction de T au sous-ensemble 
A (autrement dit, l'application de A dans F qui A tout x de A;associe Tx) seront 
notés Ker T, Im T, 'T, Rg(T) et TA respectivement. Le symbole O désigne 
la loi de composition des applications. 
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On appelle g-inverse d'une application linéaire Tde E dans F toute appli- 
cation linéaire T -  de F dans E telle que To T-o T= T. Il équivaut à dire que 
TOT- est un projecteur de F sur Im T, ou encore que 1,-T-oT est un 
projecteur de E sur Ker T, 1, désignant l'application identique de E. Une 
g-inverse T- de T est dite réflexive si Test une inverse généralisée de T-, ou ce 
qui est équivalent, si T -  et T- o Tont même image dans E. Lorsque E et F sont 
euclidiens, le pseudo-inverse de Moore-Penrose est l'unique g-inverse réflexive 
Tt de T telle que T o  Tt et I I -  Tt O Tsoient respectivement le projecteur ortho- 
gonal de F sur lm T et de E sur Ker T. 

Pour tout espace vectoriel réel de dimension$nie E, de dual E* (espace des 
formes linéaires sur E), nous noterons (-, -) la dualité canonique sur E* x E et 
identifierons l'espace des formes bilinéaires sur E* x E* à i'espace 6P (E*,  E) 
dont les éléments seront appélés tenseurs sur E* (cf. 5 2.3 de [ZO]). L'espace des 
tenseurs symétriques [resp. positifs] sur E* sera noté S S ( E * ,  E )  [resp. 

(E*, ,531. Pour tout autre espace vectoriel réel F et chaque couple (2, W) de 
sous-espaces vectoriels de E et F respectivement, le produit tensorieI Z @  W 
désigne le sous-espace vectoriel de 9 ( E ,  F) engendré par i'ensemble 
(u *@y:  lu*, ~ ) E Z  x W), où u * @ y  est l'application linéaire élémentaire (de 
rang 1) de E dans F définie par (cf. 5 2.2 de [20]): 

Considérons deux espaces vectoriels réels E et F de dimension finie, munis 
de leurs topologies canoniques et de leurs tribus de Borel BE et gF. Soit 
(E, BE, 9) une structure statistique sur E induite par un vecteur aléatoire 
Y sommable à l'ordre deux. Nous supposons (sans perte de généralité) que 
Y est lia statistique identique de E et que la famille B de probabilités est décrite 
à l'aide d'un paramètre 0 variant dans un ensemble connu O, ce que l'on écrira 
8 = (P,: BE@). 

Pour tout couple ( S ,  T) de statistiques à valeurs dans F, nous noterons 
S O T  la statistique à valeurs dans i'espace 9 (F*, 1;3 = F @ F  (cf. proposi- 
tion 2.1 de [20]) définie par 

(VXEE) (S@T): v* +(Sx, v*) Tx = (Sx@Tx)v*. 

La valeur de l'espérance mathématique (ou moyenne) ,u de Y pour chaque 
0 de 8 est définie comme l'unique vecteur p, := E,(Y)  de E tel que 

(VU* EE*) (u*, p,) = E, ((u*, Y)). 

Le tenseur de variance 

de Y est identifié à l'unique application linéaire symétrique (et positive) de E* 
dans E, notée V,, vérifiant: 

(V(U*, v*)EE* x E*) (v*, KU") = COV~((U*, Y), <u*, Y)). 
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Soit U un estimateur sommable à l'ordre deux d'une application g de 
O dans (F, BF). Le tenseur @(O, U) de l'erreur quadratique de U (erreur com- 
mise en estimant g par ZP) est défini par 

Pour comparer deux estimateurs U, et U, de g, admettant chacun un 
tenseur de variance, on utilise le préordre partiel < ,, déduit de l'ordre de 
Loewner <, sur l'espace 9(F*, F) (cf. [20], § 2.3), défini par 

u, <, u, - (vo~o) e(e, u,)=LQ(~, u,), 
et, si F est mis en dualité séparante avec lui-même (cf. ij 1.1 de [20]), le préordre 
<,, dérivé du préordre de Schur sur 9 ( F )  (cf. [20], 4 2.31, défini par 

Etant donnèe une famille 9f (g) d'estimateurs de g admettant un tenseur de 
variance, un élément de $(g) est dit optimal dans 9 (g) s'il est minimal relative- 
ment au préordre <,, et admissibb dans 9 (0) s'il est minimal relativement au 
préodre <, (cf. [20J, 3.2). 

1.2. Les conicepts de structure et d'estimateur linéaires. Nous dirons que la 
structure statistique ( E ,  W,, 9) est linéaire si la moyenne et le tenseur de varian- 
ce de Ysont caractéristiques de la famille 8, au sens où la donnée de la famille 
9 implique la connaissance de l'ensemble {(p,, 5): ~ E O ) ,  bien que parfois 
seules les projections canoniques (po:  8 ~ 8 )  et {G: %E 0) soient à connaître, 
comme c'est le cas en estimation linéaire sans biais de variance uniformément 
minimum. 

Toutes les statistiques mises en jeu dans toute la suite de cette section sont 
supposées définies sur une structure linéaire ( E ,  BE, 9), où 9 = (P,: 0 ~ 0 ) .  
Nous conviendrons des définitions suivantes: 

(1) Une application affine 3 de E dans P est la composée t,oA d'une 
translation tu de F (de vecteur u) par une application linéaire A de E dans F, 
dite partie linéaire de B. 

(2) Pour toute application affine 3 de E dans F, nous nommerons 
estimateur linéaire ou a#ne de Bp (ou tout simplement, de B) chaque estimateur 
linéaire ou afEne U de l'application g : 0 j Bp, de O dans P ,  p désignant la 
moyenne de E: 

Si B et U sont linéaires, le tenseur d'erreur quadratique ~ ( 9 ,  U) de U est 
donné par 

@ ( O ,  U} = Uo &o'U+(U-B)o(p,@p,)ot(U-B), 

et, si U est un estimateur linéaire sans biais de 3 (autrement dit, vérifiant 
E,(U) = Bp, pour chaque û de 0)' par 
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Il apparaît donc clairement que l'espace paramétrique "naturel" associé 
à l'estimation linéaire (ou affine) sur une structure linéaire est le sous-ensemble 

de l'espace-produit 9s (E*, E) x (;p, (E* , E) .  Relevons que Z n'est pas néces- 
sairement un produit cartésien et que la restriction des relations de comparai- 
son de deux estimateurs linéaires de B a la classe des estimateurs linéaires sans 
biais de 3 n'exige que la connaissance des deux projections canoniques de E. 

Selon l'usage, nous dirons que la structure linéaire (E, W,, 9') est un mo- 
déle générai de Gauss-Markov (éventuellement multivarié) si ((p,, b): 0 ~ 0 )  
est un produit cartésien de la forme L x IV), où V est un élément non nul de 
64,5 (E*, E) et L un sous-espace vectoriel ou affine de E donnés, ce qui équi- 
vaut à supposer que 

z = ( V )  x ( u @ u :  U E L ) .  

Une telle hypothèse est importante: elle revient à dire que l'on peut se donner d Ea 
fois et indépendamment Es lieu géométrique L de la moyenne p de Y et son tenseur de 
v~riance V: Nous noterons B(L, {VI)  une telle structure statistique sur E. 

1.3. L'estimatioa au sens de Gauss-Markov. Soient L le sous-espace vec- 
toriel de E engendré par (p,: BE@)  et B une application linéaire de E dans F. 
La linéarité de l'espérance mathématique entraine clairement qu'une statistique 
linéaire U à valeurs dans F est un estimateur sans biais de Bp si et seulement si 
B-U s'annule sur L. De la proposition 2.1 de [20], nous déduisons donc le 
théorème suivant dans lequel fi désigne l'orthogonal de L dans E*: 

M R È B I E  1.1.  Pour toute application linéaire B de E dans F,  l'ensemble 
des estimateurs linéaires sans biais de B est le sous-espace afine A(B) de 
Y ( E ,  F) dé$ni par 

Ce théorème s'applique aussitôt au modèle de Gauss-Markov 9 (L, (VI )  
sur E; autrement dit, la condition L c Ker (3 - U) est nécessaire et sufisante 
pour qu'un estimateur linéaire U de B soit sans biais. 

Nous appellerons estimteur de Gauss-Markov de B p  (ou de B) tout 
élément minimum B de A(B) pour le préordre 4 ,, autrement dit tout élément 
B de A(B), s'il en existe, défini par 

La recherche d'estimateurs de Gauss-Markov de 3 se ramène donc à la 
résolution de programmes quadratiques étudiés dans la section 3 de [20]. Nous 
retiendrons ici notamment que: 

- la recherche d'estimateurs de Gauss-Markov de la moyenne p est capita- 
le, car pour tout estimateur de Gauss-Markov Q de p, BoQ est un estimateur 
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de Gauss-Markov de Bp et tout estimateur de Gauss-Markov de Bp est 
8-presque-sûrement de cette forme (conséquence du 5 3.2 et du corollaire 3.2 
de C201); 

- si F est mis en dualité séparante avec lui-même, tout estimateur de 
Gauss-Markov de Bp est un élément minimum de A (BI pour le préordre <, 
si et seulement si cette dualité est positive sur F, ce qui revient à supposer 
F euclidien (cf. théorème 3.6 de [20] et la conclusion qui suit}. 

Enfin, des théorèmes 3.4 et 3.5 de [ZO], on peut dégager à la fois des 
conditions de non vacuité de l'ensemble des estimateurs de Gauss-Markov de 
toute application linéaire B de E dans F et une caractérisation géométrique de 
la famille des estimateurs de Gauss-Markov de la moyenne ,u (cas ou B = I E ,  
application identique de E; se reporter à [Si] pour une étude plus complète). 
Nous énoncerons ici la version statistique suivante de la conjonction des 
théorèmes 3.4 et 3.5 de [20], utile pour la suite (voir également [15], p. 273): 

THÉOFLÈME 1.2. Soit P (L, { V ) )  un modèle de Gauss-Markov sur E ,  L 
désignant un sous-espace vectoriel de E.  Pour qu'un endomorphisme Q de E soit 
un estimateur de Gauss-Markov de p, il faut et il sufit que l'une ou L'autre des 
deux conditions équivalentes suivantes soit vér$&e: 

(i) LL est incius dans Ker(Qo tr); 
(ii) La restriction de Q au sous-espace L+Im V (qui est Ie plus petit 

sow-espace vectoriel de E de mesure E'unitk pour toutes les probabilités mises 
dans le modèle) est le projecteur sur L parallèIement à V(LL). 

1.4. L'aptimalité et PadniissibiIité en estimation linéaire. II est immédiat 
que la recherche d'estimateurs linéaires optimaux ou admissibles d'une applica- 
tion linéaire B de E dans F se ramène à l'étude menée dans la section 4 de [20]. 
Lorsque nous parlerons d'admissibilité, nous supposerons implicitement que 
F est muni d'une structure euclidienne (se reporter aux remarques 1 et 2 du 
5 4.2 de [20]). Evidemment, l'optimalité et l'admissibilité s'entendent prises 
relativement à l'ensemble ,Z (ou ce qui est équivalent, reiatiuement au cône 
convexe fermé engendré par Z) ce qui, sauf mention explicite du contraire, ne 
sera plus spécifié. 

Nous noterons 3 le sous-espace vectoriel de dP, (E*, E) x YS (E*, E) engen- 
dré par Ç, puis q ( M ,  N, U) l'extension de ,Z à E du tenseur de l'erreur qua- 
dratique d'un estirnateur linéaire U d'une application linéaire B de E dans F, 
autrement dit: 

Conformément à l'usage, nous nommerons estimateur linéaire admissible 
de Bp (ou de B) tout estimateur admissible de B dans l'espace 8 ( E ,  F). 

Tous les résultats obtenus dans la section 4 de [20] s'appliquent bien 
entendu au contexte de l'estimation linéaire avec toutefois une légère simpli- 
fication puisque l'ensemble ,Z est maintenant constitué dé couples (My N) de 
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tenseurs positifs sur tout l'espace E* (pour chaque 0 de @, M = T/, et 
N =  IL^ @I p8). Ils se transcrivent immédiatement en termes d'estimation linéaire. 
L'ensemble des estimateurs linéaires optimaux ou admissibles d'une applica- 
tion linéaire B possèdent de nombreuses propriétés communes. En particulier, 
nous retiendrons le résultat suivant, déduit du théorème 4.12 de [20] et exten- 
sion significative d'un théorème de OIsen et al. (cf. [14], proposition 3.3): 

THEORÈME 1.3. Soient Z un sous-espace vectoriel de E* et r un sous-espace 
afine de i e ( E ,  F )  de direction Z @  W. L'ensemble des estimateurs linéaires 
optimaux [resp. adr@ssibles]. dans r de chaque élément B de r n'est pas uide et 
forme une ciasse complète minimale. 

Evidemment, lorsque Z = L', ce théorème concerne l'ensemble des esti- 
mateurs linéaires sans biais optimaux [resp. admissibles] d'une application 
linéaire B (cf. théor6me 1.1). Lorsque Z = E*, il s'applique a l'ensemble des 
estimateurs linéaires optimaux [resp. admissibles] de B. 

2. ESTllWATEURS LINÉAIRES ADMISSWLES DE LA MOYENNE 
S m  UN MODELE GÉNÉRAL DE GAUSSMARLCOV 

Les notations sont celles de la section 1 précédente. Dans toute la suite, 
nous supposons désormais que (E, gE, 9) est un modèle général de 
Gauss-Markov, autrement dit, que .Z est un produit cartésien de la forme 

où L est un sous-espace vectoriel de E et V un élément non nul de (E*, E). 
Afin de donner une certaine unité à la suite de cet article (puisque nous 

chercherons notamment à caractériser l'ensemble des estimateurs linéaires 
admissibles de la moyenne p), nous supposons que E et F sont euclidiens et 
identifiés, sauf mention explicite du contraire, a leurs duaux respectifs E* et F*, 
d'où l'invariance du choix de ces structures. Pour chaque sous-ensemble % de 
PS(E) x YS(E), nous noterons [XI le cône convexe fermé de l'espace-produit 
YS(E) x 9S(E) engendré par S, autrement dit: l'adhérence de l'ensemble des 
combinaisons linéaires à coefficients strictement positifs des éléments de 3. 

Il en découle immédiatement que 

[Z] = {(,IV, N): 1 2 O, NEYJ(E), Im N c L) 

= R' V x ( N E . Y S ( E ) :  ImN c L ) .  

De même, le sous-espace vectoriel E de Z(E) x g ( E )  engendré par C est 
clairement le produit cartésien: 

E = R V X { N E ~ ~ ( E ) :  ImN c L) .  

Enfin, le sous-espace L + lm V de E coïncide ici avec la somme, notée [LI ", des 
sous-espaces Im (Ad + N )  quand ( M ,  N) décrit [Z]. 
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Nous aiions chercher à caractériser l'ensemble des estimateurs linéaires 
admissibles (dans 9 ( E ,  F)) d'une application linéaire donnée B de E dans F. - 

Nous poserons donc r = 9 (E, F) et utiliserons ainsi naturellement les nota- 
tions des sections 3 et 4 de [2O]. Soit Y (3, r) le sous-espace vectoriel de 
E formé des éléments singuliers (cf. 3 4.2 de [20]). Comme ici Z = E, il est 
immédiat que l'on a 

Y (B, r )  = ((M, N)&: M + N  = O), 

et par conséquent que Y(B, r )  ne dépend pas de B, et que 

[El n Y (3, r) = (0). 

Nous noterons donc simplement Y {B,  r )  = i" 

2.1. Conditions nécessaires d'admissibillité en estimation linéaire de %a moy- 
enne sur un modéle de Gauss-Markov. La recherche de conditions nécessaires 
d'admissibilité en estimation linéaire sur un modèle général de Gauss-Markov 
repose sur la proposition nouvelle suivante, B désignant une fois pour toutes 
une application linéaire de E dans F: 

PROPOSITION 2.1. Supposons L + lm V = E et soit A un estimateur linéaire 
de B. Si A est admissible, alors: 

- ou il existe (AV, N) dans [El, avec R > O ,  tel que A appartienne 
~ A V , N  (3); 
- ou sinon, il existe un couple (O, NI) dans [El, avec N, # O, tel que 

A appartienne à rO,Ni (B), et un couple (AT/, N,) de [E+i;] auec A > O, tel que 
A appartienne à (rl),v,N,{B), r1 désignant l'ensemble rO,NI (B) et Y, le 
sous-espace des éléments singuliers relatifs à Tl. 

Lorsque V est bijectif, l'une ou l'autre de ces deux conditions est sufisante 
pour que A soit un estimateur linéaire admissible de B. 

Démonstrat ion.  En effet, en raison du théorème 4.12 de [20], pour 
qu'un élément A de r soit un estimateur admissible de B, il faut et il suffit qu'il 
existe un couple non nul (A, T/, N,) de [Z] tel que A appartienne à I''lv,Nl (B) et 
que A soit admissible pour 3 dans l'ensemble rAIV,Nl {B). 

Ou 1, > O, et alors la première partie de la proposition est vérifiée, ou 
sinon A, = O, et alors A appartient au sous-espace affine 

rO,N1  (B) = B+(Ker NI)@ F avec N1 # 0. 

Posons Tl = r,,,, (B) et Y, = Y{B, r,). Vérifions que tout couple (AI/, N) du 
cône convexe [Z+ Y,] = [[a + Y,] est tel que Â. 2 O et que N soit positif sur 
KerN,, et que, si {AT/, N) appartient à Sp,, alors A = O. En effet, si (AV, N) est 
un couple de [Z + Y,], la restriction de AV+ N à Ker N, est positive, et donc 
N 3, - AV sur Ker NI. Or L contient Im NI (car C engendre linéairement E), et 
donc, par passage aux orthogonaux, N 3, - AV sur LI. Si L = E, la propriété 
est donc établie. Si L est strictement inclus dans E, on raisonne par 
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i'absurde en supposant R < O: la restrictian de -,IV à LL serait alors stric- 
tement positive, et donc aussi celle de N, et par suite on aurait 

car Li n KerN = {O) équivaut à L+Im N = E et que ImN c L. La contra- 
diction en résulte vu que L f l m  V = E .  Il s'ensuit que, si (IV, N) appartient 
à Y,, alors A = O. En effet, & est inclus dans le cône convexe [C $ SP,] , et donc 
tout (AV, N) de Y, est tel que II 3 O et que N soit positif sur Ker NI. D'autre 
part (cf. proposition 3.7 de [20]), tout (Av IV) de 9, vérifie 

.. . 

KerN, c Ker(1V-1-N); 

autrement dit, I V  = - N sur Ker NI, et donc I = O (car V est positif sur 
tout l'espace El. 

Si A,  = 0, l'admissibilité de A pour B dans r, = rO,Ni (B) est donc équiva- 
lente à l'existence d'un couple (A,V, N, )  non nul de [Z + Y,] \Yl tel que A 
appartienne à Yensemble r2:= (T,)?, , , , (B)  et que A soit admissible pour 
B dans r,. A nouveau, I2 est positif ou nul, N, est positif sur Ker NI et, si 
A, =O, tout (AV, N) de 9, = Y ( B ,  r2) est tel A = 0. 

Or, en vertu de la proposition 4.13 de [20], une telle procédure ne 
comporte qu'un nombre fini d'étapes, ici toutes semblables étant donné la 
nature de l'ensemble E. Il n'est donc pas restrictif de supposer que l'étape 
ci-dessus est la dernière, ce qui entraîne (cf. proposition 4.13 de 1201) que 

où 2, = Ker N, et donc E est inclus dans 9, (cf. théorème 4.9 de 1201 et la 
remarque qui suit). Il en résulte immédiatement que R, > O car, si 1, = O, 
chaque (AV, IV) de Y2 est tel que A = O, et Z ne pourrait être contenu dans Y,, 
ce qui termine la preuve de la première partie de cette proposition. 

La deuxième partie est une conséquence immédiate du théorème de 
LaMotte (théorème 4.12 de [20]), les sous-espaces affines &,,,,,(B) et 
(ri)n,v,N,(B) étant réduits chacun à un point si V est bijectif et si 1, et 1, sont 
strictement positifs (cf. théorèmes 3.1 et 3.6 de [20]). i 

L'ensemble des estimateurs linéaires admissibles de 3 coïncide avec 
l'ensemble des estimateurs linéaires admissibles de chaque élément C de la 
famille A ( 3 )  des estimateurs linéaires sans biais de i3 (cf. proposition 4.4 de 
[20] et théorème 1.1 précédent). Il résulte alors immédiatement des théo- 
rème 4.15 et corollaire 3.3 de [20], et de la proposition 2.1 précédente, la 
proposition suivante réunissant un ensemble de conditions nécessaires 
d'admissibilité d'une application linéaire B définie sur un modèle de 
Gauss-Markov B (L, {Y)). On pourra rapprocher cette proposition du 
théorème 3.1 de [9] qui fournit (dans un cadre matriciel) un ensemble de 
conditions nécessaires d'admissibilité en estimation linéaire sur un modèle li- 
néaire plus général: 
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PROPOSI~ON 2.2. Pour qu'une statistique linéaire A à valeurs dans F soit un 
estimateur linéaire admissible de B, il  faut que chacune des conditions suivantes 
soit vérijiée, C désignant un estimateur linéaire sans biais arbitraire de 3: 

(i) A(L +ImV) = A(L) et A(L) c B(L); 
(Ü) (A-C)(L+Im F') = Im[(A-C)oU; 
(iii) (A - C) (L) = (A- C) (L n Im V); 
(iv) L' c Ker (A o V); 
(v) AoVotC est symètrique; 
(vi) AoVofA < L A ~ V ~ ' C  <,CoVofC. 

- CONVENTION. Il est clair que la condition AoVotA <, AoVo tC exige que 
AoVo'C soit symétrique (car AoVotA l'est toujours, cf. 9 3.1 de [20]). C'est 
pourquoi désormais, lorsque nous écrirons la relation Ao Vo'A <, AoVolC 
(pour tous A et C de Y(E ,  F)), nous supposerons implicitement que AoVotC 
est symétrique. 

2.2. Caractéinsations de l'admissibilité: en esaimation linéaire de la moyenne 
sur un modele de Gauss-Maakov. La recherche de conditions suffisantes 
d'admissibilité sur un modèle de Gauss-Markov repose sur le théorème suivant 
dû à Klonecki et Zontek (cf. théorème 4.1 de 193) pour le cas univarié: 

THÉORÈME 2.3. Pour qu'un endomorphisme A de E soit un estimateur liné- 
aire admissible de p, il faut et il suDt que les relations suivantes soit vériJiées: 

(i) A(L+ImV) c L; 
(ii) (1,-A)(L+ImV) = Im[(I,-A)ov; 

(iii) Ao Vo'A <, Ao K 

Démon  s t r a t i O n. Nous donnons une preuve fondée sur le théorème de 
LaMotte, basée sur la même idée directrice que celle du théorème 4.1 de 191, mais 
utilisant plus largement la structure linéaire de E (qui n'est pas nécessairement ici 
un espace R3.  Pour cette preuve, nous pouvons supposer que L +Tm V = E car 
les assertions (i) et (ii) ne concernent que la restriction de A et 1,- A au 
sous-espace L +Im T/, tandis que l'assertion (iii) ne s'adresse qu'à la restriction de 
A au sous-espace Im K La nécessité de ces conditions vient d'être démontrée 
(proposition 2.2) en prenant B = 1,. Il reste donc à prouver leur suffisance. 

Posons T = '(1, -A). L'assertion (ii) équivaut alors à Ker T O Im (Vo T) 
= E (8 désignant la somme directe de deux sous-espaces), ou encore, d'après 
(iii), comme Vo T est symétrique, à la relation 

Or (ii) équivaut aussi à Im tfTo V) = Im'T, et donc, après passage aux ortho- 
gonaux, il est clair que T vérifie la relation 

Ker T 0 Im T = E (l). 

(l) C'est à partir de cette relation remarquable que nous utilisons plus largement que dans 
[9] (pp. 1%-19) Ia structure linéaire de E. 
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Soit ll le projecteur de E sur Irn T parallèlement d Ker T. L'unique g-inverse 
réflexive T -  de T vérifiant il = T O T -  et I,- I I  = T  - O T  cornmute avec T. 
Li vient IIoT = TolI  = T, d'où l'on tire Aot(IE-Il) = '(I,-II), ce qui revient 
(la restriction de YIE-II )  à i'image de IE-n étant injective) à 

Par conséquent, d'après le corollaire 2.2 de [20], A décrit le sows-espace affine 

de S ( E ) .  En raison des théorèmes 3.1 et 3.6 de [20], Qi n'est autre que 
l'ensemble des solutions du programme quadratique 

Donc, en vertu de la proposition 4.3 de [20], l'admissibilité de A  dans Y (E), en 
tant qu'estimateur linéaire de I,, équivaut à la l'admissibilité de A dans @. 

(a) Si 17 = O, alors No est un tenseur bijectif et @ = (1,): dans ce cas, 
A  = IE est un estirnateur admissible de p dans @, et donc aussi dans 9 ( E ) .  

(b) Supposons il # O et posons R  = t170AoVo17. D'après la condition 
(iii), R est un tenseur symétrique et positif sur E. De plus, comme n o T =  T o n ,  
nous avons 

ce qui entraîne R  = AotIIo V o n ,  et donc, d'après (i), l'inclusion Im R  c L. De 
plus, 

ROT = R-RotA = ' ~ 0 A o V o l l - ~ l 7 o A o V o i 7 o ~ A  

et par suite, d'après (iü), ROT est symétrique et positif sur E. 
Posons NI = ROT-. De R  = Roll  = RoToT- ,  on tire 

et on en déduit que IV1 est symétrique et positif sur E. Comme, d'autre part, Ie 
sous-espace Im R est inclus dans L, nous avons Im NI c L et (K N 1 ) ~  [El. 
Enfin, l'égalité DOT- = T -  entraîne que, Ao V  étant symétrique d'après (iii): 

car 'AoT-  = (1,-T)oT- = T--17. Il s'ensuit aussitôt la relation 
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autrement dit, No et Il ayant même image, que A appartient a @,,,(l,) (cf. 
théorèmes 3.1 et 3.6 de 1201). Or, la restriction de V au sous-espace 
Ker No = Im il est strictement positive [assertion (ii), vu que L + Im V = E l ,  et 
il en est aussi de même pour V +NI. L'ensemble @,,, (1,) est donc un singieton 
(cf. théorème 3.1 de [203). L'admissibilité de A dans @ est alors une con- 
séquence du théorème 4.12 de [20j), ce qui achève la preuve. i 

Remarque importante. Lorsque L+ImV= E,lacondition (ii)revient 
à dire que la restriction de V au sous-espace Imf(l,- A) est injective. II en 
découle que l'on obtient un théoréme équivalent en substituant à (ii} la con- 
dition . 

(ii)' (JE-A)(L) c Im [(JE-A)oVJ. 
Lorsque V est bijectif, la condition (ii) est trivialement vérifiée tandis que, 

si AoV est symétrique, (iii) équivaut à A20V <,AoV, autrement dit, 
à AZ < , A  (V étant bijectif), ce qui revient à dire que le spectre de A est inclus 
dans [O, 11, d'où le résultat suivant, nouveau sous cette forme et extension du 
corollaire 3.1 de Cl31 (p. 3034): 

COROLLAIRE 2.4. Lorsque V est bijectiJ l'ensemble des estimateurs liné- 
aires admissibles de p est identique d l'ensemble des endomorphismes A de 
E d'image contenue dans L tels que AoV soit symétrique et dont le spectre est 
inclus dans [O,  11. 

Nous énoncerons également la 

~ S I T I O N  2.5. Soit C un estimateur Iinéaire de B. Lorsque L est inclus 
dam Im K la conjonction des conditions 

(i) L' c Ker(AoV), et 
(ii) Ao VotA <, Ao VotC, 

est nécessaire et sufisante pour qu'un estimateur Iinéaire A de B soit admissible. 

Dé m O n s t ra t io  n. Pour cette preuve, nous pouvons encore supposer que 
L + Im V = E sans perte de généralité. Il est alors clair que, si L est inclus dans 
Im V, toutes les conditions de la proposition 2.2 se réduisent aux conditions de 
ce théorème, qui sont donc nécessaires pour que A un estimateur linéaire 
admissible de B. Vérifions qu'elles sont aussi sfl~santes. 

Posons Y = Ao VofC et R = VofAo"YtoA, ou Vt est le pseudo-inverse 
de Moore-Penrose de "Y (cf. 1.1). Comme d'après (ii) V est symétrique, on a 

E =  Ker Y e I m Y ,  

et il en découle que: 
(a) Im R c L car, d'après (i), L c (YotA); 
(b) Ro V = Vo fAoYio Ao V est symétrique (car Yt est symétrique); 
(c) RoVo'R = V o ~ o " Y t o ( A o V o t A ) o V ' ~ o A o ~  où d'après (ii), 
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et par suite: 
RoVotR <,RoV. 

D'autre part, comme L + Im V = E, l'hypothèse L c h V implique que V est 
bijectif. La condition 

est donc satisfaite, et le théorème 2.3 précédent montre que R est bien un 
estimateur admissible de y. 

Or, 9'"-O .Yt . a  pour--image Im Y et V est bijectif, donc 

ImA = Im(AoV) = Im(AoVo2) c I m V .  

Le morphisme Y = AoVorC étant symétrique (d'après (ii)), il s'ensuit que 

autrement dit, en vertu du théorème 4.14 de [20] (stabilité de l'admissibilité par 
linéarité), que A est un estimateur admissible de C, et donc aussi de B. 

Nous obtenons alors le théorème caractéristique suivant, aménagement 
sensible du théorème 4.3 de [BI (p. 20): 

TI-I I~R~ME 2.6. Soit C un estimateur linéaire sans biais arbitraire de B. Pour 
qu'un estimateur linéaire A de B soit admissible, il faut et il sufit que chacune des 
relations suivantes soit vériJiée: 

(i) A(L + Im V) c C(L); 
(ii) (A-C)(L+ImV) = Tm[(A-C)oVJ; 

(iii) LL c Ker (A O v); 
(iv) AoVoS1<, AoVotC. 

Dé m O n s t r a t i O n. Vu Ia proposition 2.2, toutes ces conditions sont bien 
nécessaires pour que A soit un estimateur admissible de B. Il reste donc 
à pouver qu'elles sont suEsantes: pour cela il sufit de prendre C = B, dans la 
farnilb A (B) des estimateurs linéaires sans bilais de B tel que Ker B, c L. En effet, 
il existe bien un tel élément B, dans A(B) (cf. proposition 3.4 de [20]), et si ces 
conditions sont vérifiées pour C = B, et entrahent l'admissibilité de A, alors 
elles sont vérifiées pour chaque C de A(B)  (cf. proposition 2.2) (2). 

Observons à nouveau que l'on ne restreint pas la généralité en supposant 
L+ lm V = E. En effet, les assertions (i) et (ii) de ce théorème ne concernent que les 
restrictions de A et B, au sous-espace L+ Im K tandis que les conditions (iii) et (iv) 
ne s'adressent qu'aux restrictions de ces applications au sousespace Im V de E. 

Posons 
L I =  L n I m V  et E(l)=((V,u@u): U E L ~ ) .  

(3 Cette propriété constitue la clé de notre démonstration, démonstration que l'on pourra 
rapprocher de celle du théorème 4.3 de [9] @p. 2Ck21) dans un cadre univarié. 



Nous distinguerons l'admissibilité relativement aux ensembles Z et ,Q1), nom- 
mées respectivement L-admissibilité et Z(ll-adrnissibilité (cf. définition 4.2 de 
[SOI). Comme L contient L,, (iii) entraîne la relation Li c Ker(AoV), et les 
conditions (iii) et (iv) sont bien sufisantes, d'après la proposition 2.5 
précédente, pour que A soit un estimateur fi1)-admissible de B. Reprenant la 
preuve de cette proposition, il existe donc un endomorphisme R, de E qui est 
un estimateur C(ll-admissible de p vérifiant la relation A = &OR,. 

Il suffit de démontrer qu'il existe un estimateur linéaire Z1-admissible R de 
p tel que A = B,o R, ce qui prouvera (stabilité par linéarité de l'admissibilité; cf. 
théorcme 4.14 de DO]) que A est Z-admissible pour B,, et donc pour B. 

~ k e  L + h V  = E et que, pour tout C de A(B),  on a B,(L) = C(L),  
notons que la condition (i) entraîne 

ou C-l[C(L)] = L+KerC et Ker(A-C) c C-'[ImA]. 
JI en découle Ker ( A -  B,) c L+KerB,, avec (par déhition) Ker B, c L, 

et par suite 

Sous l'hypothèse L + lm V  = E, (ii) équivaut à 

Im (A - BJ = Irn [(A - B,jo u. 
Donc, d'après le théorème de factorisation des applications linéaires, il existe 
un endomorphisme X de E tel que A-B, = (A-B,)oVoX, autrement dit, tel 
que 

où Il est un projecteur de E sur un supplémentaire de Ker ( A -  B,) dans E et 
U un endomorphisme de E dont l'image est contenue dans Ker(A-B,). Or, 
V étant positif sur E, nous avons 

et donc, puisque Ker(A- 3,) est inclus dans L, il n'est pas restrictif de supposer 
que V O X  est un projecteur de E, nécessairement sur un sous-espace vectoriel 
de E qui contient un supplémentaire de Ker (A - BJ dans E: c'est le cas si U est 
un projecteur de E sur un sous-espace de Ker (A - 3;) vérifiant Irn Il c Ker U .  
Cela revient donc à dire que l'on peut choisir X dans 9 (E) tel que V O X  soit 
un projecteur de E sur Im V ou, ce qui équivalent, que X soit une g-inverse de 
V telie que l'image de 1,- VOX soit contenue dans L,  car 1,- VOX est un 
projecteur de E sur un sous-espace vectoriel de Ker(A-B,). 

Posons alors 
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Comme RI est un estimateur Ç(')-admissible de 9 [dans Y ( E ) ] ,  R, vérifie les 
conditions de la proposition 2.2, et donc: 

(1) ImR c L,' car Im RI c L et Im(I,- VOX) c L; 

(2) RoV = (V-VOXOV)+R,OVQXOV = R,oK 
et donc R o  V est symétrique; 

(3) I E - R  = VOX-R1oVoX = (Iz-R1)oVoX, 
d'ad (IE-R)oV= ( I E - R I ) o V ,  

et par suite 
.. . --Im(I,-R) = Im(1,-R)oV. 

(4) ~ o v o a  = RO~(ROV) = ROYR,OV) = RO VO'R, = R,OVO~R, ,  
d'ou l'on tire que 

Il suit (théorème 2.3) que R est un estimateur E-admissible de p dans $ p ( E ) *  
Enfin, des relations 

il découle aussitot : 

ce qu'il fallait prouver. i 

Il est parfois avantageux de substituer à ce théorème caractéristique le 
théorème suivant prouvé par Baksalary et Markiewicz (cf. [4], pp. 351-352) 
dans le cas univarié à l'aide d'une approche de l'admissibilité tout à fait diffé- 
rente de la nôtre (3). 11 nous semble important et utile d'en donner une 
démonstration issue du théorème 2.6 précédent: 

THÉORÈME 2.7. Pour qu'un estimateesr linéaire A de B soit admissible, il  faut 
et il sufit que chacune des trois conditions suivantes soit vériJiée, C désignant un 
estimateur linéaire sans biais arbitraire de B: 

(i) (A-C)(L) = (A-C)(LnImV); 
(ii) L' c Ker (A O V); 
(iü) Ao VofA <, AoVotC. 

Démons t r a t ion .  La nécessité de ces conditions provient encore de la 
proposition 2.2. Il reste donc à établir qu'elles sont suffisantes pour que A soit 
un estimateur admissible d'un élément arbitraire C de l'ensemble A(B) des 

(3) Comme nous l'avons précisé dans l'introduction de cet article, rapproche de Baksalary et 
Markiewicz se situe sur une lignée de travaux ouverte par Rao dans [lq. Mais une telle approche 
n'est pas directe et repose sur des techniques exclusivement matricielles développées dans 1131. 
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estimateurs linéaires sans biais de B. On peut encore supposer que 
L+ lm V = E, ce qui, de manière évidente dans la formulation de ce théorème, 
n'affaiblit pas la généralit6 L'assertion (iii) entraîne (V étant positif sur E et 
A O VotC symétrique) que 

Ker(Ao VotC) c Ker(AoVoi4). 

Par passage aux orthogonaux, il vient donc 

et par suite, d'après (ii), on a 

D'autre part (vérification immédiate), la relation 

équivaut à 
L c ( L n  Im V)+Ker(A-C). 

Posant K = Ker(A-C), on en déduit aussitôt (comme L n  Im V c L) que 

L c  [ K + ( L n I m V ) ] n L = K n L + L n I m V .  

Il suit alors 
A(L) c A(K n L)+ A(L n Im V), 

où A(K n L) = (Au: Au = Cu, UEL) c CIL). Comme 

on obtient A (L) c C (L). D'autre part, l'hypothèse L + Im V = E entraîne la 
relation 

ImA = A(L)+Im(AoV), 

dont on en déduit 
Im A c C(L).  

Enfin, appliquant A - C à chacun des membres de la relation E = L + Im T/, on 
obtient 

Im(A-C) = (A-C)(L)+h[(A-C)oV] 

dont il résulte aussitôt que 

Sous l'hypothèse L+Im V = E, toutes les conditions du théorème 2.7 pré- 
cédent sont ainsi satisfaites et la démonstration achevée. i 

Remarques importantes. 1. La condition (ii) de ce théorème (que 
l'on retrouve également dans le théorème 2.6) est remarquable: en vertu du 
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théorème 1.2, elle signifie que tout estimateur linéaire admissible A d'une 
application linéaire 3 est un estimatur de Gauss-Markov de A (autrement dit, de 
sa moyenne Ap). 

2. Dans la preuve du théorème 2.6, nous avons établi que, si L +lm V = E, 
dors pour qu'un estimateur linéaire A de 3 soit admissible, il est nécessaire 
que A soit de la forme A = &OR,  où B, désigne un estimateur linéaire sans biais 
de B de noyau inclus dans L et R un estimateur admissible de p. Or B - B ,  
s'annule sur L (théorème 1.1) et ImR est inclus dans L (proposition 2.21, dloU 

Lorsque L+ Lm V est strictement contenu dans E ,  on n'obtient la même 
relation qu'avec les restrictions de A et R au sous-espace L + Im V. 

Inversement (stabilité par linéarité de l'admissibilité), pour tout estirnateur 
linéaire admissible U de p,  Bo U est un estimateur linéaire admissible de B.  Or 
(cf. thkorémes 2.6 ou 2.71, si (A, A') désigne un couple d'estimateurs linéaires de 
B dont les restrictions A L+lm V sont égales, l'admissibilité de A équivaut 
a l'admissibilité de A'. Nous en déduisons le théorème caractéristique suivant 
qui indique comment on peut, sur un modéle de Gauss-Markou, reconstituer 
l'ensemble des estimateurs linéaires admissibles de toute transformation liné- 
aire de p à partir de l'ensemble des estimateurs linéaires admissibles de p:  

TH~RBME 2.8. Pour qu'un estimateur linéaire A de Bp  soit admissible, il est 
nécessaire et sufisant qu'il existe un estimateur linéaire admissible U de p tel que 
les restrictions de A et BOU au sous-espace L+Im V soient égales. 

Tout estimateur linéaire admissible A de 3 est donc 9-presque-sûrement 
égal à B O U ,  où U est un estimateur linéaire admissible de p. 

2.3. Caractérisation variatiomelle de l'admissibilité en estimation linéaire 
sur un modéle de Gauss-Markov. Le corollaire 3.2 de [20] conduit à une 
caractérisation variationnelle évidente de l'estimation de Gauss-Markov: pour 
qu'une statistique linéaire B a valeurs dans F soit un estimateur de 
Gauss-Markov de B, il faut et il suffit que, pour tout v* de F*, la forme linéaire 
v*oB soit un estimateur de Gauss-Markov de u*oB dans E*. Le théorème 2.7 
permet d'obtenir une caractérisation variationnelle voisine de l'admissibilité en 
estimation linéaire sur un modèle de Gauss-Markov. Nous énoncerons le 
résultat suivant à la fois plus général et plus précis que le corollaire 4.4 de [9] 
(p. 21) ou le théorème 3.4 de [17] (p. 1029): 

PROPOSITION 2.9. Pour qu'une statistique linéaire A a valeurs dans F soit un 
estirnateur linéaire admissible de B, i l  faut et il sufit que A o V o t B  soit un endo- 
morphisme symétrique de E et que, pour tout v* de F*, v*-oA soit un estimateur 
admissible de v*oB dans E*. 

Dé m O n s t r a t i O n. La condition nécessaire est une conséquence directe 
de la proposition 2.2 (pour ce qui est de la symétrie de AoVotB) et de la 

2 - PAMS 18.2 
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stabilité par linéarité de i'admissibilité. La réciproque s'obtient en remarquant 
que si, pour tout u* de F, v*oA est admissible pour v*oB dans E* (identifié 
à E), la condition (iii) du théorème 2.7 entraîne 

autrement dit, que A o  Vo% <, A o  VotE. Les autres conditions du théorème 
2.7 se démontrent directement à i'aide de la propriété élémentaire suivante, 
dont la vérification (aisée) est immédiate: pour tout couple (E,, E,) de 
sous-espa-s vectoriels de E, l'inclusion E ,  c E ,  équivaut à u* (El) c u* (E,)  
pour- tgut u* de E*. 

2.4. AdmisslbilitB en estimation linéaire et estimation de Gauss-Markov. 
Des théorémes 2.6 ou 2.7, il découle immédiatement le 

THEOR&ME 2.10. Pour qu'un estirnateur linéaire sans biais A de 3 soit un 
estimateur linéaire admissible de B, il faut et il sufit que A soit un estimateur de 
GaussMcn-kov de B. 

En effet, l'assertion (i) du théorème 2.7 est trivialement vérifiée pour chaque 
estimateur linéaire sans biais C de 3 (cf. théorème 1.11, tandis que, si A est un 
estimateur linéaire sans biais de 3, la condition (ii) du théorème 2.7 équivaut 
à dire que A est un estimateur de Gauss-Markov de B (cf. théoreme 1-21, 
l'assertion (iii) étant alors satisfaite (se reporter au corollaire 3.3 de 1201). Cha- 
que estimateur de Gauss-Markov de B est donc un estimateur linéaire admis- 
sible de B (Le. dans 9 (E, F)). 

Inversement, tout estimateur linéaire admissible A de B est un estimateur 
de Gauss-Markov de son espérance mathématique Ap (cf. condition (ii) du 
théorème 2.7 et théorème 1.2). Lorsque B est l'application identique de E, 
l'étude complète de la réciproque du théorème précédent conduit alors au 
théorème suivant: 

WoREm 2.11. Pour que l'ensemble des estimateurs linéaires admissibles de 
,u coïncide avec l'ensemble de  ses estimateurs de Gauss-Markov, il faut et il sufit que 

L n I m  V = (0). 

Ce résultat remarquable est dû à Baksalary et Mathew (cf. 171, p. 61) 
lorsque E est un espace Rn. Nous en donnons une preuve géométrique simple 
mettant on oeuvre la structure algébrique induite sur E par le tenseur K 

Démons t r a t i O n. Chaque estimateur de Gauss-Markov de p étant un 
estimateur linéaire admissible de p, il sufIit de prouver que cette condition 
équivaut à dire que tout estimateur linéaire admissible de ,u est un estimateur 
de Gauss-Markov de p. 

Si L n Im V = {O), l'assertion (i) du théorème 2.7 indique que tout esti- 
mateur linéaire admissible de p est nécessairement un estimateur linéaire sans 
biais de p; le théorème 2.10 précédent permet aussitôt de conclure. 
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l[nversement, si tout estimateur linéaire admissible de p est un estimateur 
de Gauss-Markov de p, alors, en vertu du théorème 4.9 de [20], N désignant 
un tenseur symétrique et positif sur E et d'image L, tout élément Q de r,, (I,), 
avec ici r = 9 ( E ) ,  est un estimateur de Gauss-Markov de p, autrement dit, 
d'après le théorème 1.2, un endomorphisme Q de E dont la restriction Q' au 
sous-espace L + Im V est le projecteur sur L parallèlement à V (LI). Or, d'après 
les théorèmes 3.1 et 3.6 de [20], chaque élément Q de rv,(lJ vérifie la relation 
Qo(V + N) = N ,  c'est-à-dire 

. . .. Q o V  = (1,-Q)oN, 
OU, puisque Q' est le projecteur sur L de direction V(LL), 

(1,-Q)oN = 0. 

Ii s'ensuit que QoV = O, autrement dit, que Im V est inclus dans le noyau 
Ker Qf = V(LL) de Qf. On en déduit que Im V = V (LI),  d'où il découle que 
L n Im V = { O ) ,  car V (LI)  est un supplémentaire de L dans L + Im V, ce qui 
achève la preuve. i 

In te rp ré ta t ion  géométrique. Désignons par L, un supplémentaire 
dans L du sous-espace LI = L n Im Vdans L, et respectivement par p, et p, les 
composantes de p sur L, et L,. La statistique identique Y de E se décompose 
8-presque-siirement en la somme de deux vecteurs aléatoires Y, et Y, respec- 
tivement à valeurs dans Im V et L,, d'espérances mathématiques pl et p,. Or le 
vecteur Y, -pz est 8-presque-sûrement nul, et donc dire que LI est réduit à (0) 
revient à dire que pl est nulle (donc entièrement connue): il n'y a véritablement 
plus, à proprement parler, de problème inférentiel, car Y, estime sans biais et 
avec un tenseur de variance nul l'autre composante p, de p. 

2.5. L'admissibilité Pestimateors affines d'une application linéaire définie 
sur une structare de Gau~Markov.  Nous désignons par d ( E ,  I;) l'ensemble 
des applications &es de E dans F. La structure de l'ensemble des estimateurs 
aofjines admissibles [dans l'ensemble d ( E ,  F ) ]  d'une application linéaire 3 de 
E dans F se déduit de celIe des estimateurs linéaires admissibles de B selon 
l'énoncé suivant: 

THÉORÈME 2.12. L'admissibilité d'un estimateur aofjine A' = t,oA de B, de , 
partie linéaire A et de translation associée ta, équivaut à la conjonction des deux 
conditions suivantes: 

(i) a appartient au sous-espace (A-B) (L) ;  
(ii) A est un estimateur linéaire admissible de 3. 

Ce résultat, conjecturé par Rao (cf. corollaire 3.2 de [17]), a été 
effectivement démontré par Baksalary et Markiewicz (cf. théorème 1 de [2]) 
dans le cas univarié à l'aide d'arguments matriciels. Nous en donnons ici une 
preuve basée sur le langage fonctionnel lorsque E est un espace euclidien quel- 
conque. 
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Démonstrat ion.  Pour tout 6 = (p, v) de l'espace paramétnque 8, iden- 
tifié ici au produit L x ( V I ,  le tenseur de l'erreur quadratique d'un estimateur 
afline A' = tao A de B s'écrit: 

Supposons que t,oA soit un estimateur admissible de B. Par contraposition, si 
a n'appartenait pas au sous-espace ( A  -B)(L) ,  a s'écrirait a = a, + a,, avec a, 
et a,  éléments de (A - 3) (L) et de [(A - B) (Lj]' respectivement, et a,  # O: il en 
résulterait clairement que 

( V ~ E @ )  trCe(6, t,oA)-e(O, ta,oA)l = lla21I2 > 0, 

ce qui contredirait l'admissibilité de A' dans d (E ,  F). La condition (i) est donc 
nécessaire, Maintenant, si (ii) n'était pas vraie, alors il existerait un estimateur 
linéaire U de B strictement meilleur que A au sens où on aurait 

cette inégalité étant stricte pour au moins un éjément nt, de L. La condition (i) 
étant satisfaite, tout m de L s'écrit rn = p+u, OU est un antécident fixé de 
a dans L par A-B et p un élément de L. 

Posons u = (U -3) a. Nous aurions alors 

et il en découlerait que tuo U serait strictement meilleur que t,oA dans 
d ( E ,  F), ce qui mettrait en défaut l'admissibilité de taoA. La nécessité des 
conditions (i) et (ii) est ainsi prouvée. 

La réciproque s'établit également par contraposition. Supposons les con- 
ditions (i) et (ii) vérifiées et t ,oA non admissible. Il existerait alors un estimateur 
affine tuo U de B, de partie linéaire U, tel que 

cette inégalité étant stricte pour au moins un élément p* de L. 
Soit a un antécédent fixé de a par A-B appartenant à L. Posons 

v = u +(U - B) a et, pour chaque p de L,  m = p+ a. L'inégalité précédente 
devient alors 

et nous déduirions que 

Il en résulterait que v = O (en prenant m = O), et A ne serait donc pas un 
estimateur linéaire admissible de B, ce qui contredirait (ii). rn 

Enfin, ce théorème 2.12 s'étend immédiatement au cas ou L est un 
sous-espace afllne de E que nous noterons L'. En effet, L désignant maintenant 
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la direction de L', L' est l'ensemble des éléments p = rn + d  de E ,  d décrivant 
L et mfixé choisi arbitrairement dans L'. Pour chaque 0 = (d, V) de l'espace 
paramétrique 0, ident8é au produit cartésien L x ( V), le tenseur d'erreur qua- 
dratique d'un estimateur affine A' = t ,oA de B s'écrit: 

Le théoréme précédent conduit à dire que pour que A' soit admissible, il faut et il 
suffit que (A - 3) m i- a appartienne au sous-espace (A - B) (LI, autrement dit que 

-. .- ~ E ( B  - A) (L'), 

et que A'soit un estimateur linéaire admissible de 3 relativement au modèle 
P(L,  { V ) ) .  Par conséquent, a ne peut être nul que si L' est un sous-espace 
vectoriel, d'où le 

COROLLAIRE 2.13. Soit L' un sous-espace a f lm  de E. Pour qu'une application 
linéaire B admette un estimteur linéaire admissible relativement au modéle 
B(L', ( V ) ) ,  il faut et il sufit que L'soit un espace vectoriel de E. Sinon, un estimateur 
affine N = &oA de B, de partie linéaire A, est admissible, si et seulement si: 

(i) a appartient au sous-espace (B-A)(L'), et 
(ii) A est un estimateur linéaire admissible de B relativement aer moddle 

linéaire 9(L, (Ir)), L désignant la direction de L'. 
Evidemment, si L' est un sous-espace vectoriel de E, alors 

(3 -A)  (L') = ( A  - B) (L') 

et on retrouve le théorème 2.12. 

3. ESTIIMATEURS LIN&AIRES ADMISSIBLES DU PARAMÈTRE DE RÉGRESSION 

Dans toute cette section, nous conservons les hypothèses et notations de la 
section précédente, mais supposons en outre L est l'image d'une application 
linéaire T définie sur un espace euclidien H. Nous noterons B(Tb,  ( V ) )  le 
modèle de régression linéaire correspondant, éventuellement multivarié, 
b désignant le paramètre de régression dans l'espace H. 

Nous dirons qu'une application linéaire R définie sur H est identiJiable si, 
pour tout couple (b,, b,) de H x H tel que Tb, = Tb,, on a Rb, = Rb,. Il 
équivaut à dire que Ker T c Ker R, ou encore que R admet un estimateur 
Iinéaire sans biais (cf. [l]). 

Pour toute application linéaire R de H dans un espace euclidien P, le 
tenseur d'erreur quadratique de tout estimateur linéaire U de R s'écrit, pour 
chaque 6 = (b, de Hx(V):  

= Uo VofU +(UoT-R)o(bOb)oyUo T-R). 



Par conséquent, si R est identifiable, le tenseur d'erreur quadratique d'un esti- 
mateur linéaire U de R n'est autre que le tenseur d'erreur quadratique de tout 
estimateur linéaire U d'une application linéaire arbitraire 3 de E dans F telle 
que R = BOT, car 

Prolongeant naturellement la définition d'un estimateur linéaire admissi- 
ble d'une .application linéaire B définie sur El nous nommerons estimateesr 
linéaire admissible d'une application linkaire R de H dans F tout estimateur 
admissible de R {ou Rb) dans 9 (E, F). Il en découle clairement que l'ensemble 
des estimateurs linéaires admissibles d'une application linéaire identifiable 
R coïncide avec l'ensemble des estimateurs linéaires admissibles d'un estima- 
teur linéaire sans biais arbitraire de R. Tous les résultats obtenus dans la 
section 2 s'appliquent donc immédiatement sachant que l'on a ici C(L) = ImR 
pour chaque estimateur linéaire sans biais C de R .  

3.1. Csiractéaisation des estimateurs héliiaes admissibles de b. Lorsque le 
paramétre b est identifiable (Le. Tinjective), la recherche d'estimateurs linéaires 
ou affines admissibles du paramètre b est une question importante. Cela revient 
à prendre R = 1, et C arbitraire dans l'ensemble des inverses à gauche T -  de 
l'application T. 

Sous une telie hypothèse, si T O A est un estimateur linéaire admissible de p, 
alors (stabilité par linéarité de l'admissibilité, cf. théorème 4.14 de [20j) 
T- oTo  A = A est un estimateur linéaire admissible de b. Usant de la même 
propriété, la réciproque est immédiate, ce qui conduit à la caractérisation suivante: 

THÉORÈME 3.1. Lorsque T e s t  injective, pour qu'un estimateur linéaire A de 
b soit admissible, iEfaut et il suffit que T O A soit un estimateur linéaire admissible de p. 

Il en résulte immédiatement une série de caractérisations de l'ensemble des 
estimateurs linéaires admissibles de b issues de la section 2. Toutefois, Tétant 
injective et le sous-espace Im(Vo54) contenu dans Im T (cf. théorème 2.6 
ou 2.7), nous avons, pour chaque inverse à gauche C de T, l'équivalence 

L'implication de droite à gauche est triviale. Inversement, de Im(Vo54) 
c Im T, il suit (par passage aux orthogonaux) Ao V = Ao Von,  où Il désigne 
le projecteur orthogonal de E sur L. Prenant C = TT (pseudo-inverse de 
Moore-Penrose de T), nous pouvons écrire 

et l'implication opposée de gauche à droite en résulte. Enfin, la relation 

(ToA)oVot(ToA) <, ToAoV 
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entraîne la relation Im(Vo 2) c Im T. En effet, T oAo V est alors symétrique et 
comme C = Tt est une inverse ii droite de 'T (car Test injective), nous avons 

ToAoVoC = VotAotToC = VofA, 

dont il découle aussitôt l'inclusion cherchée. Nous obtenons donc le théoreme 
suivant démontré par Baksalary et Markiewicz (lorsque E est un espace Rn) 
à l'aide d'une méthode tout à fait différente (cf. [4], p. 358): 

TE&O&ME 3.2. Lorsque Test injective, l'ensemble des estimateurs linéaires 
admissibles de b est identique ù l'ensemble des statistiques linéaires A d valeurs 
dans H vérijiant 'les deux 'conditions suivantes: 

(a) (A-C)(L)  = (A-C)(LnImV); 
@) {ToA)oVot(To A) SL ToAoV. 

Usant maintenant du corollaire 2.4, no'us obtenons le résultat suivant dû 
a Baksalary et Markiewicz par une autre voie (cf. corollaire 1 de [2]): 

C O R O L L A ~  3.3. Lorsque Test injective et Vbzjectij l'ensemble des estima- 
teurs linéaires admissibbs de b se résume à I'ensembb des endornorphisms A de 
H tels que ToAo V soit symétrique et  tels que le spectre de AoT soit contenu 
dans [ O ,  11. 

3.2. La conjecture de C.R. Rao. Selon l'usage, nous appellerons estimateur 
des moindres-carrés généralisés de b toute statistique linéaire V i valeurs dans 
H telle que, pour tout y de E, 6 = %'y, soit une solution de l'équation normale 
généralisée 

t ~ ~ ~ - o ~ 6  = t ~ ~ ~ - y ,  

où W -  est une inverse généralisée arbitraire d'un tenseur symétrique W sur E* 
(identifié à E) vérifiant les deux conditions: 

Il est bien connu (cf. [16] ou [19] pour un traitement algébrique plus général 
de cette question) que W = V + To 'T satisfait ces deux conditions et que 
l'ensemble des estimateurs des moindres-carrés généralisés de b associé à une 
inverse généralisée W- de W n'est réduit à un singleton {W)  que si T est 
injective, et qu'alors 

W = (tToW-oT)-lotToW-. 

Si Test injective, toute application linéaire R définie sur H est identifiable et 
chaque estimateur de Gauss-Markov R de R d'image Im R s'écrit R = RoW 
(principe de substitution de Gauss, cf. 1161, [19] ou [21] pour un traitement 
fonctionnel de cette question). 

Une autre caractérisation de la structure de la famille des estimateurs 
linéaires admissibles A d'une application linéaire identifiable R résulte du fait 
que A est un estimateur de Gauss-Markov de lui-même (ou de sa moyenne Ap, 



cf. remarque 1 suivant le théorème 2.7). Par conséquent, d'aprés le principe de 
substitution de Gauss, si A est un estimateur linéaire admissible de b, alors il 
existe un estimateur des moindres-carres généralisés V de b, associé à une 
inverse généralisée W- d'un tenseur symétrique W sur E vériiïant les con- 
ditions (11, tel que 

A = AoToW. 

11 revient à dire que A = Ao T est un estimateur linéaire admissible de l'appli- 
cation identique de H relativement i la structure induite par %' sur H. En effet. 
le temeur d'erreur--quadratique de A = AoW s'écrit, si 8 = (b, V } :  

et V(L)  = H. Relevons que, si L est inclus dans Im V, alors le tenseur de 
variance Wo Vo de V est bijectif et vaut (LTo V-' O T ) - l ,  V -  désignant une 
inverse généralisée arbitraire de 

Posons alors W = tTo V-O 7: La structure statistique induite par W est le 
modèle de Gauss-Markov B (H, {W- l)) sur H ,  et dire que A est un estimateur 
linéaire admissible de b revient à dire que A est un estimateur linéaire admissi- 
ble de l'application identique de N relativement a la structure B(H, (W-l ) ) ,  
autrement dit, que A vérifie la seule condition (iii) du théoréme 2.3, à savoir: 

Nous énoncerons donc le théorème caractéristique suivant: 

ïhÉo~Èhm 3.4. Lorsque T e s t  injective, pour qu'un endomorphisme A de 
H soit un estirnateur linéaire admissible de b, il faut et il sufit que A s'écrive sous 
la forme A = Aog, où W est un estimateur des moindres-camés généralisés de b et 
A un estimateur linéaire admissible de l'application identique de H relativement 
à 1a.structure statistique induite sur H par V. Lorsque L est inclus dans l'image de 

il  équivaut a dire que A est un endomorphisme de H vér$ant la condition 

oti. V -  désigne une g-inverse arbitraire de V 
Remarques. 1. On doit à C. R. Rao la propriété remarquable que, lors- 

que E est un espace R", tout estimateur linéaire admissible A de b est l'image 
linéaire AoV d'un estimateur des moindres-carrés généralisés W de b (cf. 
théorèmes 6.6 de [17] et 3.4 de 1131). Baksalary et Markiewicz ont également 
prouvé ce résultat par une autre voie (cf. [4], corollaire 4, pp. 357-358). Nous 
donnons une caractérisation statistique de l'application linéaire A liée au choix 
de V :  A est un estimateur linéaire admissible de la moyenne de WY dont le lieu 
géométrique est tout I'espace H.  A noter que c'est historiquement sous une telle 
hypothèse que Rao a formulé dans [17] les premières propriétés de l'admis- 
sibilité en estimation linéaire. 



Admissibilité en estimation linéaire 243 

2, La derniere assertion de ce théoréme est en fait vraie chaque fois que le 
tenseur de variance "Y de %' est bijectif (ce qui est réalisé si V est une g-inverse 
de I'inverse généralisée W- de W associée à @, à condition de remplacer alors 
CToV-oT)-' par Y.  

33. L'admkibilitk sur un modile B cointraintes structurelles. Supposons 
maintenant que le paramètre b soit assujetti A décrire un sous-espace affine 
donné D  de H de direction A. Nous noterons [ ~ E D ]  une telle contrainte que 
nous qualifierons de contrainte structurelle. Soit R une application linéaire de 
H dans F identifiable sous cette contrainte, autrement dit, telle que, pour tout 
couple (b,, bJ d'éléments de H vérifiant Tb, = Tb,, on ait Rb, = Rb,. Par 
une adaptation immédiate du théorème de factorisation des applications 
linéaires, il équivaut i écrire (cf. Cl]), que 

A nKer T c KerR, 

et donc à dire que R admet un estimateur affine sans biais sous la contrainte 
[ ~ E D J .  Si P désigne une application linéaire d'un espace vectoriel réel A? (que 
nous supposerons ici euclidien) dans H d'image A ,  i'identifiabilité de R sous la 
contrainte [ ~ E D ]  équivaut à l'identifiabilité de Ro  Y relativement au modèle de 
Gauss-Markov B (Ro Yb, {V)), b désignant le nouveau paramètre de régres- 
sion dans S. 

La recherche d'estimateurs linéaires (ou affines) de R se ramène à la re- 
cherche d'estimateurs linéaires admissibles de Ro Y relativement au modèle 
B(Ro!Pb, {V)): pour qu'un estimateur affine A' de R, de partie linéaire A, soit 
admissible, il faut et il suffit que A soit un estimateur linéaire admissible de 
R relativement au modèle 9 (R O 'Y6 , {Y)). 

Le théorème 2.12 et le corollaire 2.13 conduisent à la proposition suivante 
qui constitue une version descriptive plus précise du théorème 3 de [2] (p. 15): 

PROPOSITTON 3.5. Soient R une application linéaire identiJiab1e sous la con- 
trainte a@ne [~ED],  et Y une application linéaire d'image A ,  direction de D. Alors, 
pour qu'un estimateur afine A' = t ,oA de R soit admissible sous la con- 
trainte [ b ~  Dl, il faut et il sufit que les deux conditions suivantes soient satisfaites: 

(i) A est un estimateur linéaire admissible de R relativement au modèle de 
Gauss-Markov 9' (Ro  Yb, (V}); 

(ii) a appartient QU sous-espace afine (R- AoT)(D) de P. 

La vérification de l'assertion (ii) est immédiate. Au moyen des résultats 
établis antérieurement, il est possible de dégager aussitôt une série de pro- 
priétés caractéristiques de la famille des estimateurs admissibles A de R relati- 
vement au modèle B(To!?%, {V)). Evidemment, R n'admettra des estimateurs 
linéaires admissibles sous la contrainte [ k D ]  que si D est un sous-espace 
vectoriel de H (cf. corollaire 2.13). 

Un cas particulier important concerne encore la recherche d'estimateurs 
linéaires ou a&nes admissibles de b sous la contrainte [ ~ E D ]  lorsque la restric- 
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tion T' de T au sous-espace A est injective. D'après la proposition précidente, 
il équivaut à supposer que D est un sous-espace vectoriel A de H. Observons 
que, si T (A)  + Im V = E, alors l'image de tout estimateur linéaire admissible 
A de b sous la contrainte [ b ~  A] est contenue dans A (cf. théorème 2.6) et To A 
est un estimateur linéaire admissible de p relativement au modéle 
9 [T (A), ( V ) ]  (stabilité par linéarité de l'admissibilité). Usant du même prin- 
cipe, la réciproque est vraie en composant (à gauche) T o A  par une inverse 
a gauche de la restriction de T à A ,  si bien que l'on obtient aussitôt la trans- 
position suivante du théorème 3.1: 

-. - -. 

- T~I~OREME 3.6. Supposons b identijiabie sous la contrainte linéaire [b~d].  
Alors pour qu'un estimateur linéaire A de b soit admissible sous cette contrainte, il 
suffit que I'irnage de A soit contenue dans A et que T o A  soit un estimateur 
Einèaire admissible de p relativement au modèle 9 [T ( A ) ,  { V ) ]  . Lorsque 
T (d)+Im V = E ,  ces deux conditions sont nécessaires et sufisantes pour que 
A soit un estimateur linéaire de b sous lu contrainte [ ~ E A ] .  
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