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SUR L’UNICITE FORTE DES SOLUTIONS
D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE STOCHASTIQUE

PAR

MOUNIR ZILI (SOUSSE, TUNISIE)

Abstract. In this paper we prove the pathwise uniqueness of
solutions of a stochastic differential equation with a singular drift
which depends on time. Qur method is of probabilistic nature, and it is
based on an Al-Hussaini and Elliott result.

1. Introduction. En dimension 1, on sait d’aprés les travaux de Nakao [7]
et Ouknine [8], qu’il y a unicité forte (cf. Annexe B) des solutions de I’équation
différentieile stochastique suivante:

1) dX () =o(t, X ()dB@®)+a(t, X(@)dt, X(0)=xeR,

ou ¢ et a sont deux applications de R, x R dans R, mesurables, localement

bornées, de plus o vérifie la condition
Je<0 tel que O<e<o,
1/0'(1', x) =0y (t9 x)_al(ta X),

)

ol pour i = 1, 2, a; est une fonction de R, x R dans R tel que Vte R, o,(t, ")
est croissante, VxeR o;(*, x) est & variation bornée sur tout compact, et
YT >0,¥YN>0,3L(T, N)>0,

VxeR, |lo; (¢, ¥y < L(T, N) ().
Par ailleurs, Benabdallah [2] a montré I'unicité forte des solutions de I'équation
" {dza) = dB())+B (1) dI3(2),
Z(0)=zeR,

ou I%(Z) désigne le temps local symétrique de Z (cf. Annexe A), B est une

(*) Soit f(s) une fonction définie sur R, a valeurs réelles. ||f]i; désigne la variation totale

de f(s) sur [0, T].
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application définie sur R, & valeurs dans ]1—1, 1[, de classe C!, qui vérifie:
1450 est a variation finie, inf,» 0 f(f) > —1 et sup,5oB(t) < 1.

Dans le premier paragraphe de cet article, si on suppose que o et
o vérifient des conditions de régularité et de stricte ellipticité adéquates, si f§ est
une application définie sur R, a valeurs dans ]—1, 1[, vérifiant des propriétés
qu’on verra ultérieurement, on montre I"unicité forte des solutions de 'équation
differentielle stochastique suivante:

dX(t) = o(t, X(1))dB(@)+a(t, X () dt+B()dL3(X), X(0)=xeR.

La miéthode qu’on va suivre, consiste 4 éliminer le drift singulier en utilisant un
lemme dii 4 Al-Hussaini et Elliott [1], et se ramener 4 une équation dont les
coefficients vérifient les hypothéses du résultat d’Ouknine [8].

Dans R’ on sait d’aprés Benabdallah [2], que si on considére ’équation
différentielle stochastique suivante:

) dX;(t) = Xd: aii(t, X () dBj(t)'l'bi(ta X () dt+r,(t) dLy(X?),
4 j=1
1<i<d, X,0)=xeR,

ou a et b sont deux fonctions bornées et continues, vérifiant

d
Y. (ag(t, x))*> > ¢ >0,
=1

et r est une fonction continfiment différentiable bornée telle que

suplry (1) < 1,

tz0

alors on a l’existence faible d’une solution de (4).
On sait également d’aprés Mastrangelo et Talbi [5], que si on considére

v={x=(x;, X5, ..., X)€R%; x; <O},
o= {x = (x4, X5, ..., X)€RY; x,> 0},
S ={x=0(x;, %3, ..., Xx)eR% x, =0}, ~

et si on note I3 (X) le temps local de la semi-martingale X (cf. Annexe A), alors
on a lexistence et l'unicité fortes de la solution de I'équation différentielle
stochastique suivante:

s dX (1) = [C1,(X )+ D1,,(X (t))] dB(t) + Ed L (X),
©) X(0)=xeR’,

ou C, D, et E sont trois constantes vérifiant: C > 0, D > O et |E| < 1. Le but du
deuxiéme paragraphe est de démontrer dans une premiére étape un théoréme
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d’unicité forte des solutions des équations du type (4), ou les coefficients
s’écrivent sous la forme:

a=a'1l,+a*1,, b=>b"1,+b1,
et

r(t) =(r (), 120, ..., 74 (D).

Dans une deuxiéme étape, on en déduira I'existence et I'unicité fortes des
solutions de ces équations sous des conditions supplémentaires de bornitude et
de non-dégénérescence adéquates.

Ce travail généralise le résultat de Mastrangelo et Talbi [5], et en un sens
celui de Benabdallah [2].

2. Etude en dimension 1. Dans ce travail, § est une application définie sur
R, a valeurs dans 1—1, +1[, de classe C', qui vérifie: inf,5o f(t) > —1 et

sup;o B () < 1.
On note R% (resp. R*) l'ensemble R, (resp. R_) prive de 0.

DErINITION. Nous disons que f est de classe C™™ sur R, x R* (resp. sur
R, x R%) si, pour tout entier k < n (resp. pour tout entier 1 < m),

a [ a
admet une restriction

dc [ dt d [ d
e (8]0 (on e £ [2])

qui se prolonge continiiment sur R, x R* (resp. R, x R%) en une fonction que
nous noterons

d [ ar & [a
lmg[ﬁ]f (feSP T k[@] f>-

DEFINITION DE LA FONCTION o¢. Soit ¢ une apphc:atxon de R, x R dans
R deﬁme par

Vt>0,VyeR, a(t, y) =o' (t, y) 1g« () + 02 (2, ) 1r, (),

ou ¢l(t, y) et 62(t, y) sont deux applications C'! sur R, x R* et sur R, x R%,
admettant des dérivées secondes “mixtes”
09 ol et 0.9 o
ot 0x ot Ox
continues en (t, x), et telles qu’il existe une constante 4, pour laquelle: V¢ > 0,
VyeR, et pour k=1,2, 0 <A, <d*(t, y).

2
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DEFINITION DE LA FONCTION a. Soit o une application de R, x R dans
R définie par

Vit ; O: VyERa L‘X(t, y) = “1 (ta J’)ln'_ (.V)+a2(t: y)1R+ (J’),

ou al(t, y) et a2 (t, y) sont deux applications mesurables et localement bornées.

DEFINITION. Pour u et v deux fonctions de classe C' définies sur R,
a valeurs dans R, vérifiant inf,ou(f) > 0 et inf,5ov(¢) > 0, on définit:

1. La fonction ¢,, par:
' v(®x si x=0,

Vt 20, VxeR, ¢.,(t, x) = :
u(t)x six<0.

2. Pour tout t > 0, la fonction ¢y, Ppar:
VXGR, ¢u(t),u(t) (x) = ¢u,u (ta x)'

Remarque. Pour toutt = 0, ¢,q)..¢ €St une transformation bijective, qui
admet pour fonction inverse
(@) 'x six>=0,

4’.}:%.;:(:) (x) = ¢(u(:))-1,(u(t))-1 (x) = {

@) 'x six<O.
Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréme suivant:

THEOREME 2.1. On a l'unicité forte des solutions de I'équation différentielle
stochastique ’

(6)

X (t) = o (t, X(0)dB@)+a(t, X(©)dt+B(0)dI3(X),
X(0) = x.

Avant de démontrer ce théoréme, il nous est utile de faire I’étude
préliminaire suivante:

LEMME 2.2 (dG a Al-Hussaini et Elliott). Soit F = F(t, x) une fonction
définie sur [0, + oo x R a valeurs réelles, qui est continiiment différentiable en t,
et absolument continue en x avec 0F/0x localement bornée. De plus, on suppose
que F(t,0) =0, pour que pour tout t >0,

X OF

On suppose également, que pour tout t >0,
oF x 0*F
— (¢, - —
o &Y= 5ax

avec 0*F/(6t 0x) localement bornée. Alors pour toute semi-martingale continue

@, y)dy
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X a valeurs réelles, si on note Lt (X) le temps local a droite de X (cf. Annexe A),

on a
t

F XO) = FO. XO)+ | 5 s, X0)ds

t oF
+J

1 . 0F
I ox (s, X(s))dX(s)—i ‘j‘ F” (t, a)dI%* (X)

1
5 IXds .

oa—,—.

Ige

Remarques. Puisque le temps local a droite de la semi-martingale X
admet une version c.a.d.l.a.g. en a et continue en ¢, on prendra toujours cette
version dans la suite. De plus, on a le résultat suivant entre les deux temps
locaux:

(7 L=+ I°7)/2,
ou I**~ désigne la limite 4 gauche de I¥*: I¥°~ = lim,., I*®.
PrOPOSITION 2.3. Si on note

1—
Z(t) = buolt, X(t), onu=1 et v(s)= 1+’;8
alors Z vérifie I'équation différentielle stochastique suivante:
® {dZ(t) = G(t, Z(®)dB()+H(t, Z () dt,
Z(0)=z=¢4,0,x),
ou
6(t.3) = ' 6. g 0)+0*(1, 750 ) 10010 0)
et

1+@®) \1-8(1) 25
- 1 .
-50)%) T+p0 1-p2%) 1O

Démonstration. Remarquons que ¢, , est continiment différentiable

en t et vérifie les hypothéses du lemme 2.2. Donc Z vérifie Péquation
différentielle stochastique suivante:

H(t,y)=a'(t, ) 1pe (y)+<0t2 (t,

Zt) = ¢u.,(0, X(0)+ ad’;‘”( X(s))ds+ j ¢”(s, X (s))dX (s)
1 0 t 2
—5‘{ ¢;" t, a)dI5*(X)+ %H 4’""( a)dI¥* ds,
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6¢MD(

Z () = ¢, (0, X(0) + j X (s))ds

¢MU

£ 0Py, - (s, X(s)) o (s, X(s))dB(s)

(s, X)) (s, X(s))ds+ _f

-3 f a¢"° (t, Q)dx* (X)

1o

+1 f (s, X(9) B (s) 4L (X)
1

*2

t 2
jj 0 ¢""( a)dl*" ds.
or 050
Commengons par le calcul des trois dernicres mtegrales

90u2 (1, ) = ) L () +00) L () + 5 [ () +0 O] Ly (3.

= (s, X(9)) B(s) AL (X) = gﬁ(S)[u(S)*l-v(S)]dL‘i(X),

[
-
It
O Ly
D
=
NI [

== a¢"" (t, a)dLz*(X)

1

2
19 |+

> [ s@am -3 | v@dm
o |

1

Z i‘; {0} @ [u()+ov(®)]4dE* (X)

= — S (O L (X) 4300 0 (X) 3 () +0 (0] (° (0~ L3~ (X))

~ Et en utilisant la relation (7), on voit que I, = £ [v(t)—u ()] I3(X).
D’autre part:

0% dup
Ot dx

(&, %) =t () 1ps (x)+0 (1) 1y, (%) +% [ )+ (O] 1) ().

D’ou

L]
17
I
QD
N
'ES-
Ll

+=’--
o
17
oY

j' v (s)dLxe ds+l
) 2

N = NI =
o - Ot Otam =

%
-

t O
[ | w(s)dIxeds
0

-~ 00

+

[ (9)+ ' ()] L0y (a) ALE® ds,
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I, = % j (u’ (L0~ —o/ (5) L£° +% [ (5) +7/ ()] [L“;O—L";°‘]) ds
0

; (_E (W (5)— 0 (5)) L% (X) ds

~ 5 [O=0 @1 800 +3 { (O —u(9) (0 ds.
D’ou L

Iy +I 41 = 2 £ [B (s) (u(s)+v(s) —(u(s)— v (5))] dLS.
Et puisque '

1
u=1l et v(s)= 1+§8

il est clair que I, +1,+1;=0.

Par suite:
Z(t) = ¢, (0, x)+ } a(g"’” (s, X (s)) ds
o Os
g 0. "[s X(s))aefs, X (s))ds+ _[ ¢" > (s, X(s) o (s, X(s))dB(s).
Or
a¢u = (s, x) = v'(s) Xz 0+ 1 (8) XLz < 0y
donc
Wis (5, % = 0 9 o
et
a 1,0 a 1,0 -
(gs' (S » X (S)) = ‘gs, (s, ¢1.3(s) (Z (S))) = 1'(s) ¢1,1/u(s)’(z (S)) 1z, (Z (S))

D’autre part,
—2(s)

UI(S)=W’

donc

O, (1 -pycs + ¥
4’1,(16:)/( B) (5, X)) = —Z(s) % 1g, {Z (5)).

Et en remplagant

ad’l,(l —B)/(1+8) . a¢1-(1_ﬂ)/(1 +8)
— % (s, X(s)) e (s, X(s5))

par leurs valeurs dans les trois in intégrales, on trouve le résultat. =

et
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Démonstration du théoréme 2.1. Remarquons tout d’abord, que
pour prouver le théoréme, il suffit de montrer qu’on a 'unicité forte des solu-
tions de I’équation (8).

Or d’aprés les hypothéses, H et G sont deux applications mesurables et
localement bornées. Donc, d’apreés les travaux de Nakao [7] et d’Ouknine [8],
pour obtenir le résultat, il suffit de montrer la condition (2). D’autre part,
d’aprés les hypotheses on a 0 < A; < ¢*(t, y) pour k=1, 2. Et puisque

1-swpse ) _1-FO _ 2
T14supof()  1+p@)  1+info ()

on conclut que

1—sup;>0B(?)
' 1+sup,s0B(0)
Comme ¢’ (¢, y) et a2(t, y) sont de plus de classe C!*! sur R, x R* et sur
R, xR%, et comme B est de classe C! sur ]0, + o[, les fonctions

1 1

1z, ()
G(t, y) G, y)
sont continues et contintiment dérivables en ¢ et en y sur R, X R* et sur
R, xR%.
On écrit 1/G(t, y) sous la forme

1 1 Y|l o 1 * Y1 0 1 -
Gy Gl Oagy Q[Ez? (G(t, ))] du= 5[5 (G(t, ))] d,

Git,y)=42 =e>0.

1%_(y)

o, pour toute fonction f, on note f~ = —(fAQ) et f~ = —(fvo0),
+ siy=0,
sg(y) = :
— 51 y<0,

lim, G, u) siy=0,
G (t, Osgp)) = . .
lim,,,G(t,y) siy<0.

Deux cas sont possibles:

Ou bien
1 1

2 ;
G097 G 0)

nous posons alors

1 [ o 1 *
o (t, y) = m+ g [5& (M)] -

¥1 0 1 -
9= [a_u (G(t, u))] au

et
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Ou bien
1 1

GG o) GG o)

1 o 1 *
=5 o)

—1 vl o 1 -
a? (t, ¥) = G(t, Osg(y))+ (j; [ﬂ (G ¢, u))] au.

Dan-s les deux cas nous obtenons 1/G(t, y) sous la forme

nous posons alors

et

1
G(t, y) =0 (t’ y)‘”“z (t’ y)

On voit que, pour tout teR,, yr>o;(t, y) est croissante (au sens large) en y.
On voit également que puisque

a0/ 1
8t ou G(t,u))

est continue en (¢, u) sur R, x R* et sur R, x R%, pour tout ye R, t—;(t, y)
est localement & variation bornée, et pour tout Te R, et tout NeR, il existe
une constante L(T, N) telle que, pour y appartenant & [~ N, N], la variation
totale de (t—o,(t, y)) sur [0, T] vérifie
lle; ¢, ¥lr < L(T, N).
Et le théoréme est démontré. =
3. Etude en dimension d. On note B(f) = (B, (¢), B,(?), ..., B4(?)) le mouve-

ment brownien en dimension d, et r une application définie sur [0, + oo[
4 valeurs dans R? définie par:

Vie[0, + oo, r(®) = (r (@), ..., ra(®),

ot pour 1 < i< d—1,r; est une application de [0, + oof a valeurs réelles, r, est
une application de classe C! sur 10, +oo[, qui vérifie: inf,,or,(t) > —1 et
sup;»ot,(t) < 1.

DEFINITION (généralisation de la fonction ¢,, introduite dans le para-
graphe 2). Pour u et v deux fonctions de classe C' définies sur [0, + oo
a valeurs dans [0, + oo[ vérifiant inf,, o u(f) > O et inf,5 o v(f) > 0, on définit la
fonction F,, par:

Vte[0, + oo, Vx = (x,, X;, ..., Xj)€ R,
Fu,v(t, x) = (xls Xy vers Xg—1, qbu,v(ts xd))

=Xy Xgs e Xa—15 V() XT —u(t)X7).
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DEFINITION. Soit a une application de [0, +oo[ x R? dans Pespace des
matrices a d lignes et d colonnes définie par:

Vy =1 Yzs e .Vd)ERd: Vtel[0, + o[,

a(t, y)=a' (@, y)1,(n)+4*(, ) 15(y)
( aq(t, ¥, )

c(t, )
az—1,4(t, Vg
0...0  aul, y) )

=(aij (t, YJ))i'si,jsd =

L
- . 3 r ) '
aia(t, y,) aia(t, ¥y
ct(t, y) : ¢ (t, ya) :
- 1 1,0)+ ; 10),
ai-1,4(t, y,) aj—1.4(t, y2)
~_0"'0 as(t, y) ) LhO...O ai(t, y) )

telle que:
cpour k=1,2 et 1<i<<d—1, les a4 sont des applications de
[0, + o[ x R dans R, mesurables;

* al, et a; sont de classe C*'! sur R, x R* et sur R, x R*% , admettant des
dérivées secondes “mixtes”

62 a,}d ot 62 afd
ot 0x ot 0x

continues en (¢, x), telles qu'il existe une constante A, pour laquelle:

" Vt>0,VyeR, et pour k=1,2, 0< i, <df(t, y);

*pour k=1,2,1<i<d-1let 1<j<d—1, les ¢} sont des applica-
tions de [0, +oo[ x R dans R, mesurables, qui vérifient: Vt >0, VyeRY,
C(t, ¢1,[1 +ra®¥I1 —ra®] (yd)) est inVCrSible.

DEFINITION. Soit b une application de [0, + oo[ x R? dans R? définie par:
Vy =01 Y2, .- Y)ER', Vie[0, +oo[,
b(t, y) = b'(t, Y1, +b(t, »)150) = (b; (¢, Yd)1<j<a>

ou pour tout 1 <j < d—1, b} et b? (resp. b} et b3) sont deux applications de
[0, + o[ x R dans R, mesurables (resp. deux applications mesurables et locale-
ment bornées).

Le théoréme principal de ce paragraphe est le suivant:
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THEOREME 3.1. S'il existe une solution Y (t)} de I'équation différentielle sto-
chastique suivante:

dy (t) = a(t, Y(t))dB(t)—I—b(t, Y(t))dt+r(t)dl‘?;(Y),
YO =y=01,2 -0 Va)s

alors elle est unique au sens fort.

©®

On verra que, de ce théoréme, on peut déduire le corollaire suivant:
COROLLAIRE 3.2. En notant

(aif (t’ ¢1.[1 +ra(®[1 —ra(t)] (J’a)))l €i<d-1
At ) = teise
0...0 Gy y)

ol

1=, 77,0 e, (v2),

si les applications a;; et b; sont mesurables et bornées, pour 1<i<d—1,r, =0,
lapplication r; est constante, et si on a la propriété de non-dégénérescence
suivante:

(10) VEeR!, VieR,, VyeR, {*A(t, y)& > AlE?

pour un A >0, alors on a lexistence et l'unicité fortes de la solution de
I'équation (9).

G(t, yd) = a‘}d(t’ yd) 1R"‘_ (yd)‘l'a%d(t, 1+rd(t) ‘) l—rd(t)

Remarque. Les hypothéses, plus faibles du théoréme, ne permettent pas
d’établir 'existence qui doit étre postulée.

UN EXEMPLE D’APPLICATION. Dans de nombreux problémes physiques,
on se raméne souvent 4 I’étude de la fonction u(x, ) = E ( f(x, (t))), ou fest
une fonction réguliére par morceaux et bornée, X (¢) est un processus stochas-
tique défini par I'équation différentielle stochastique suivante:

dX () = o (X, (£) dB &)+ (X, (1) dt+rd (X,),
Xx (O) =X,

o r=(0,...,0,r)e{0}* * x]—1, I[ pour tout yeR’, o(y) = (6s;(¥)1<ij<a
est une matrice de dimension d telle que: si i #j, 0;; =0, et

Vi<i<d, VyeR’, 6;(9) = 0! )1,00)+07 ) 150);

o} et 7 sont des constantes strictement positives, et a(y) = (a;(¥))1 <j<a €St un
vecteur de R? tel que

V1<j<d, VyeR, o,(y) = af )1, ) +o (1) 15(),

(11
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ou a} et of sont des constantes réelles (cf. [5] et [6]). Le corollaire, nous donne
alors Pexistence et l'unicité fortes de la solution de I'équation (11).

Démonstration du théoréme 3.1. Soit

Z(t) = Fip1 —rayt +ran (t: Y(t)) = (Z1 ®, 2,0, ..., Za(t))-

Si on note
H,(t, y) = o] v lﬂ*-(yd)
o 1+7,(2) 1—r,(t) 2ry()
3 ta 4 - - 1 ]
+|:ad( l—rd(t) yd) 1+rd(t) l_rg(t) yd R+(ya)
d’aprés la proposition 2.3 et le théoréeme 2.1, il est clair que Z, est I'unique
solution (au sens fort) de P'équation différentielle stochastique suivante:

dZ,(t) = G,(t, Z,(t))dB,(t)+ H,(t, Z,(¢))dt,
Z,0)=2z,= ¢’1,[1 —ra(O)/[1 +ra(0)] ©, yy.

(12)

Il est clair également, que pour tout 1 <i < d—1, Z, vérifie 'équation suivante:

( d
| 4Z;(t) = Z, 'Yi,j(t, Zd(t)) dBj(t)'I'éi(t: Za(t))dt,

J
(13) <
+1,(®) AL (D111 +ranr—ra O Z4))s

| Z.0) =z,

ou pour tout xeR, teR_, 1 <i<d-—-let 1<j<d,

V1,5t X) = @35(ts 1,01 +raenns - raen (X))
et

&i(t, x) = b; (t, D111 +ra@VIL —rae) (x))-

Dong, si on note { =(Z,, Z,, ..., Z4—1), B* =(B,, B,, ..., B;-1), pour tout
t=>0et xeR,

L, x)= ;@ X)i<ijca-1> FE&)=(r @), ..., a1 (t)),
Y1,4(t; X) ¢1(¢, x)
2(t, x)= 5 et Y, x)= E ,
Ya-1,a(t, X) $a-1(¢, x)
alors { vérifie I'équation suivante:
dl(t) =T (t, Z,(2))dB*(t)+ Z (t, Z,(t)) dB,(t) .
+ (2, Zy () dt+7F(O) ALY (D101 +ra1 —raa > Z,)-
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Or d’aprés les hypothéses, I' est inversible, donc on obtient:
dB*(t) =T"*(t, Z,0)dL O —T "' (t, Z,(t)) Z(t, Z,(2))dB,(t)
—TI~Yt, Z,@) ¥ (t, Z,@)de—T " (t, Z,(0)F (&) AL (B 1,01 +rats -ra (> Z2)-

Et par suite, si { et f sont deux solutions de I'équation ci-dessus, définies sur le
méme espace probabilisé filtré (2, F, P,(F)>) et pour le méme brownien
B*(t) (cf. Annexe B), elles vérifient:

T7Ht, Z,0)dL () =T (2, Z,(0) at (o).
Dong, si £(0) = £(0) P-ps., on a

()L = g At )-L)

T(s, Zy6) T (s, Z,(9) A )~ L) = 0,

[ ——

d’ou le résultat. =

Démonstration du corollaire 3.2. Remarquons tout d’abord, que
la propriété de non-dégénérescence (10), implique que pour tout ¢ > 0 et pour
tout yeR®, c(t, P11 +rawyi1-rawy (Va)) ©st inversible. D’autre part, puisque
Z vérifie 'équation différentielle stochastique suivante:

(19 dZ(t) = A(t, Z())dB@®)+ B(t, Z(t))dt

avec }
-
by (t, 1,01 +rars —ratn V)

B(ts y) = ) s
by-1 (t s P11+ a1 —ra] (Ya))

L H,(t, ya) )

les applications a;; et b; sont mesurables et bornées, et A vérifie la propriété (10),
d’aprés Krylov [4] I'équation (14) admet une solution faible. Et puisque d’aprés
le théoréme 3.1, on a l'unicité forte, d’aprés Watanabe et Yamada [10], on
a l’existence forte de la solution de (14), ce qui achéve la démonstration du
corollaire. m

Anmnexe A. Soit (Q, F, F,, P) un espace probabilis¢ filtré vérifiant les con-
ditions habituelles et B = (B(f)),>o un mouvement brownien linéaire sur cet
espace. Pour toute semi-martingale continue X = (X (Z));»0, on définit par
la formule de Tanaka le temps local symétrique qu'on note I% (acR, t = 0)
(respectivement le temps local & droite qu’'on note I**) par

IX(t)—a| =|X(0)—al+ jt' sgn (X (s)—a)dX (s)+ L5 (X)
0

9 — PAMS 182
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avec
1 six>0,
sgn (x) = 0 six=0,
—~1 six<0.
Respectivement,
| X (t)—a| =|X0)—a|+ _t[sg_n(X(s)—a)dX(s)+L*§"(X)
avec . o )
1 six>0,
sgn(x) =< —1 six=0,
-1 six<0.

En dimension d, si S est une variété de classe C* de dimension d—1, on
définit le temps local d’une semi-martingale continue X en § par

LX) = lm ()" } Lpso [X (91d <X n, X-n),,
Lind 0

ou B(S, &) désigne la boule de centre S et de rayon &:
B(S, ) = {yeR% d(y, S) <¢&},

n la normale 4 S, X -n le produit scalaire des vecteurs X et n, et <X n, X'n) la
covariance (ou le crochet) de la semi-martingale X-n (cf. [3], [S] et [9]).
Dans le cas particulier oi S = {y =(y;, ¥3» .-+ Ya); Ya =0},

LY(X) = lin(} (2971 .’. Lps, [X (8)1d <X, X ),
[:3asd ) .

Annexe B. Une solution faible (ou en loi) de
15) [dX(®) = o (t, X (©))dB(O)+a(t, X(®))dt+ (1) dL2(X)] 3,
est un espace filtré (Q, F, P, (F,),;o) vérifiant les conditions habituelles et un
processus X () = (X (t), B()) tels que:
* X(¢) est Fadapté et B(t) est un F-mouvement brownien, B(0) = 0;
* X(t) est continu en t, P-ps.;
* I’équation (15) a lieu pour tout t, P-ps.;
La solution X(¢) est dite forte si, de plus:
* Pespace (@, F, P, (F)),»o) est fixé;

(3 I3(X) désigne le temps local de X en O (cf. Annexe A), g, « et § sont trois fonctions (par
exemple vérifiant les hypothéses du théoréme 2.1).
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* pour tout t, Y (f) est mesurable par rapport a la tribu engendrée par
Y(0) et {B(s); s < t}.

On dit qu’une solution faible de (15) est unique au sens faible (ou en loi) si,
pour deux solutions faibles

(Qs F’ P9 (Ft)tBOa X(t)s B(t)) et (Q, -ﬁa P: (Ft)tZOa X(t)’ B(t))

vérifiant X(0) = X(0), pour tout ¢, la loi de X(¢) est égale a la loi de
X@.

On dit"qu’une solution (faible ou forte) de (15) est unique au sens fort
(ou unique au sens trajectoriel) si, pour deux solutions, définies sur le méme
espace probabilisé filtré (2, F, P, (F));»0) et pour le méme brownien B(f),
on a

X(0) = X(0) P-ps.=P({ sup |X(O—X(®) =0})=1.

O<:<T

En dimension d > 1 on a les mémes définitions, sauf qu’on remplace L (X)
par I5(X) , ou S est une variété de classe C* de dimension d—1, X (f) et B(t)
deviennent des vecteurs de R“
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