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Wstep

Pojecie fraktala zostalo wprowadzone do matematyki stosunkowo niedawno bowiem w latach 70.
ubiegtego wieku. Nie oznacza to jednak, ze pierwsze fraktale powstaly dopiero wtedy. Wczesniej
obiektami o strukturze fraktalnej zajmowali si¢ na przyktad Georg Cantor czy tez Wactaw Sierpin-
ski, ale nie nazywali ich wowczas fraktalami. Dopiero w roku 1975 Benoit Mandelbort - jak sam
pisze w swoim dziele [2| - odpowiedzial na wyzwanie déwczesnej matematyki poprzez stworzenie i
rozwiniecie geometrii natury. Mandelbort w swojej pracy wspomina, ze fraktale moga by¢ zaréwno
krzywymi jak i na tyle dziwnymi ksztaltami, ze ciezko znalez¢ terminy, aby je opisa¢. Ze wzgledu
na swoja zlozong strukture budza zainteresowanie nie tylko naukowcow ale réwniez i artystow.
Szczegbdlnym rodzajem fraktali sa fraktale Scisle samopodobne. Charakteryzuja sie¢ one tym, ze ich
kazdy fragment jest dokladnym przeskalowaniem calosci przeksztalconym poprzez pewne podo-
bieristwo. Wérod nich ciekawa grupe stanowia wielokatowe fraktale Scisle samopodobne, ktorych
konstrukcja rozpoczyna sie od ustalonej figury wielokatowej. Wielokrotne stosowanie przeksztalcen
podobieristwa powoduje, ze powstale obiekty maja niecatkowity wymiar fraktalny.

Celem niniejszej pracy jest zapoznanie czytelnika z pojeciem wielokatowych fraktali scisle samopo-
dobnych oraz ich wymiarem fraktalnym, a takze przedstawienie i udowodnienie zwiazanych z nimi
wlasnosci.

W pierwszym rozdziale niniejszej pracy przedstawiamy definicje figury Scisle samopodobnej oraz
prezentujemy trzy przyklady jej praktycznego zastosowania. Gléwny nacisk jest jednak polozony
na konstrukcje oraz definicje wielokatowych fraktali §cisle samopodobnych. Zwieniczeniem rozdziatu
jest twierdzenie méwiace o tym, ze zdefiniowane w przedstawiony sposob fraktale sg istotnie figu-
rami $cisle samopodobnymi w mysl definicji pojawiajacej sie na poczatku rozdziatu.

Rozdziat drugi zostal w caltosci poswiecony dowodzeniu réznych wilasnosci zwiazanych z wielokato-
wymi fraktalami $cisle samopodobnymi. Znajdziemy w nim pewne uogoélnienia ptynace z konstrukcji
fraktali, jak rowniez wtasnosci dotyczace licznosci punktoéw, z ktorych one sie sktadaja oraz wia-
snos¢ dotyczaca braku punktéow izolowanych.

W trzecim rozdziale czytelnik zostaje zapoznany z pojeciem wymiaru fraktalnego. Zostalty w nim
zamieszczone przyklady tego, jak jest on interpretowany w dostepnej literaturze. Czytelnik ma row-
niez mozliwo§é praktycznego ujrzenia, jak wspomniany wymiar mozna wyznaczy¢ w odniesieniu do
zaprezentowanych wczesniej przyktadow. Rozdzial konczy sie sformulowaniem oraz udowodnieniem
kilku wlasnosci wiazacych ze sobag wymiar fraktalny oraz wtasnosci spojnosci wielokatowych fraktali
Scisle samopodobnych.

W rozdziale czwartym znajdziemy bardziej formalne opisy fraktali, ktore pojawity sie po raz pierw-
szy w Rozdziale 1. Natomiast w jego drugiej cze$ci umieszczone zostaly przykiady rodzin fraktali,
ktorych wymiar fraktalny moze byé dowolnie bliski 1.



1 Figury $cisSle samopodobne

Gloéwnym przedmiotem niniejszej pracy jest analiza figur Scisle samopodobnych oraz ich podstawo-
wych wlasnodci. W celu ujednolicenia dalszych rozwazan wprowadzamy ponizej formalng definicje
tych obiektow, na ktora bedziemy sie powolywaé w dalszej czesci pracy.

Definicja 1.0.1. Figure F nazywamy $cisle samopodobng wtedy, gdy mozna jg¢ przedstawié w
postaci skoriczonej sumy FF'=Fy U---UFyn,N > 2 figur F; spetniajgcych nastepujgce warunki:

1. Yie {1,--- N} figury F; sq podobne do F w tej samej skali s € (0,1),
2.Vi,je{l,---N}i#j = intp(F;) Nintp(F;) =0), gdzie intp(A) oznacza wnetrze A w F.

Uwaga 1.0.1. Dopuszczamy jednak mozliwosé, ze 3i,j € {1,--- N}(i # jAbdp(F;) N bdp(F;) # 0),
gdzie bdp(A) oznacza brzeg A w przestrzeni F.

Powyzsza definicja stanowi podstawe do analizy konkretnych obiektow geometrycznych. W celu
lepszego zrozumienia wprowadzonej definicji przedstawiamy wybrane przyktady figur Scisle samo-
podobnych: kwadratu, krzywej Kocha oraz zbioru Cantora.

1.1 Kwadrat

Kwadrat stanowi jeden z najprostszych przyktadow figur Scisle samopodobnych. Mozliwe jest bo-
wiem przedstawienie go jako skonczonej sumy figur podobnych do niego samego w ustalonej skali,
co przedstawia ponizszy przyktad.

Przyklad 1.1.1. Niech S bedzie kwadratem jednostkowym w kartezjaniskim uktadzie wspotrzednych,

tzn.:
S ={(z,y) e R* : 2,y € [0,1]}.

Podzielmy ten kwadrat na 4 mniejsze czesci poprzez potgczenie Srodka kazdego boku ze $rodkiem
boku przeciwlegtego.

Pokazemy, ze kwadrat S jest figura scisle samopodobna.
Kiedy kazdy bok powyzszego kwadratu podzielimy na dwie przystajace czesci i polaczymy &ro-

dek kazdego boku ze srodkiem boku przeciwleglego, to otrzymamy w ten sposéb 4 pomniejszone
kopie kwadratu S.




Kwadrat S mozemy wowczas zapisa¢ jako sume czterech figur:
S =51USyUS3US8,.

Kazdy z kwadratow S; ma bok dhugosci %7 zatem jest podobny do kwadratu S w skali s = % € (0,1).
Spelniony jest zatem warunek 1 z definicji figury $cisle samopodobne;j.

Sprawdzmy teraz warunek roztacznosci wnetrz. Dla ¢, 5 € {1,2, 3,4} takich, ze i # j otrzymujemy:
intg(S;) N ints(Sj) =0,

co jest spowodowane tym, ze kwadraty .S; przecinaja sie jedynie na swoich brzegach, tj. we wspolnym
wierzchotku lub wspélnej krawedzi, jednak punkty te nie naleza do wnetrz kwadratéow S;. Spelniony
jest zatem warunek 2 z definicji figury $cisle samopodobne;j.

Na podstawie powyzszych rozwazan stwierdzamy wiec, ze kwadrat jest figura scisle samopodobna.

1.2 Krzywa Kocha

Jednym z klasycznych przykladow figur $cisle samopodobnych jest krzywa Kocha. Jest to fraktal
trudniejszy do opisania niz kwadrat ze wzgledu na jego iteracyjna procedure powstawania polegajaca
na przeksztalcaniu odcinka i zastepowaniu go odpowiednimi tamanymi.

Przyklad 1.2.1. Krzywa Kocha (na podstawie [/]).
Niech Ky bedzie jednostkowym odcinkiem w kartezjariskim uktadzie wspotrzednych, tzn.:

Ko = {(z,0) € R*z € [0,1]}.

K1 powstaje poprzez podziat Ky na 3 przystajgce odcinki oraz zastgpieniu Srodkowego z nich dwoma
odcinkami o dlugosci % w taki sposdb, zZe tworzq one z usunietym odcinkiem trojkgt réwnoboczny

(K1 sktada sie zatem z 4 przystajgcych odcinkéw o dtugosci %)

Ky K

Powyzszq procedure powtarzamy dla kazdego nowo powstajacego odcinka, przy czym mowotworzone
odcinki sq dobierane caty czas po tej samej stronie powstajgcej tamanej.



Przy uzyciu rekurencyi przyjmujemy:
o K, sktada sie z 4™ odcinkow, z ktorych kazdy ma dtugosé (%)n,
e suma dtugo$ci wszystkich odcinkow w K, wynosi (%)n

Gdy n jest duze, tamane K, oraz K,_1 rdznig sie jedynie w niewielkich szczegdtach, a gdy n dagzy
do nieskoriczonosci sekwencja tamanych K, zbliza sie do krzywej granicznej K nazywanej krzywg
Kocha.

Pokazemy, ze krzywa Kocha jest figura $cisle samopodobna zgodnie z Definicja 1.0.1.

W pierwszym kroku konstrukcji odcinek poczatkowy K zostaje zastapiony lamana K7, ktora sktada

sie z czterech przystajacych odcinkéw - kazdy o dlugosci %

T, I

Il 14
Ky

Mozemy zapisaé ja zatem jako nastepujaca sume:
Ki=LULUI3Uly,

gdzie I;,j € {1,2,3,4} to pojedynczy odcinek sktadajacy sie na tamang K.
Nastepnie na kazdym z odcinkéw I; wykonujemy te sama procedure konstrukeji krzywej Kocha. W
wyniku tego kazdy odcinek I; dzieli si¢ na cztery mniejsze odcinki:

I; — Lj1, Lja, L3, Lja,

z ktorych kazdy ma dlugos$é rowna % dtugodci odcinka I, a wige % dtugosci odcinka K.

Kontynuujac konstrukcje w nieskoriczono$é, na kazdym odcinku I; otrzymujemy graniczng krzywa
L;, ktora jest krzywa Kocha powstals z odcinka I;. Z konstrukcji wynika, ze kazda z krzywych L;



jest podobna do catej krzywej K w skali s = %

W konsekwencji cala krzywa Kocha mozna zapisaé¢ jako

K =L, ULyUL3U Ly,

gdzie kazdy sktadnik powyzszej sumy jest podobny do K z ta sama skalg podobienistwa s = %

To pokazuje, ze krzywa Kocha dzieli si¢ na skoriczenie wiele czesci (jest ich doktadnie 4), z ktorych
kazda jest podobna do catosci w tej samej skali s = % € (0,1). Spelniony jest zatem warunek 1 z
Definicji 1.0.1.

Zbadamy teraz roziacznod¢ wnetrz czedci L. Mamy do czynienia z nastepujacymi sytuacjami:
o dla j € {2,3}: intx(L;) = L;\{2 punkty koncowe odcinka I},
e dla j € {1,4}: intg(L;) = L;\{1 z punktow koricowych odcinka I;}.
Zatem dla kazdych ¢, 5 € {1,2,3,4} takich, ze i # j otrzymujemy:
intg (L;) Nint g (L;) = 0.
Spelniony jest zatem warunek 2 z Definicji 1.0.1.

Na podstawie powyzszych rozwazan stwierdzamy wiec, ze krzywa Kocha jest figura $cisle samopo-
dobna.

1.3 Zbior Cantora

Kolejnym znanym przyktadem figur $cisle samopodobnych jest zbiér Cantora. Podobnie jak krzywa
Kocha - zbiér Cantora rowniez powstaje w wyniku nieskonczonego procesu iteracyjnego, ktéry tym
razem polega na usuwaniu wnetrz §rodkowych czesci odcinka podzielonego na 3 czesci.

Przyklad 1.3.1. Niech Cy bedzie odcinkiem jednostkowym w kartezjariskim uktadzie wspotrzednych,
tzn.:

Co = {(2,0) e R? : x € [0,1]}.

C1 powstaje poprzez podziat Cy na 8 przystajgce odcinki, kazdy o dlugosci % oraz usuniecie wnetrza
Srodkowego z mich.
Powyzszq procedure powtarzamy dla kazdego nowo powstatego odcinka. Przy uzyciu rekurencji przyj-

mujemy, ze C,, sktada sie z 2™ odcinkow o dlugosci (%)n

Co

(] — —
o o c— — —
(; me o= -—— e

o]
Figure C = (| C,, nazywamy zbiorem Cantora.
n=0



Pokazemy, ze zbior Cantora jest figura Scisle samopodobna w $wietle Definicji 1.0.1.

Przy pierwszym podziale odcinka jednostkowego Cy na 3 przystajace czesci i usunieciu wnetrza
srodkowej z nich dostajemy 2 mniejsze odcinki o dtugosci % (figura C1). Oznaczmy powstalte w ten
sposob odcinki jako Iy oraz Is. Zauwazmy, ze w kazdej iteracji konstrukeji zbior C,, sktada sie z
odcinkow zawartych w I; oraz I, zatem C C I; U I. Zdefiniujmy:

Cr=Cnl, Cp=CnNI.

I 1>
Cr. Cp
Wtedy
C=CpUCp.

Zwroémy teraz uwage, ze kazdy etap konstrukcji figury C' w odcinku I; przebiega doktadnie tak
samo jak cata konstrukcja na odcinku Cjy, tylko w skali % To samo dotyczy odcinka I. Wynika
stad, ze zbiory C, oraz Cp sa kopiami zbioru C zmniejszonymi w skali s = %
Pokazuje to, ze zbior Cantora dzieli sie na skoriczenie wiele czesci (w tym wypadku dwie), z ktorych
kazda jest podobna do catosci w tej samej skali s = % € (0,1). Spelniony jest zatem warunek 1 z

Definicji 1.0.1.

Zbadamy teraz roztaczno$¢ wnetrz zbiorow Cp, oraz Cp. Z konstrukcji zbioru Cantora wiemy, ze
I, NI, = (), poniewaz odcinki te sa oddzielone wnetrzem usunietego odcinka. Zbiory Cf, oraz Cp
rowniez sg rozlaczne, gdyz sa zawarte odpowiednio w roztacznych przedzialach Iy oraz I,. Mamy
zatem

CLﬂCp:@7

wiec tym bardziej
intc(CL) n intc(Cp) = (.

Spelniony jest zatem warunek 2 z Definicji 1.0.1.
Na podstawie powyzszych rozwazan wnioskujemy, ze zbior Cantora jest figura $cisle samopodobna.

1.4 Wielokatowe figury Scisle samopodobne

W dalszej czesci pracy po$wiecimy uwage szczegdlnym przypadkom figur $cisSle samopodobnych,
jakimi sg wielokatowe figury $cisle samopodobne. W zwiazku z tym wprowadzamy najpierw definicje
figury wielokatowe;j.



Definicja 1.4.1. Niech F C R? bedzie figurg ptaskg. O figurze F mowimy, ze jest wielokgtowa
wtedy, gdy

o F=T1U---UTN,N > 1, T; - domkniety trojkqt,

o Vi,je{l,--- ,N}(i#j = wnt(T;) Nint(T;) = 0).
Uwaga 1.4.1. Zauwazmy, ze drugi warunek z powyzszej Definicji mozemy réwnowaznie zapisaé
jako:
Figura wielokatowa to zatem taka figura, ktéra mozna podzieli¢ na skoriczenie wiele domknietych
trojkatow takich, ze dowolne 2 z nich maja roztaczne wnetrza, jednak moga sie one styka¢ brzegami.

1.4.1 Konstrukcja i definicja

Na podstawie wprowadzonej na poczatku tego rozdziatu definicji figury $cisle samopodobnej oraz na
podstawie wprowadzonej powyzej definicji figury wielokatowej mozemy przej$é¢ do opisu konstrukeji
wielokatowych figur Scisle samopodobnych.

Do skonstruowania wielokatowej figury $cisle samopodobnej potrzebujemy nastepujacych informacji:

o Wy - wyjsciowy wielokat (figura wielokatowa), od ktorego rozpoczynamy konstrukcje,

e N - liczba pomniejszonych kopii Wy, ktore oznaczymy przez W1, --- , Wy oraz ktore bedziemy
chcieli umiesci¢ wewnatrz Wy tak, aby nie zachodzily one na siebie (tzn. stykaly sie co najwyzej
brzegami),

e s - liczba z przedzialu (0;1) bedaca wspolng skala podobieristwa dla kazdej pomniejszonej
kopii Wy,

e o, - przeksztalcenie podobienistwa w skali s (bedace jednoktadnoscia, ztozeniem jednoktadno-
§ci z obrotem lub zlozeniem jednokladnosci z odbiciem wzgledem pewnej prostej) ¢; : R? —
R?, gdzie p;(Wy) = W; (jest to przeksztalcenie odwzorowujace wielokat Wy w jego pomniej-
szong kopie).
Konstrukcja

Krok 0:
Rozpoczynamy od wyjsciowego wielokata (figury wielokatowej):

Ko = W,.

Krok 1:

Tworzymy N pomniejszonych kopii wielokata Wy, podobnych do Wy w tej samej skali s w taki
sposob, ze kazda utworzona w ten sposéb kopia zawiera sie w Wy oraz kazde dwie utworzone kopie
maja roztaczne wnetrza, a nastepnie bierzemy ich sume:

N
Ky =WiU---UWx =o1(Wo) U+ Upn(Wo) = | wi(Wo).
i=1
Krok 2:
W kazdej z N pomniejszonych kopii z K7 ponownie umieszczamy N pomniejszonych kopii, stosujac



te same przeksztalcenia podobienistwa co wczesniej, jednak tym razem dla kazdej czesci figury z
K,. Otrzymujemy w ten sposéb N? kawalkéw, z ktérych kazdy jest podobny do Wy w skali s? i
sumujemy je:

0 (pi(Wo)) = (@5 0 @) (Wh).

1

C=
=
KCZ

Ky =

~
Il
—
o
Il
_

2]
Krok n:

Po kontynuacji powyzszej procedury w n - tej iteracji otrzymujemy N" kawalkéw, gdzie kazdy z
nich to obraz Wy przeksztalcony n - krotnie z ta sama skala podobienistwa s. Zatem kazdy taki
kawalek jest podobny do Wy w skali s”, a ich suma przedstawia sie nastepujaco:

N N N
Kn: U U U(@inowinflO"'O@il)(WO)-

in=lin,_1=1  i1=1
o0
Definiujemy figure Z jako Z = [ K,.
n=0

Definicja 1.4.2. Niech Z bedzie figurg skonstruowang zgodnie z powyzszym opisem. Mowimy, ze
figura Z jest wielokgtowym fraktalem scisle samopodobnym wtedy, gdy mozna jg przedstawié

o0
w postaci Z = (| Ky, jak wyzej, oraz gdy dodatkowo jest spetniony nastepujacy warunek: 3 cigg
n=0

iy 5 Pinp taki, ze Piq = Lloin(VVO) - Znt(WO)

Zanim przejdziemy do dowodzenia roéznych wlasnosci zwiazanych z wielokatowymi fraktalami $cisle
samopodobnymi, wprowadzmy jeszcze jedng definicje.

Definicja 1.4.3. Kazdy pojedynczy sktadnik sumy sktadajgcej sie na figure K, bedziemy nazywaé
kopig n - tej iteracyi.

W oparciu o iteracyjna konstrukcje zbioréw K, zauwazamy naturalng wlasnosé inkluzji, wyrazajaca
sie zaleznoscia K, 41 C K, C Kj. Ponizej przedstawiamy dowod tej obserwacji.

Obserwacja 1.4.1. Dla kazdego n zachodzi nastepujgce zawieranie: K,,+1 C K,, C Kjy.

Dowdd. Pokazemy, ze K1 C K.

7 konstrukcji wielokatowej figury $cisle samopodobnej wiemy, ze Koy = Wy oraz K1 = Wi U
U Wn = o1(Wo) U -+ U pn(Wp). Ponadto z zalozeni konstrukeji mamy, ze W; C Wy, czyli
Vie{l, -+ ,N}W,; = p;(Wy) C Wy, a wiec takze suma W; w postaci figury K, zawiera sie w K.

Pokazemy, ze K, 11 C K,.
Pojedynczy kawalek K, 1 mozemy zapisaé jako

(Pini1 © @i, 0+ 093 )(Wo).
Wiemy, ze ¢;, (Wy) = W;,, zatem
(<Pin+1 © 4, 00 <pi1)(W0) = (winJrl © ¥4, O+ 0 %2)(%1 (WO)) = ((pin,Jrl © Y, 00 @w)(Wil)
Wiemy réwniez, ze W;, C Wy, czyli:

(Pinss ©Pi, 0 00, )(Wiy) C (i, 0+ 0 i, )(Wo).

10



Prawa strona powyzszego zawierania to doktadnie jeden z kawatkow K, czyli
(@i, 00 i, )(Wo) C Kn.

Otrzymalismy zatem, ze dowolny pojedynczy kawatek K, i zawiera si¢ w pewnym kawaltku K,
wiec K11 C K.

Mamy, ze K; C Ky oraz K,4+1 C K, dla kazdego n € N, co po polaczeniu daje K,,1; C K,, C
Ko = Wy. O

Powyzsza obserwacje wykorzystamy przy dowodzeniu samopodobienistwa figury Z.

1.4.2 Wnhnioski plynace z definicji

Gloéwnym wnioskiem plynacym z definicji wielokatowego fraktala scisle samopodobnego jest naste-
pujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.4.1. Kazdy wielokgtowy fraktal Scisle samopodobny jest figurg $cisle samopodobng
(zgodnie z Definicjq 1.0.1).

Do jego udowodnienia potrzebne sa jednak inne wnioski pomocnicze (Wnioski 1.4.1-1.4.4) sfor-
mulowane ponizej. Pierwszy z nich dotyczy istnienia punktu fraktala, ktory nalezy do wnetrza
wyjsciowego wielokata Wy.

Whiosek 1.4.1. Z warunku pojawiajgcego sie w definicji wielokgtowego fraktala $cisle samopodob-

nego (Definicja 1.4.2) wynika, ze istnieje punkt z € Z taki, ze z € int(Wy).

Dowdd. 7 warunku z definicji wielokatowego fraktala $cisle samopodobnego wiemy, ze istnieje ciag
przeksztalceri podobieristwa ;- ,p;  taki, ze (¢;,, o -+ 0 ;) (W) C int(Wy). Niech A =
(i, 00 pi, ) (Wp). Wowczas mamy
AcC lnt(Wo)

WeZmy dowolny nieskoniczony ciag indeksow (ji,j2, ) € {1,---, N} i rozwazmy ciag zbiorow
postaci

An = (@i, 00 @i 0@j 0005 )(Wo).
Woweczas ciag (A,,) jest zstepujacy oraz dla kazdego n mamy A,, C A. Dodatkowo mamy

diam(A4,) = s™ " diam(Wy) = 0.

Kazdy zbior A,, jest réwniez figura wielokatowa, a wiec zbiorem niepustym i domknietym, wiec na
mocy twierdzenia Cantora o zupelnosci, otrzymujemy, ze

() An # 0.
n=0

Oznaczmy punkt nalezacy do powyzszego przekroju jako z. Poniewaz dla kazdego n mamy, ze
A, C A C int(Wy), dostajemy, ze
z € int(Wy).

Jednoczesnie kazdy A,, C K, wiec z € (| K,, = Z. O

n=0
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W pehi sformutowane oraz udowodnione twierdzenie Cantora o zupelnosci, o ktérym mowa w po-
wyzszym dowodzie, mozemy znalezé w ksiazce Real Analysis autorstwa Roydena oraz Fitzpatricka
w podrozdziale 9.4 pod nazwa The Cantor Intersection Theorem [5].

Drugi wniosek idzie o krok dalej - méwi o tym, ze dla kazdego skoriczonego ztozenia przeksztalcen
podobieristwa znajdzie sie punkt fraktala, ktéry nalezy do wnetrza obrazu Wy przez zlozenie tych
przeksztalcen.

Whiosek 1.4.2. Z warunku pojawiajgcego sie z w definicji wielokgtowego fraktala scisle samopodob-
nego (Definicja 1.4.2) wynika, Ze dla kazdego ciggu przeksztatceri podobieristwa ;- -+ ,@;, istnieje
punkt z € Z taki, zZe z € int((pi; o -+ 0 ;) (Wo)).

Dowdd. Z Wniosku 1.4.1 wiemy, ze istnieje punkt zg € Z taki, ze zo € int(Wp). Niech ® = ¢;, o

-0 ¢; oraz niech z = ®(z). Zauwazmy, ze @ jest zlozeniem przeksztalcenn podobienstwa, a
wiec rowniez jest przeksztalceniem podobienistwa. Wiemy, ze przeksztalcenie podobienistwa jest
homeomorfizmem, wiec przy wykorzystaniu tego faktu otrzymujemy:

O (int(Wy)) = int(P(Wp)).
Wiemy rowniez, ze zg € int(Wy), wiec
z = ®(zp) € int(®(Wy)).

7 faktu, ze zg € Z wynika, ze z9 € K,, dla kazdego m, co wynika z definicji fraktala Z. Przypo-
munijmy posta¢ figury K, :

N
Kn= |J (pjno-0pi) ).
JmyeJj1=1
Istnieje zatem cigg przeksztalcenl podobienistwa ¢; ,---,¢;, taki, ze

20 € (), 0+ 0.95,)(Wo).
Po zastosowaniu przeksztalcenia ® otrzymujemy:
z = ®(20) € 2((j,, 0+~ ©%5,)(Wo))-

Zauwazmy, ze ®(p;, o---0 ;) jest zlozeniem n + m przeksztalcen podobienistwa, co oznacza, ze
odpowiada jednemu ze sktadnikéw sumy definiujacej figure K, 1,. Wowczas punkt z zawiera sie w
jednym ze sktadnikéw sumy definiujacej figure K, 4p, czyli

A Km_;,_n.

A poniewaz m bylo dowolne to dostajemy

oo
S ﬂ Km+n~

m=0

Z Obserwacji 1.4.1 mamy, ze K1, C K, stad
oo (oo}
ﬂ Km+n = m Ky, =2,
m=0 m=0
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a wiec w konsekwencji otrzymujemy
z€Z.

Ostatecznie:
z€Z oraz z € int(®(Wp)).

O

W trzecim wniosku stwierdzamy, ze w kazdym miejscu fraktala Z jesteSmy w stanie dowolnie blisko
znalezé¢ inny punkt tego fraktala, ktory lezy ponadto we wnetrzu wyjsciowej figury wielokatowe;j
Wo.

Whiosek 1.4.3. Dla kazdego z € Z dowolnie blisko z znajdzie si¢ z' € int(Wp) N Z.

Dowdd. Niech z € Z. Pokazemy, ze dla kazdego € > 0 istnieje punkt 2z’ € int(Wy) N Z taki, ze
d(z,2') <e.

Niech € > 0. Poniewaz s € (0,1) mamy, ze s ~—— (. Istnieje zatem ng takie, ze

s"diam (W) < e.

Z definicji Z = () K, wynika, ze z € K,, dla kazdego n. W szczegdlnosci
0

n=

z € Kpy,.

Z konstrukcji fraktala Z figura K,,, przyjmuje nastepujaca postaé:

N
Kny= |J (i, 0 00i)(Wo).

ing i1 =1
Istnieje zatem zlozenie ® = p;, o---o¢;, takie, ze
z € (Wy).
7 Whiosku 1.4.2 wiemy, ze istnieje punkt 2z’ € Z taki, ze
2" € int(®(Wp)).
Skoro 2z’ € int(®(Wp)), to tym bardziej 2’ € ®(Wy). Wtedy z, 2 € (W) i wowezas
d(z,2") < diam(®(Wp)).

Zauwazmy, ze figura ®(Wy) jest podobna do Wy w skali ™, poniewaz ® to ng - krotne zlozenie
przeksztalceri podobienstwa. Mamy wige diam(®(Wy)) = s™diam(Wy). Stad

d(z,2") < s"diam(Wp) < e.
Ponadto mamy, ze ®(Wy) C Wy, zatem

int(®(Wp)) C int(Wp).
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Otrzymujemy wiec, ze 2’ € int(Wy) oraz - z wezesniej - 2/ € Z, co prowadzi do tego, ze
2 eint(Wy)N Z.

Dodatkowo dla € > 0 dostaliSmy, ze
d(z,2') <,

co oznacza, ze dowolnie blisko punktu z znajduje sie punkt nalezacy do int(Wy) N Z. O

Uwaga 1.4.2. Bezposrednig konsekwencjq powyzszego wniosku jest to, ze dla kazdego x € bd(Wp) N
Z dowolnie blisko istnieje punkt x' taki, ze x’ € int(Wy) N Z.

Ostatni wniosek sformutowany w tym podrozdziale jest poswiecony stwierdzeniu, ze nawet w sy-
tuacji, gdy mamy do czynienia z punktem fraktala lezacym na brzegu dowolnej kopii z pierwszej
iteracji konstrukeji, to dowolnie blisko niego znajduje sie punkt fraktala nalezacy do wnetrza wspo-
mnianej kopii.

‘Whiosek 1.4.4. Jesli z € bd(W;) N Z, to dowolnie blisko z znajdzie sie punkt 2 € int(W;) N Z.

Dowdd. Kazde przeksztalcenie p; jest podobienistwem, a wiec réwniez i homeomorfizmem. Istnieje
zatem punkt

y=; ' (2).
Z przekroju z € bd(W;)NZ wiemy, ze z € Z oraz z € bd(W;), a poniewaz W, to figura wielokatowa,
czyli zbior domkniety, to rowniez z € W;. Wtedy poniewaz z € Z NW,; = ¢;(Z) C Z wynika, ze

y=¢;'(x) €Z

Prawda jest réwniez, ze
Yy < bd(WO)a (VS W07

poniewaz homeomorfizm zachowuje brzegi zbioréw. Otrzymujemy zatem, ze
Yy e bd(Wo) nZz.

Wowczas z Wniosku 1.4.3 wiemy, ze dla kazdego € > 0 istnieje punkt 3’ taki, ze ¢’ € int(Wy) N Z
oraz d(y,y’) < e. Niech 2’ = ¢;(y’). Wtedy poniewaz ¢; jest homeomorfizmem, zachodzi

2" € pi(int(Wy)) = int(W;)
oraz z faktu, ze p;(Z) C Z (wynikajacego z tego, ze ¢;(Z) = Z N W;) mamy
2 € Z.
Ponadto dla odleglosci punktu z od punktu 2z’ zachodzi:
d(z,2') =5 -d(y,y) <s-e<e.

Otrzymujemy, wiec ze w kazdym otoczeniu punktu z € bd(W;) N Z istnieje punkt 2’ € int(W;) N
Z. O

Majac sformulowane i udowodnione wnioski pomocnicze mozemy przejsé do dowodu twierdzenia z
poczatku tego podrozdziatu (Twierdzenia 1.4.1).
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Dowod Twierdzenia 1.4.1.

1)

Opiszemy pewien rozkltad figury Z na skoriczong sume postaci Z = Z, U---U Zy.
7 pierwszej iteracji konstrukcji mamy

Ki=WiJ---UuWy.

Zdefiniujmy Z; = W; N Z. Z Obserwacji 1.4.1 wiemy, ze ciag (K,) jest malejacy, dlatego w
szezegolnosci Z C K (innymi stowy: kazdy punkt figury Z nalezy do co najmniej jednej z
figur Wq,---Wy).

Wezmy dowolny punkt x € Z. Wtedy z zawierania Z C K; mamy, ze
reKi=WiU---UWy.

Istnieje zatem taki indeks i € {1,--- , N}, ze v € W;. Wtedy z € ZNW; = Z; (z definicji Z;).
Otrzymujemy zatem
ZCZU---UZy,

N
co oznacza, ze kazdy punkt figury Z nalezy do pewnego Z;, wiec nalezy réwniez do |J Z;.
i=1
Dla kazdego ¢ mamy réwniez Z; = W; N Z C Z, wobec czego

ZyU---UZn CZ.
Pokazalismy zawierania w obie strony, zatem Z = Z; U---U Zy, gdzie Z; = W; N Z.
Pokazemy, ze Vi € {1,--- , N} figura Z; jest podobna do Z w tej samej skali s.
Przypomnienie: Z = ﬁo K, W;=p;(Wy), Z; =W, N Z.
Z konstrukeji figury Z mamy, ze

N
Ky =WiU---UWy = ¢;(Wo) U--- Upn(Wo) = | i(Wo).

=1

W, jest obrazem Wy przez przeksztalcenie podobienstwa ¢; w skali s. Ponownie z konstrukcji
figury Z mamy, ze

N
K2 = U QD’L(Kl)v
=1

poniewaz Ko powstaje poprzez zastosowanie tych samych przeksztalcen podobienstwa ¢; do
figury Kj.

WeZzmy tylko te czedé Ko, ktora lezy w W, dla ustalonego ¢. Wszystkie kawalki Ko lezace
w W; powstaja przez zastosowanie ¢, do K;. Wtedy Ko N W; = ¢, (K1) (poniewaz dla j # i

mamy, ze ¢; (K1) lezy w W; a nie w W;). Uogdlniajac powyzsze rozumowanie mozemy zapisaé:

KnJrl NwW, = @Z(Kn)
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©i(K,,) interpretujemy jako czes¢ figury K, 1 umieszczona w W;.

Zastosujemy teraz ; do figury Z:

00 00 S 00
(pi(Z):gDi (m Kn> = m (pi(Kn): ﬂ(Kn+lmWi): (m Kn+1> NW,=2nW, = Z.
n=0 n=0 n=0 n=0

Pokazalismy, ze ¢;,(Z) = Z; = Z N W;, co oznacza, ze cala konstrukcja figury Z powtarza
sie w kazdej kopii W; w ten sam sposob - jako pomniejszona i przeksztalcona przez ¢; kopia.
Innymi stowy pokazalismy, ze kazda z czesci Z; jest podobna do Z w tej samej skali s. Zatem
rodzina figur Z1,--- , Zy, na ktore rozkladamy Z spelnia warunek 1 z definicji figury $cisle
samopodobne;j.

Pokazemy, ze intz(Z;) Nintz(Z;) =0 dla i # j.
Zalozmy nie wprost, ze istnieja indeksy ¢ # j takie, ze intz(Z;) Nintz(Z;) # 0. Wowczas
istnieje punkt z € intz(Z;) Nintz(Z;). Niech U bedzie otwartym otoczeniem punktu z w Z

zawartym w intz(Z;) Nintz(Z;) takim, ze z € U C intz(Z;) Nintz(Z;). Wtedy poniewaz
Z;y =W;NZ,Z; = W; N Z otrzymujemy, ze

UC(WZ‘QZ)Q(W]'QZ):WZ'QW]‘OZ.

Oznacza to, ze kazdy punkt zbioru U nalezy jednoczes$nie do zbioru W; oraz W;. W szczegol-
nosci punkt z nalezy do obu wspomnianych zbioréw.

Gdyby z € int(W;), to poniewaz U C W; i U jest otoczeniem z w Z, otrzymaliby$my, ze
w kazdym otoczeniu z znajdujg si¢ punkty nalezace do W,;. Wraz z int(WW;) daje to istnienie
otoczenia punktu z zawartego jednoczesnie w W; oraz Wj, czyli

z € int(W;) Nint(W;),

co stoi w sprzecznosci z roztacznoscia wnetrz kopii powstajacych w pierwszej iteracji kon-
strukeji fraktala Z. Analogicznie nie moze zachodzié¢ z € int(Wj).

Zatem prawda jest, ze
A bd(Wl) N bd(W]) nZ.

Poniewaz z € bd(W;) N Z, to na podstawie Wniosku 1.4.4 wiemy, ze dowolnie blisko z istnieje
punkt 2’ taki, ze
2 e int(W;) N Z.

Poniewaz U jest otwartym otoczeniem punktu z w Z, mozemy wybraé¢ punkt 2’ tak, aby
2 el.

Zatem 2’ € int(W;) N Z N U. Ale poniewaz U C Wj, to rowniez 2z’ € int(W;) N W;. Jesli
z' € int(W;), to wtedy
2" € int(W;) Nint(W;),
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a wiec dochodzimy do sprzecznosci. Zatem
2 € bd(W)).
Mamy rowniez 2z’ € Z, co wynika z przekroju 2z’ € int(W;) N Z. Otrzymujemy wiec, ze
Z e bd(W;)N Z.
Wowcezas ponownie z Wniosku 1.4.4 wiemy, ze dowolnie blisko z’ istnieje punkt z” taki, ze
2" € int(W;) N Z.
Poniewaz int(W;) jest zbiorem otwartym i 2z’ € int(W;), to mozemy dobraé¢ 2z tak blisko 2/,
ze
2" € int(W;),

stad
2" € int(W;) N int(W),

co przeczy roztacznosci wnetrz kopii powstajacych w pierwszej iteracji konstrukeji fraktala Z.
Otrzymujemy sprzecznosé z zalozeniem, ze istnieje punkt z, ktory nalezalby do intz(Z;) N
intz(Zj).

O

2  Wlasnosci

Niniejszy rozdzial sktada sie z dowodéw wlasnosci wielokatowych fraktali Scisle samopodobnych,
ktore wynikaja z ich ogélnej konstruke;ji.
2.1 Uogoblnienia wynikajace z konstrukcji

Pierwsza wlasnosé uogélnia zawieranie sie kopii w Wy wystepujace w konstrukeji na dowolne skon-
czone zlozenie przeksztalcen podobienistwa.

Wtlasnosé 2.1.1. Dla kazdego n zachodzi

(@i, 00y ) (Wo) C Wo.

Dowdd. Zauwazmy, ze figura (p;, o---0p;, )(Wy) to jeden ze sktadnikow sktadajacych sie na figure
K,:

N
K,= |J (i, 0 0p,) (W),

in, e ,t1=1

zatem z definicji K,, mamy, ze
(i, 0+ 00i,)(Wo) C K.

Z Obserwacji 1.4.1 mamy natomiast, ze

K, C Ky =W,
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wiec prawda jest, ze dla kazdego n zachodzi
(@i, 00 i, )(Wo) C Wo.
O

Druga wtasnos¢ rowniez stanowi uogodlnienie z opisu konstrukeji wielokatowego fraktala, jednak
tym razem dotyczy ona rozlacznosci wnetrz dowolnych dwoch réznych kopii w ustalonej iteracji
powstawania figury Z.

Wtlasnosé 2.1.2. Dia ustalonego n € N kopie n - tej iteracji konstrukcji figury Z postaci

(@i, 00 ) (Wo)

majqg parami roztgczne wnetrza, tzn. dla dwdch réznych ciggow indeksow:

(ila"' 7in) 7é (jla"' 7]")

zachodzi
int(A) Nint(B) = 0,

gdzie A = (pi, o009, )(Wo), B= (g, o 0p;)(Wo).

Dowdd. Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

Dla n =1 (czyli w pierwszym kroku) z konstrukeji figury Z mamy
0i(Wo) =W, oraz int(W;) Nint(W;) = 0,

wobec czego teza zachodzi.

Zalozmy teraz, ze dla pewnego n > 1 teza zachodzi. Pokazemy, ze jest ona réwniez prawdziwa
dla n + 1.

Rozwazmy 2 ciagi indeksow takie, ze

(ila" . 7inain+l) 7é (jlv"' 7jn>jn+1)

oraz zdefiniujmy odpowiadajace im zbiory

A= ((pin+1 °© i, 00 (pil)(WO)7 B = (<pjn+1 © P, 00 (ph)(WO)'
Mamy 2 mozliwosci:

(1) ins1 # Jnt1
Wtedy

A= (pin+1(X) cw; B = 90jn+1(Y) - Wj

n+19 n41)

gdzie
X =(pi, 0 0pi,)(Wo), Y =(pj, 0 op;)(W).
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Powyzsze zawierania wynikaja z Wtasnosci 2.1.1.

Z konstrukeji figury Z mamy
int(spin+l (WO)) n int((pjn+1 (WO)> = int(Win+1) n int(an+1) =0.

Poniewaz A C W, ,,, to int(A) C int(W;,,,) oraz poniewaz B C W;

int(Wj, ., ). Wtedy z roztacznosci wnetrz zbiorow W; . oraz W;, |

ni1r tO .int(B) C
i1 otrzymujemy, ze
int(A) Nint(B) = 0.

Teza zachodzi.

(2) Int1 = Jn+1
Wtedy dla X = (¢, 0+ 09;,)(Wo), Y = (¢;, -+ 0 pj,)(Wo) mamy:

A= Pint1 (X)7 B = Pint1 (Y>

Korzystajac z tego, ze przeksztalcenie podobienistwa jest homeomorfizmem, otrzymujemy:
ll’lt(A) = int(gpin+1 (X)) = Pipy1 (lnt(X))v

int(B) = int((pinﬂ (Y)) = Pinga (int<Y)>'

Wykorzystamy teraz fakt, ze przeksztalcenie podobienistwa jest bijekcja, uzyskujac w ten
sposob:

int(A) Nint(B) = ¢, (int(X)) N, (int(Y)) = ¢;, ., (int(X) Nint(Y)) =

= (pin+l(®) = 0.

Przedostatnia rownosé¢ wynika z tego, ze z zalozenia indukcyjnego mamy, ze int(X)Nint(Y) =
(). Otrzymujemy zatem, ze teza jest spelniona.

W obu przypadkach dostalismy, ze wnetrza figur A i B sa rozlgczne, zatem na mocy indukcji kazde
dwie rézne kopie n - tej iteracji konstrukeji figury Z maja parami roztaczne wnetrza. O
2.2 Niepusto$é

Wtasno$é niepustosci wydaje sie by¢ dosé intuicyjna, poniewaz konstrukcja figury Z rozpoczyna
sie od niepustej figury wielokatowej Wy, a kazde nalozone na nia przeksztalcenie podobieristwa
zachowuje niepustos¢ zbioru. Ponizej przedstawiamy formalny dowod tej wlasnosci.

o0
Wtiasnosé 2.2.1. Figura Z = () K, jest niepusta.
n=0

Dowdd. Wezmy dowolny punkt xg € Wy oraz dowolny ciag indeksow (i1, 2, ...), gdzie iy, € {1,..., N}, k €
NT. Zdefiniujmy cigg punktéw w nastepujacy sposob:

Tp = (piy © ... 0 9i, ) (@0),
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a poniewaz xo € Wy, to otrzymujemy, ze z,, € (¢;, 0 - -op;. )(Wo). Przyjrzyjmy sie teraz nastepnemu
punktowi wystepujacemu w powyzszym ciggu. Przyjmuje on postaé:

Tn+1 = (30741 ©---0 Soin)(soirwrl (x())),

a poniewaz @;, ., (zo) € Wy, to Tp41 € (i, © -+ 0 @4, )(Wp). Otrzymujemy zatem, ze

Tpy Tn+1 € ((1011 ©---0 (pln)(WO)

Przypomnijmy definicje figury K,:
N
K,= |J (pi, 0 00i)(Wo).
Vo

7 powyzszej definicji wynika, ze kazdy punkt powstajacy w n-tym kroku konstrukcji nalezy do
K,,. W szczegblnosei dla ustalonego ciagu (iy,- - ,4,) punkt x, nalezy do K,. Ponadto mamy, ze
Tnt1 € Knt1, a poniewaz z Obserwacji 1.4.1 mamy, ze K,,4+1 C K, to 2,41 € K,,.

Rozwazmy teraz srednice zbioru (¢;, o ... 0 ¢;, )(Ws). Jest ona rowna s™diam(Wy), poniewaz kazde
przeksztalcenie ; jest podobieristwem w skali s € (0, 1). Przyjrzyjmy sie odlegtosci dwoch kolejnych
punktow z ciagu (z,,). Otrzymujemy wowczas, ze |Tp41 — Zn| < s"diam(Wp). Wezmy m > n, wtedy
z nieréwnosci trojkata dostajemy

‘xm - xn| = |(:L'm - .’L'm,1) + (xmfl - $m72) + ...+ ((En+1 - xn)| <
m—1
|em = Tt + | Tm—1 — Tin—2| + oo+ |Tng1 — 2| = Z |Tpg1 — zx| <
k=n
m—1 00 "
< diam(Wp) kz s* < diam(Wp) kz s* = diam(Wp) - —— N7,
=n =n

Zatem (x,) jest ciagiem Cauchy’ego w R2. Z zupelnosdci przestrzeni R? wynika istnienie punktu
x € R? takiego, ze lim z, = x. Wiemy, ze x,, € K,, dla kazdego m, a poniewaz K,, C Ky_1 C

n—oo

... C K, dla m > n otrzymujemy, ze x,, € K, dla wszystkich m > n. Zbiér K,, jest domkniety
i niepusty jako skoniczona suma zbioréw domknietych (figur wielokatowych), wiec granica x ciagu
() nalezy do K,, dla kazdego n, zatem

Vnxe K, — z¢€ ﬂKn:Z,
n=0

wobec czego figura Z jest niepusta. O

2.3 Z nie jest zbiorem jednopunktowym

Intuicyjnie wlasnosé, ze Z nie jest zbiorem jednopunktowym, wynika z faktu, ze w konstrukeji tego
fraktala pojawiaja sie co najmniej dwa rézne przeksztalcenia podobienistwa o roéznych punktach
statych. Ponizej formalizujemy ten argument.
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o0
Wtiasnosé 2.3.1. Figura Z = (| K, sktada sie z co najmniej dwdch réznych punktdw.
n=0

Dowdd. Wezmy dowolny punkt z¢o € Wy oraz wybierzmy 2 rézne przeksztalcenia ¢;, # ¢;,. Zde-
finiujmy 2 ciagi punktow: z,, = ¢} (o) oraz y, = ¢} (vo), gdzie ¢ oznacza n-krotne zlozenie
przeksztalcenia ¢;, dla k € {1,2}.

Aby pokazaé, ze oba ciagi punktow sa Cauchy’ego, mozemy postepowaé tak, jak w dowodzie Wta-
snosci 2.2.1. Istnieja zatem granice x,y € R? takie, ze £ = lim x, oraz y = lim %,,. Poniewaz
n—oo n—oo

Tn,Yn € K, dla kazdego n, a zbiory K, sa domkniete i spetniaja zawieranie K,, C K,,_1 C ... C K,
otrzymujemy, ze

o0
T,y € ﬂ K, =7

n=0
Pokazemy teraz, ze granice te sa rozne. Wiemy, ze ©,,+1 = ¢;, (¢,,). Poniewaz funkcja ¢;, jest ciagta,
mozemy przej$¢ do granicy lim z,41 = lim ¢;, (x,). Wiemy roéwniez, ze lim z,4; = z. Korzysta-

n— o0 n— 00 n— 00
jac z ciaglosci funkeji ¢;, dostajemy lim ¢, (z,) = @i, (lim x,) = ¢;, (z). Otrzymalis$my zatem,
n—oo n—oo

ze x = ¢;, (), co oznacza, ze x jest punktem stalym przeksztalcenia ;. Analogiczne rozumowanie
mozemy przeprowadzi¢ dla przeksztalcenia ¢;,, otrzymujac w ten sposob, ze y jest jego punktem
stalym. Pokazemy teraz, ze x # y.

Zal6zmy nie wprost, ze * = y = p, co oznacza, ze punkt p jest punktem stalym zaréwno dla
przeksztalcenia ;, jak i dla ¢;,. Wiemy jednak, ze ¢;; # ¢i,. Z klasyfikacji przeksztatceri podo-
bienistwa na plaszczyznie wiemy, ze kazde z nich jest jednokladnoscia o skali s € (0,1) i $rodku (w
tym przypadku) p, ewentualnie ztozona z obrotem wokol p lub z odbiciem wzgledem pewnej prostej
przechodzacej przez p.

Rozwazmy pierwszg iteracje konstrukcji figury Z. Poniewaz p jest punktem stalym dla dwoch roz-
nych przeksztalceri podobieristwa ¢;, oraz ¢;,, mamy

P = ¥i, (p) € viy (WO) = Wiu

P = i, (p) € pi,(Wo) = Wi,.

Oznacza to, ze kopie W, oraz W, zawieraja punkt p. Jednak z zalozen konstrukcji figury Z wiemy,
ze powstajace w pierwszej iteracji kopie figury Wy sa roztaczne wnetrzami. Mamy zatem, ze p € W,
oraz p € Wj,, ale

p ¢ int(W;,) Nint(W;,).

Wynika stad, ze punkt p musi znajdowaé sie na brzegu figur W;, oraz W,,, poniewaz tylko wtedy
mozliwa jest sytuacja, ze dwie roztgczne wnetrzami kopie figury wielokatowej zawieraja punkt na-
lezacy do obu z nich. Skoro punkt ten lezy na brzegach rozwazanych kopii po pierwszej iteracji
konstrukcji figury Z, to w poczatkowej figurze wielokatowej rowniez lezatl on na jej brzegu, po-
niewaz podobieristwo zachowuje potozenie punktow. W kolejnych iteracjach powstawania fraktala
bedzie on lezal rowniez na brzegu wszystkich rozwazanych kopii figury Wy.

Rozwazmy teraz 2 mozliwe polozenia punktu p na brzegu figury Wy:
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e p jest wierzcholkiem figury wielokatowej W
Wtedy punkt p jest wierzchotkiem pewnego kata wewnetrznego o mierze o > 0. Poniewaz
przeksztalcenia ¢;, oraz ¢;, sa podobienstwami, to zachowuja one miary katéw. Zatem kazda
kopia W zawierajaca punkt p ma w tym punkcie kat o tej samej mierze o > 0.

e p lezy na brzegu figury wielokatowej Wy, ale nie jest jej wierzcholtkiem
Wowcezas punkt p nalezy do wnetrza pewnego boku figury wielokatowej, zatem kat przy p
zajmuje 180°. W szczegdlnodci jest to kat o mierze dodatniej. Ponownie - podobieristwo za-
chowuje miary katow, wiec kazda kopia figury Wy zawierajaca punkt p, zajmuje przy tym
punkcie kat o mierze 180°.

W obu przypadkach istnieje zatem o > 0 takie, ze kazda z kopii W;,, W, zajmuje przy punkcie p
kat o mierze rownej a. W zwiazku z powyzszym kazda z powstatych kopii W;, oraz W, zajmuje
pewien dodatni zakres katow. Poniewaz wnetrza tych kopii sg roztaczne, zakresy katow zajmowane
przez rozne kopie nie moga na siebie nachodzi¢ wnetrzami. Suma tych katéw nie moze rowniez
przekroczyé 360°.

Wiemy juz, ze poniewaz przeksztalcenia ¢;, oraz ¢;, sa podobieiistwami o wspdélnym punkcie sta-
tym p, punkt ten odpowiada temu samemu punktowi figury Wy w kazdej z rozwazanych kopii oraz
ze przy punkcie p kazda rozwazana kopia zajmuje pewien dodatni zakres katowy «. A poniewaz
podobienstwo zachowuje miary katow, kazda taka kolejno powstajaca kopia ma przy punkcie p kat o
tej samej mierze . Istnieje zatem « > 0 takie, ze kazda nowo powstajaca kopia (taka jak rozwazane
powyzej) w kazdej iteracji zajmuje zakres katowy rowny .

W drugiej iteracji konstrukeji figury Z rozwazmy kopie figury wielokatowej Wy, ktore powstaja
przez kolejne skladanie przeksztalcen ¢;, oraz ¢;,. Otrzymujemy woéwczas kopie postaci:

Pjz © P (WO)v

gdzie ji,j2 € {i1,i2}. Dostajemy zatem lacznie 22 kopii zawierajacych punkt p, z ktoérych kazda
zajmuje pewien dodatni zakres katéw. Analogicznie zakresy te muszg by¢ rozlgczne wnetrzami, a
ich suma takze nie moze przekroczyé 360°.

W n-tej iteracji konstrukcji figury Z ponownie rozwazmy kopie figury Wy, ktore powstaja przez
dowolne kombinacje ztozen przeksztalcenr p;, oraz ¢;,. Sa one postaci:

Pin O © P (Wo),

gdzie ji,--+ ,jn € {i1,i2}. Otrzymujemy wtedy 2™ kopii Wy, z ktorych kazda zawiera punkt p.
Jestedmy w stanie zatem wyznaczy¢ warto$é n, dla ktérej zakres katéw przy punkcie p przekroczy
360°:

2" .o > 360°,
360°
2" > ,
«
360°

n > logy —.
e
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Minimalna liczba iteracji n, dla ktorej suma katéow przy punkcie p przekroczy 360°, wynosi wiec:
[ 360-‘
n = |log, — | .
@

Kazda iteracja o numerze wiekszym niz powyzszy bedzie powodowaé, ze powstanie taka liczba
kopii zawierajacych punkt p, ze beda one na siebie nachodzi¢ wnetrzami, co przeczy zalozeniu o
rozlacznosci wnetrz powstajacych kopii figury Wy (Wtasnosé 2.1.2). Otrzymujemy zatem, ze punkt
p nie moze by¢ wspélnym punktem statym przeksztalcen ¢;, oraz ¢;,, co implikuje z # y. Zatem
figura Z sklada sie z co najmniej dwoch roznych punktow. O

2.4 Nieprzeliczalno$é

Przechodzimy teraz do najmocniejszej wlasnosci dotyczacej licznosci punktoéw fraktala Z, miano-
wicie do ich nieprzeliczalnosci.

o0
Wtiasnosé 2.4.1. Figura Z = (| K, sktada sie z nieprzeliczalnie wielu punktow.
n=0

Dowdd. 7 dowodu Wtasnosci 2.3.1 wiemy, ze figura Z sktada sie z co najmniej dwoch réznych punk-
tow. Nazwijmy je 2,y € Z,x # y. Niech d(z,y) oznacza odleglos¢ miedzy punktami z i y. Wowczas
d(z,y) > 0.

Z dowodu Wtasnosci 2.2.1 wiemy, ze $rednica kazdego zbioru postaci (¢;, o ... o @;, )(Wy) jest
rowna

diam((p;, 0 ... 0 ;) (Wp)) = s"diam(Wy)

oraz ze

lim s"diam(Wy) = 0.

n—oo

Wtedy z definicji granicy mamy, ze dla kazdego € > 0 istnieje N takie, ze: sV diam(Wy) < e. Wezmy
€= %d(az,y). Poniewaz d(x,y) > 0, to € > 0, zatem otrzymujemy N takie, ze:

sV diam (W) < %d(m,y).

Rozwazmy teraz kopie Wy poziomu N, ktore zawieraja punkty x i y: A = (@i ©...0 ¢, )(Wo), B =
(pjn © ... 0 ;) (Wy). Pokazemy, ze A # B.

Zal6zmy nie wprost, ze A = B. Wtedy oba punkty naleza do zbioru A, wiec
d(z,y) < diam(A) = s diam(Wp) < %d(z,y),
co jest sprzecznoscia. Zatem A # B, czyli (i1, ...,in) 7 (41, s JN)-
Z Wtlasnosci 2.1.2 wiemy, ze dla ustalonej iteracji konstrukcji figury Z powstajace w niej kopie

figury wielokatowej Wy maja roztaczne wnetrza. Dla rozwazanych przed chwila zbioréow A i B za-
chodzi zatem int(A)Nint(B) = ). Pokazemy teraz, ze ze wczesniejszych rozwazan wynika ANB = (.
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Zalézmy nie wprost, ze AN B # (). Oznacza to, ze istnieje punkt a taki, ze a € AN B. Wtedy
1 1
d(z,y) < d(z,a) + d(a,y) < diam(A) + diam(B) < gd(z,y) + 5d(z,y) = d(z,y),
co jest sprzecznoscia, zatem AN B = (.

Mamy wiec ustalone dwie roztaczne kopie poziomu N. W celu wiekszej przejrzystosci dalszej czesci
dowodu wprowadZzmy nastepujace oznaczenia:

\IIOZSOiN O+ 05,
Wl :w‘]N O.v.o(pjl.
Kazda z funkcji Uy, ¥; mozna intuicyjnie rozumie¢ jako jeden duzy krok prowadzacy do N-tej ite-
racji powstawania figury Z. Wtedy A = Wo(Wy) oraz B = ¥4 (Wy).
Dla kazdego nieskonczonego ciagu a = (a1, g, as, ...), gdzie oy € {0,1}, k € Nt definiujemy:
Woz,n - (\Ilal 0:--0 \Ilan)(WO)'

Figura W, , powstaje zatem w wyniku n - N- krotnego zlozenia przeksztalceri podobieristwa nato-
zonego na figure poczatkows Wy. Zauwazmy, ze w ten sposob dla kazdego o mamy

Wa,n Cc K,n.
Przyjrzyjmy si¢ rowniez zbiorowi W, ,,41, ktory jest postaci:
Want1 = (‘l'oq o---0oW, o \IJOMH»l)(WO)'
Zachodzi wowczas zawieranie
Wa,n+1 C Wa,n,
co wynika z faktu, ze ¥, . (Wy) C Wy. Otrzymujemy zatem zstepujacy ciag zbiorow (We, ,).
Ponadto poniewaz ¥ oraz U, sa przeksztalceniami podobienstwa o skali sV, otrzymujemy:

diam(W,,,) = (s7)" diam (W),

co przy n dazacym do nieskoriczonosci zbiega do 0.

Wiemy, ze dla kazdych o, n zbior W, ,, jest zbiorem domknietym i ograniczonym. Dodatkowo zbiory

te tworza ciag zbioréw zstepujacych, ktorych srednice daza do 0, zatem na mocy twierdzenia Can-
o0

tora o zupetnosci, otrzymujemy, ze (| Wy, jest zbiorem niepustym. Oznaczmy punkt nalezacy do

n=1

powyzszego przekroju jako zq:

oo
Za € ﬂ Wean.

n=1
Zauwazmy, ze poniewaz kazdy zbior W, , zawiera sie w K, n, otrzymujemy, ze dla kazdego n
Za € K,n, co implikuje, ze

00
Za € ﬂ K, N.

n=1
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Pokazemy, ze wtedy z, € Z.

Wezmy dowolne m € N. Wowczas istnieje n € N takie, ze nN > m. Wtedy z udowodnionej wezesniej
obserwacji (Obserwacja 1.4.1) otrzymujemy, ze K,n C K,,, co oznacza, ze kazdy element zbioru
K, n nalezy rowniez do zbioru K,,, a to z kolei oznacza, ze z, € K,,, a z dowolnosci m otrzymujemy,

ze

oo
20 € () Km = 2.
m=1
Pokazemy teraz, ze takich punktow jak z, jest nieprzeliczalnie wiele.
Niech o = (o) oraz 8 = (8;) beda dwoma nieskoniczonymi ciagami o wyrazach ze zbioru {0,1}
takimi, ze o # . Wowcezas ciagi te roznia sie po raz pierwszy na jakiej$ pozycji ¢ > 1, tzn.
g # By, 0 = B; dla i < g. Rozwazmy zbiory:

Wa,g = (Wa, 00 W, ) (W),
Wa.g = (¥g, 00 W, )(Wo).
Poniewaz a; = 3; dla i < g, mamy:
Uy, 0000V,  =Vg 0---0Wp .
Przyjrzyjmy sie zbiorom W, 4 oraz W3 4. Z definicji mamy
Wag=Wa, 0 0V, 0V, J(Wo) = (Vo 0---0V,, )(¥q, (Wo)),

Wgg= Vg 0--0Wg oW )(Wy) = (Vg 00U ) (Vs (Wp)).

Bez straty ogolnosci zalozmy, ze ay = 0,8, = 1 oraz przypomnijmy, ze A = Uo(Wy), B = ¥ (Wy).
Wtedy
Wag=Vq, 00 \I’ag,l(A)7

W@g = \Pﬁl O"'O\Ijﬂg—l(B) = \Ijal © ...O\Ijag—l(B)'

Poniewaz wczesniej wykazalismy, ze AN B = () oraz wiemy, ze zlozenie podobienstw jest podobien-
twem, a wiec jest roznowartoSciowe, otrzymujemy

Wa,g " Wgg = 0.
Poniewaz z, € Wy, g4, 23 € Ws,4 to wynika stad, ze
Zo F 23.
Otrzymaliémy zatem, ze odwzorowanie {0,1}N — Z zadane przyporzadkowaniem o — Z, jest

réznowartosciowe. Poniewaz zbior {0, 1} jest nieprzeliczalny, wynika stad, ze Z jest nieprzeliczalny.
O

25



2.5 Brak punktéw izolowanych

Zanim przejdziemy do sformulowania wlasnosci zwiazanej z punktami izolowanymi, przypomnijmy,
czZym one sg.

Definicja 2.5.1. Punkt x € A nazywamy punktem izolowanym zbioru A, jesli Ir > 0: K(x,r)N
A = {z}, gdzie K(x,r) oznacza kule otwartq o Srodku x i promieniu r.

Punkt izolowany mozna intuicyjnie interpretowaé jako taki punkt, w ktérego otoczeniu nie ma in-
nych punktéw danego zbioru.

Samopodobieristwo fraktala Z powoduje, ze jest on zlozony w kazdej skali. W szczegolnosci nie
wystepuja w nim punkty izolowane - niezaleznie od tego, jak blisko przyjrzymy sie danemu punktowi,
zawsze znajdziemy w jego otoczeniu inne punkty fraktala.

Wtasnosé 2.5.1. W figurze Z nie ma punktow izolowanych.

Dowdd. Aby udowodnié, ze w figurze Z nie ma punktéw izolowanych pokazemy, ze dla kazdego
punktu x € Z oraz kazdego r > 0 istnieje punkt y € Z, y # x taki, ze y € K(z, ).

Wezmy dowolny punkt € Z oraz r > 0. Z dowodu Wtasnosci 2.2.1 wiemy, ze lim s"diam(Wp) = 0.
n—0o0
Poniewaz srednice powstajacych kopii figury Wy na kolejnych poziomach daza do 0, to istnieje k € N
takie, ze
skdiam(Wp) < 7.

7 faktu, ze * € Z = (| K, wynika, ze x € K}. Istnieje zatem figura wielokatowa postaci W*) =
n=0
Qi © - 0, (Wo) = ©(W)) taka, ze
HAS W(k) C K.

Funkcje ® = ¢;, o--- 0 p;, mozna intuicyjnie rozumieé jako krok prowadzacy od razu do k - tej
iteracji powstawania figury Z. Poniewaz diam (W(k)) = skdiamW, < r otrzymujemy, ze

w® < K(x,7r).

Pokazemy, ze figura Z N W) zawiera co najmniej dwa rézne punkty.
Z dowodu Wtlasnosci 2.4.1 wiemy, ze istnieja przeksztalcenia podobienstwa ¥, oraz U, takie, ze:

Uo(Wo) Ny (Wo) =0, To(Wo), ¥y (Wy) C Wo.
Rozwazmy 2 nieskonczone ciagi indekséw postaci:
a=(0,0,0,---), B=(,1,1,---)
oraz zdefiniujmy odpowiadajace im ciagi zbioréw
Wan = (P(\IIQ(WQ)), Wan = (I)(‘I/?(WO))-
Zauwazmy, ze zachodzi nastepujace zawieranie:

Wan = (I)(q}g_l(\DO(WO))) C ®(Wy) = W),

26



ktore wynika z faktu, ze Wo(Wy) C Wy. Przeprowadzajac analogicznie rozumowanie dla figury W ,,,
otrzymamy:

W, € WH,

Przyjrzyjmy si¢ teraz zbiorowi postaci:
Woni1 = (U5 (Wo)) = @(¥5(¥o(Wo))) C (¥ (Wo)) = Wan,

co rowniez wynika z faktu, ze Uo(Wy) C Wy. Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzié dla
figur Wg,, oraz Wpg 11, otrzymujac w ten sposoéb

Wﬁ’n+1 (- ng,n.
Otrzymujemy zatem 2 zstepujace ciagi zbiorow: (W, ) oraz (Wg ).

Przyjrzyjmy si¢ teraz Srednicy zbioru Wy ,. Z dowodu Wtlasnosci 2.4.1 wiemy, ze przeksztalce-
nia ¥, oraz ¥, sa podobieristwami o skali s”V. Natomiast przeksztalcenie ® jest podobienstwem o
skali s*. Dostajemy zatem:

diam(Wa’n) — Sk . SNTL — Sk+Nndiam(W0) n—oo 0

Analogiczne rozwazania mozna poczyni¢ dla Srednicy zbioru Wy .

Wiemy juz zatem, ze dla kazdych « i 8 zbiory W, ,, oraz Wg,, tworza ciagi zbioréw zstepujacych,
ktorych srednice daza do 0. Zbiory te sg réwniez - jako figury wielokatowe - domkniete i ograni-
oo (oo}
czone, zatem na mocy twierdzenia Cantora o zupelnosci, otrzymujemy, ze [ Wy, oraz (| Wa,,
n=1 n=1
sg zbiorami niepustymi. Oznaczmy punkty nalezace do powyzszych przekrojéw odpowiednio jako
Yo 1 y1:
(oo} oo
Yo € ﬂ Wa,na Y1 € m Wﬁ,n-
n=1 n=1
Zauwazmy, ze poniewaz kazdy zbior W, , zawiera si¢ w Ky, otrzymujemy, ze dla kazdego n
Yo € Knn+k, co implikuje, ze
o0
v € () Knntx-
n=1

Pokazemy, ze wtedy yo € Z.

WeZzmy dowolne m € N. Wéwcezas istnieje n € N takie, ze Nn + k > m. Wtedy z udowodnionej
wezesniej obserwacji (Obserwacja 1.4.1) otrzymujemy, ze Kynir C K, co oznacza, ze jesli yg €
Knntk, to rowniez yg € K,,, a z dowolnosci m mamy, ze

o0
we () En=2
m=1

Analogicznie dla punktu g;. Dostajemy zatem:

Yo € Won CWH gy e Wg,, c WH),
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co prowadzi do tego, ze
yo,y1 € W oraz yo,y1 € Z.

Ponadto mamy
Yo € Wan C 2(¥o(Wo)), y1 € Wan C 2(W1(Wh)),

a poniewaz

o (Wo) N0y (W) =0 = &(Vo(Wp)) NO(F1(Wy)) = 0,

to
Yo # Y1-

Wiemy wiec, ze © € W) oraz yo,y1 € W) takie, ze yo # 41, co oznacza, ze co najmniej jeden z
punktow yo, y1 jest rozny od x. Oznaczmy ten punkt przez y. Wtedy

ye Znw C K(z,7),y # «.

Otrzymujemy ostatecznie, ze
K(z,r) N2 # {a},

co oznacza, ze T nie jest punktem izolowanym figury Z. A poniewaz x byl dowolny, figura Z nie ma
punktéw izolowanych. O

3  Wymiar fraktalny

W klasycznej geometrii pojecie wymiaru jest powszechnie uzywane i znane. Mozna go utozsamié
z minimalna liczba wspoélrzednych potrzebna do jednoznacznego opisu polozenia punktu w da-
nej przestrzeni. Przyjrzyjmy sie zatem obiektom reprezentujacym najbardziej znane wymiary oraz
zmianom ich miary zwiazang z przeskalowaniem tych obiektow:

e dim=1
Odcinek zmniejszony w skali s ma dlugo$é mniejsza w stosunku s',

e dim =2
Kwadrat zmniejszony w skali s ma pole mniejsze w stosunku s2,

e dim =3
Szeécian zmniejszony w skali s ma objeto$é mniejsza w stosunku s3.

Wymiar mozna wiec réwniez rozumieé¢ jako wykladnik potegi opisujacy, jak dana miara geome-
tryczna zmienia si¢ przy skalowaniu dlugosci. Niezaleznie od rodzaju interpretacji naturalne jest
przyjecie, ze wymiar jest liczba calkowita. Istnieja jednak obiekty, ktére niekoniecznie posiadaja
calkowity wymiar, co jest zwiazane z ich ztozona struktura. Przykladami takich obiektéw sa wia-
$nie fraktale. W odniesieniu do nich wprowadza sie pojecie wymiaru fraktalnego, ktory opisuje, w
jakim stopniu dany fraktal wypelnia przestrzen.

28



3.1 Pojecie wymiaru fraktalnego

W ksiazce Fractals Everywhere autorsta Michaela Barnsley’a [3] mozemy znalezé nastepujaca defi-
nicje wymiaru fraktalnego.

Definicja 3.1.1. Niech F' bedzie niepustym zwartym podzbiorem zupelnej przestrzeni metrycznej.
Dla kazdego € > 0 niech N(F,€) oznacza najmniejszq liczbe catkowitq domknietych kul o promieniu
€ potrzebng do pokrycia zbioru F. Jesli istnieje liczba D postaci

. In(N(F,e)
D= lim In(1/e)

to wtedy liczba D jest nazywana wymiarem fraktalnym.
Jednym z najczesciej uzywanych przyktadow wymiaru fraktalnego jest wymiar pudetkowy (ang. box-

counting dimension). Jego definicje mozemy znalezé w drugim wydaniu ksiazki Fractal Geometry
autorstwa Kennetha Falconera [4].

Definicja 3.1.2. Niech F bedzie niepustym i ograniczonym zbiorem przestrzeni R™ oraz niech
Ns(F) bedzie nagmniejszq liczbg zbioréw o $rednicy réwnej co najwyzej 8, ktore mogq pokryé F.
Dolny 1 gorny wymiar pudetkowy zbioru F jest zdefiniowany odpowiednio jako:

. . log(N5(F))
Tm(F) = T 28WVa(F))

5—0 log(1/0)
Jesli powyzsze wyrazenia sq sobie rowne, to wowczas wymiarem pudetkowym zbioru F nazywamy
liczbe:

log(Ns(F
dim(F) — lim “080V5(5)

5—0 log(1/0)
Falconer w swojej ksiazce zaznacza jednak, ze ostatnia granica z zaprezentowanej definicji nie musi
istnie¢. Jednoczesnie podaje warunki na to, jakie inne wielkosci Ns(F') prowadza do réwnowaznych
definicji, np. najmniejsza liczba domknietych kul o promieniu § > 0 pokrywajacych F, czy tez
najmniejsza liczba n - wymiarowych kostek o krawedzi dtugosci  pokrywajacych F.

Widzimy zatem, ze wymiar fraktalny w sensie Barnsley’a jest rownowazny wymiarowi pudetkowemu
Falconera, o ile granica wystepujaca w definicji istnieje. Poniewaz definicja Falconera jest niezalezna
od wyboru konkretnego typu pokrycia (kulami, kostkami lub zbiorami o $rednicy nie wiekszej niz
0), w dalszej czesci pracy przyjmujemy jego ujecie wymiaru pudetkowego.

Dla figur scisle samopodobnych wymiar pudetkowy jest tym samym co wymiar samopodobieristwa,
czego dowod mozemy znalezé w drugiej edycji ksiazki Fractal Geometry (|4|, Twierdzenie 9.3 z
rozdzialu 9). Na podstawie powyzszej literatury wprowadzamy ponizsza definicje dostosowana do
wprowadzonych w niniejszej pracy oznaczen.

Definicja 3.1.3. Wymaiarem fraktalnym wielokgtowego fraktala $cisle samopodobnego
Z =71U---UZyN nazwiemy liczbe d takq, ze



gdzie zgodnie z Definicjg 1.0.1: N oznacza liczbe kopii Z;, a s jest skalg podobieristwa pojedynczego
Z; do catego fraktala Z. Wymiar fraktalny figury Z bedziemy réwniez oznaczaé symbolem dimp(Z).

Uwaga 3.1.1. Po wyznaczeniu liczby d z powyzszej réwnosci otrzymamy
_ log(N)

T log (1)

gdzie log oznacza logarytm naturalny.

Wr6émy do przyktadéw z poczatku tego rozdziatu i zastosujmy do nich wprowadzony wzér na
wymiar fraktalny zgodnie z uwaga do Definicji 3.1.3:

e Odcinek
Wezmy odcinek o dowolnej dtugosci i podzielmy go na 2 przystajace czesci. Odcinek jest figura
Scisle samopodobna, poniewaz wyj$ciowy odcinek X mozna zapisa¢ jako sume odcinkéw X;
oraz X, taka, ze kazdy z X; jest podobny do wyjsciowego X w skali s = 1 oraz X; maja

2
roztaczne wnetrza, zatem wymiar fraktalny jest rowny:

_ log2) _log(2) _
log(1/0.5)  log(2)

o Kwadrat
Podzielmy jednostkowy kwadrat na 4 mniejsze przystajace kwadraty w taki sposob, aby wyj-
Sciowy kwadrat mozna byto zapisaé¢ jako nastepujaca sume X = X; U Xo U X3U X,. Powstale
w ten sposob kwadraty maja bok dtugosci %, a wiec sg podobne do wyjsciowego kwadratu w
skali s = % Kwadraty X; majg rowniez parami rozlaczne wnetrza, zatem otrzymujemy, ze
wyjsciowy kwadrat X jest figura Scisle samopodobna. Wymiar fraktalny kwadratu jest rowny:

_ _log(4) _ log(4)
log(1/0.5)  log(2)

e Szescian
Podzielmy sze$cian o krawedzi dlugosci 1 na 8 mniejszych szescianéw w taki sposéb, aby
wyjsciowy sze$cian X mozna bylo przedstawié¢ jako nastepujaca sume X = X; U--- U Xg.
Powstata figura jest $cisle samopodobna, poniewaz kazdy z szesciandéw X; jest podobny do
wyjsciowego szescianu w skali s = % oraz powstale szeSciany X,; maja parami rozlaczne

wnetrza. Zatem wymiar fraktalny szeScianu wynosi:

__log(8)  log(8)
log(1/0.5)  log(2)

W kazdym z rozwazanych przyktadéw otrzymujemy odpowiednio liczby 1, 2 oraz 3, co odpowiada
wymiarowi odcinka, kwadratu i szeScianu. Mozemy zatem postawi¢ wniosek méwiacy o tym, ze w
przypadku klasycznych obiektow geometrycznych przedstawiony wzér na wymiar fraktalny prowa-
dzi do wartosci zgodnych z powszechnie znanym wymiarem, co potwierdza zgodno$é wprowadzonej
definicji z klasycznym pojeciem wymiaru.

Jak wspomnieliSmy na poczatku tego rodziatu - istniejg jednak obiekty, ktore niekoniecznie maja
wymiar fraktalny reprezentowany poprzez liczbe calkowita, co mozemy zobaczy¢ na ponizszych
przyktadach:
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e Krzywa Kocha
Wr6émy do Przyktadu 1.2.1 z Rozdziatu 1. Konstrukcja krzywej Kocha, ktora sie w nim
pojawita, zostala przeprowadzona w taki sposob, ze koncowa krzywa Kocha zapisaliSmy w
postaci sumy 4 skladnikéw, gdzie kazde 2 parami rézne sktadniki wspomnianej sumy miaty
roztaczne wnetrza, a kazdy z nich byt podobny do konicowej krzywej w skali rownej % Mamy
zatem N =4 oraz s = %, wobec czego wymiar fraktalny krzywej Kocha wynosi:

~—

de log(4

= ~ 1.26.
log(3

~—

e Zbiér Cantora
W Przyktadzie 1.3.1 z Rozdzialu 1 opisaliémy konstrukcje zbioru Cantora, ktéry pézniej zostal
przez nas zapisany w postaci sumy 2 sktadnikéw o roztacznych wnetrzach. Kazdy z tych dwéch
sktadnikéw byl podobny do koncowego zbioru Cantora w skali % Mamy wiec N = 2 oraz
5= %, zatem wymiar fraktalny zbioru Cantora jest réwny:

_ log(2)

d=
log(3

~ 0.63.

~—

3.2 Wymiar fraktalny a sp6jnosé

Wré6émy teraz z powrotem do wielokatowych fraktali cisle samopodobnych. Ponizej przedstawiamy
pewng wlasno$é¢ zwiazana z wymiarem fraktalnym.

Wtasnosé 3.2.1. Jesli dimp(Z) < 1, to Z nie jest spdjny.
Zanim przejdziemy do dowodzenia powyzszej wlasnosci, sformutujemy i udowodnimy pewien lemat.

Lemat 3.2.1. Jesli Z jest spdjny, to dla dowolnych punktow a,b € Z oraz dla kazdego n > 1
istnieje cigg kopit poziomu n:
WO’17W0'27 T WO'm

taki, ze:
cacWy,,beW, ,
o Wo, "NW5, ., #0 dlak=1,--- ,m—1,
e m < N”.
Dowdd. Zatézmy nie wprost, ze dla pewnych a,b € Z i pewnego n > 1 taki ciag kopii nie istnieje.
Wybierzmy kopie W,, zawierajaca a.
Wowczas powiemy, ze W, jest polaczone z W, , jesli istnieje skoiiczony ciag kopii poziomu n postaci:
Wala ) WT7

w ktérym kazde dwie kolejne kopie maja niepusty przekrédj. Niech

A= U{WT : W, jest polaczona},

B = U{WT : W, nie jest polaczona}.
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Wtedy K, = AU B oraz AN B = {.
Poniewaz kopie W, sa domkniete oraz jest ich skoiiczona ilo§é¢, to rowniez zbiory A i B sa domkniete.
Stad

ZNA, ZNB

sa domkniete. Mamy réwniez, ze Z C K,, = AU B, wiec
Z=(ZNnA)U(ZnNB).

Z punktu a € W,, C A mamy, ze
a€ ZNA.

Poniewaz z zatozenia nie wprost kopia zawierajaca b nie jest polaczona z W, , zatem zachodzi
be ZNB.

Otrzymujemy wowczas rozklad Z na 2 niepuste domkniete podzbiory, co przeczy jego spojnosci.
Zatem kopia zawierajaca b musi by¢ potaczona z W, .
Z definicji potaczenia wynika, ze istnieje ciag kopii

Woiyer s We,,

taki, ze a € W,,,b € W, oraz kazde dwie kolejne kopie sie¢ przecinaja. A poniewaz kazdy krok
przejScia w ciagu oznacza przejscie do innej kopii poziomu n, ktérych maksymalnie jest N”, to
dostajemy, ze m < N”. O

Majac udowodniony powyzszy lemat, mozemy przej$s¢ do dowodzenia Wtasnosci 3.2.1.
Dowdéd Wtasnosci 3.2.1. 7 definicji wymiaru fraktalnego otrzymujemy, ze

log(IN)
log(1/s)

Poniewaz dla s € (0,1) wyrazenie log(1/s) jest dodatnie, nieréwnosé¢ zachowuje znak po obustron-
nym przemnozeniu przez liczbe log(1/s):

log(N) < log(1/s).

Naktadajac obustronnie funkcje wykladnicza o podstawie e uzyskujemy:
1

N < -

S

i w konsekwencji
Ns < 1.

Zalozmy nie wprost, ze Z jest zbiorem spdjnym.
Zdefiniujmy kopie Wy na poziomie n - tym:

WO’ = @U(WO)v
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gdzie ¢, jest zlozeniem n przeksztalcen podobienistwa sposréd przeksztatcen ¢, - - -, pn. Wowcezas
figura K, sktada sie z N" takich kopii oraz

diam(W,) = s"diam(Wy).
W dalszej czesci dowodu skorzystamy z udowodnionego wczeéniej lematu.

Wezmy a,b € Z takie, ze a # b. Wowczas d(a,b) > 0. Z Lematu 3.2.1 wiemy, zZe istnieje ciag kopii
poziomu n postaci: Wy, ,We,, -+, Wy, taki, ze a € W,,,b € W, oraz W, N W, # (. Dla
kazdego takiego przekroju wezmy nalezacy do niego punkt:

Pr € Wak mWa

k41"

Wowcezas z nieréwnosci trojkata otrzymujemy
d(a,b) =[(a—p1) + (pr = p2) + -+ (Pm—2 = Pm—-1) + (Pm-1 = b)| <

<la—pi|+p1 —p2|+ -+ [Pm—2 — Pm—1]| + |[Pm-1— 0] =
m—2
=la—pi|+ > Ipk = pes1| + [pm-1 — D].
k=1

Kazdy sktadnik powyzszej sumy jest niewiekszy niz srednica odpowiedniego zbioru, zatem

d(a,b) <Y diam(W,, ) = ms"diam(Wy).
k=1

Wiemy jednak, ze m < N™, wobec czego uzyskujemy

d(a,b) < N"s"diam(Wy) = (Ns)"diam(W,) = 0.
Ostatnie przejécie wynika z poczynionych na poczatku dowodu rozwazan dotyczacych wymiaru
fraktalnego mniejszego od 1. Mamy zatem d(a,b) < 0 oraz d(a, b) > 0. Uzyskujemy wiec sprzecznosc,
co §wiadczy o tym, ze jesli dimp(Z) < 1, to Z jest figura niespojna. O

Pokazemy teraz, ze z powyzszej wlasnosci wynika co$ silniejszego - fraktal Z jest catkowicie nie-
spojny, co oznacza, ze zadne 2 rézne punkty nie naleza do tej samej komponenty jego spdjnosci.

Wtiasnosé 3.2.2. Jesli dimp(Z) < 1, to Z jest catkowicie niespdjny.

Dowdd. Niech C bedzie komponenta fraktala Z. Zaldézmy nie wprost, ze istnieja punkty a,b € C
takie, ze a # b. Poniewaz C jest komponentg zbioru zwartego, to jest rowniez zbiorem domknietym
i spojnym. Mozemy zatem przeprowadzi¢ bardzo podobny argument, jak przed chwilg dla fraktala
Z.

Rozwazmy kawalki poziomu n postaci W, = ¢, (Wy). Zdefiniujmy nastepujacy zbior C, = CNW,,.
Wtedy zbiory C, sa domkniete i sumuja sie do zbioru C. Korzystajac z argumentéw z dowodu
Lematu 3.2.1 wiemy, ze istnieje ciag zbioréw poziomu n postaci Cy,,Co,, - - ,Cy, taki, ze a €
Coy b€ Cy,, oraz Cyy NCy, ., # 0. Przeprowadzajac w dalszej czesci analogiczne rozumowanie, jak
dla fraktala Z, otrzymujemy ponownie, ze d(a,b) < 0 oraz d(a,b) > 0, co jest sprzecznoscia. Zatem
zalozenie a,b € C dla a # b okazuje sie by¢ falszywe. O
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Wtasnosé 3.2.3. Jesli dimp(Z) < 1, to Z jest homeomorficzny ze zbiorem Cantora.

Dowdd. W ramach dowodu przytoczymy pewne twierdzenie znajdujace sie w ksiazce General To-
pology autorstwa Stephena Willarda ([1], twierdzenie 3.30):

Twierdzenie 3.2.1. Kazde dwie catkowicie niespdjne, doskonale oraz zwarte przestrzemie me-
tryczne sq¢ homeomorficzne.

W tej samej ksiazce pod dowodem powyzszego twierdzenia mozemy znalezé wniosek moéwiacy o
tym, ze zbior Cantora jest przestrzenig metryczng spelniajacg warunki twierdzenia. Pokazemy, ze
fraktal Z o wymiarze fraktalnym mniejszym od 1 réwniez je spetnia.

e Calkowita niespojnosé¢ zbioru Z w sytuacji, gdy dimp(Z) < 1, pokazalismy we Wtasnosci
3.2.2.

e Doskonatosé¢ zbioru Willard w swojej ksigzce definiuje jako jego domknietosé i brak punktow
izolowanych. Fraktal Z jest figura domknieta jako przekréj domknietych figur wielokatowych
K,,. Natomiast to, ze fraktal Z nie posiada punktéw izolowanych wynika z udowodnione;j
Wtasnosci 2.5.1.

o Fraktal Z jest przekrojem zbioréw zwartych, wiec réwniez jest zwarty.

Na mocy przytoczonego twierdzenia jesli dimp(Z) < 1, to fraktal Z jest homeomorficzny ze zbiorem
Cantora. 0

Uwaga 3.2.1. Fraktale homeomorficzne ze zbiorem Cantora mogq mieé¢ rozmaite ksztatty geome-
tryczne, a takze rozmaite wymiary fraktalne.

Uwaga 3.2.2. Na plaszczyinie réwniez istniejq fraktale homeomorficzne ze zbiorem Cantora o
wymiarach fraktalnych wiekszych niz 1. Ich przyktadem sq miedzy innymi produkty kartezjariskie
zbioréw Cantora opisanych w Przyktadzie 1.3.1.

4 Rézne rodziny przykltadow

W niniejszym rozdziale poczatkowo wrocimy raz jeszcze do fraktali opisanych w Rozdziale 1, jednak
tym razem pokazemy, ze sa one réwniez wielokatowymi fraktalami §cisle samopodobnymi. W drugiej
czesci tego rozdziatu znajduja sie przyktady rodzin fraktali, ktérych wymiar fraktalny jest dowolnie
bliski 1.

4.1 Krzywa Kocha i zbiér Cantora jako wielokatowe fraktale

Przyjrzyjmy si¢ raz jeszcze krzywej Kocha, jednak tym razem przedstawimy alternatywny sposéb
jej konstruke;ji.

Niech Wy bedzie trojkatem réwnoramiennym o kacie miedzy ramionami rownym 120° (patrz Ry-
sunek 1).
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Rysunek 1: Poczatkowa figura Wy

Na boku AB wspomnianego trojkata obierzmy punkty D oraz E w taki sposob, aby |AD| = |DE| =
|EB| = §|AB| (patrz Rysunek 2). Niech ¢ bedzie zlozeniem jednokladnosci o srodku w punkcie

A iskali s = ? z odbiciem wzgledem dwusiecznej kata C'AB oraz niech @y bedzie zlozeniem

jednokladnosci o §rodku w punkcie B i skali s = M3 4 odbiciem wzgledem dwusiecznej kata ABC.
Wowezas o1 (Wy) = AADC, oo(Wy) = ABEC. Figura K; to zatem suma trojkatow ADC (W)
oraz BEC (W3).

C

A D E B
Rysunek 2: Pierwsza iteracja konstrukcji

Powyzsza procedure powtarzamy dla kazdego nowo powstalego trojkata réwnoramiennego o katach

120°—30°—30°. Figura Z = [ K, to krzywa Kocha opisana w Przyktadzie 1.2.1. Nie uzasadniamy
n=0
tego formalnie, poniewaz nasz opis krzywej Kocha w Przyktadzie 1.2.1 miat nieco nieformalny cha-

rakter. Dopiero ten opis jest formalnym sposobem opisania krzywej Kocha.

Powstala w ten sposéb krzywa Kocha mozemy zapisaé¢ jako sume dwoch sktadnikow: 73 = Wy N Z
oraz Zs = Wo N Z, czyli
7 =71UZs.

Kazdy Z; jest podobny do koricowego fraktala Z w skali s = §7 co wynika z tego, ze Z; jest

czescia fraktala Z powstajaca wewnatrz W, a W; jest podobne do wyjsciowego Wy wlasnie w skali
s = @ € (0,1). Ponadto
intz(Zl) N intz(ZQ) = 0.

Spelnione sa zatem wlasnosci mowiace o tym, ze wielokatowy fraktal $cisle samopodobny jest figura,
dajaca sie zapisa¢ w postaci skonczonej sumy, ktorej kazdy sktadnik jest podobny do konicowego
fraktala w tej samej skali s € (0,1) oraz ze kazde 2 sktadniki wspomnianej sumy maja roztaczne
wnetrza. Pozostaje zatem sprawdzi¢ warunek moéwiacy o istnieniu skoriczonego ciggu przeksztal-
cenn takiego, ze zlozenie przeksztalcen w nim wystepujacych natozone na figure Wy zawiera sie
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we wnetrzu Wy. Ten warunek réwniez jest spelniony dla przedstawionego powyzej opisu powsta-
wania krzywej Kocha, jednak jest on spelniony dopiero w 5-tej iteracji powstawania krzywej, co
przedstawia Rysunek 3:

P A NPVA N

Ky K K
K

I\'.l

Rysunek 3: Pierwsze 5 iteracji konstrukcji

Kolorem czarnym na powyzszym rysunku zostala oznaczona figura odpowiadajaca podpisowi znaj-
dujacemu sie pod niag. Kolorem szarym natomiast oznaczone sa odcinki "znikajace"podczas powsta-
wania krzywej Kocha. Kolorem czerwonym na ostatnim rysunku sa zaznaczone kopie, ktore po raz
pierwszy w 5-tej iteracji w catosci zawieraja sie we wnetrzu wyjsciowego trojkata réwnoramiennego.

W powyzszym przykladzie pokazalismy, jak krzywa Kocha moze powstaé¢ z figury wielokatowej i
w efekcie by¢ interpretowana jako wielokatowy fraktal Scisle samopodobny. Przeprowadzimy teraz
podobne rozumowanie dla zbioru Cantora.

Rozwazmy jednostkowy kwadrat ABCD. Niech punkt E bedzie $rodkiem boku AD, a punkt F'
bedzie srodkiem boku BC. Zdefiniujmy przeksztalcenia podobienistwa - niech ¢; bedzie jednoktad-
noscig o érodku w punkcie E oraz skali s = 1;" € (0,1), a ¢y bedzie jednoktadnoscia o srodku
w punkcie F' i tej samej skali s, gdzie r oznacza dtugosé usuwanego pasa pomiedzy dwoma nowo

powstalymi kwadratami (patrz Rysunek 4).

D C
N M s
E F
K L Q P
r
A B

Rysunek 4: Kwadrat Wy wraz z pierwsza iteracja
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Wowczas o1 (Wy) = OKLMN = W oraz pa(Wy) = OPQRS = W,. Figura K; to zatem suma
dwoch wspomnianych powyzej kwadratéw. Powyzsza procedure powtarzamy dla kazdego nowo po-

(oo}
wstalego kwadratu. Figura Z = [ K, tworzy zbior Cantora, ktory zostal juz wezesniej opisany w

n=0
Przyktadzie 1.3.1.

Aby pokazaé, ze powstaly w ten sposob fraktal jest wielokatowym fraktalem $cisle samopodobnym,
mozemy postepowaé podobnie jak w przypadku Przykladu 1.3.1. Utworzony tutaj zbiér Cantora
mozemy zapisaé¢ jako sume dwoch sktadnikow: Zy = Wi N Z oraz Z; = Wy N Z, co daje

Z =7Z1U Zs.

Kazdy Z; jest podobny do calego fraktala Z w skali s = 1; € (0,1) - mozemy tutaj zastosowac

podobny argument jak w przypadku krzywej Kocha. Ponadto

intz(Zl) N intz(ZQ) = (.

Pozostaje zatem pokazaé, ze dla tak skonstruowanego zbioru Cantora istnieje ciag przeksztalcen
podobienistwa taki, ze ztozenie przeksztalceri w nim wystepujacych natozone na poczatkowy kwadrat

Wy bedzie sie zawieraé¢ we wnetrzu Wy. Ten warunek réwniez jest spelniony, co przedstawia Rysunek
5.

EL I =

Rysunek 5: Druga iteracja konstrukcji

Zastanoéwmy sie teraz, jak nalezaloby zmodyfikowaé zbiér Cantora, aby jego wymiar fraktalny byt
dowolnie bliski 1. Z definicji wymiaru fraktalnego mamy:

In(2 1
d:L—)l, 7"6(072)

Wowezas dla r — 07 mamy
lim d=1.

r—0t

Zatem im krotszy jest pas usuwany podczas konstrukeji zbioru Cantora, tym wymiar fraktalny jest
blizszy 1, osiagajac wartosci dowolnie bliskie 1.
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4.2 Fraktale o wymiarze fraktalnym dowolnie bliskim 1

Znanym powszechnie fraktalem jest dywan Sierpinskiego. Powstaje on z kwadratu, ktory jest nastep-
nie dzielony na 9 mniejszych przystajacych kwadratow w taki sposéb, aby zapekily one catkowicie
wnetrze poczatkowego kwadratu. Nastepnie usuwany jest pomniejszony kwadrat znajdujacy sie na
srodku, a procedura iteracyjna jest przeprowadzana dla kazdego nowo powstalego i nieusunietego
kwadratu. Ponizej przedstawiamy fraktal, o ktérym mozna powiedzieé, ze jest uogdlnieniem dywanu
Sierpinskiego.

Niech Wy bedzie prostokatem o wymiarach n oraz 2z + 1, gdzie n € N, przy czym n oznacza dlugosé
dtuzszego boku tego prostokata. W jego wnetrzu umieszczamy 2n+ 2 pomniejszonych przystajacych
prostokatow w sposob przedstawiony na Rysunku 6, a pozostala cze$é wyjsciowego prostokata
usuwamy. Nieusuniete pomniejszone prostokaty to kopie pierwszej iteracji konstrukcji, czyli figury

Wi, -+, Wapnta. Proces ten powtarzamy dla kazdego nowo powstalego i nieusunietego prostokata.
Aby mowié¢ o wielokatowym fraktalu $cisle samopodobnym kazdy z pomniejszonych prostokatow
Wi, .-+, Wap49 musi byé podobny do wyjsciowego prostokata Wy w tej samej skali s. Przyjmijmy,

ze dtugosé dtuzszego boku pomniejszonego prostokata jest réwna 1, a dlugo$é krétszego boku tego
prostokata wynosi . Wowczas z podobienistwa prostokatow wynika, nastepujaca zalezno$é:

co po przeksztalceniach daje:
2x + 1 = nx,
x(n—2)=1,
1
n—2
Skala podobieristwa s pojedynczego pomniejszonego prostokata do wyjsciowego prostokata Wy jest

réwna 1.
n

Tr =

n prostokatow

Rysunek 6: Prostokat Wy wraz z pierwszg iteracja
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Sprawdzenie, ze powstala w ten sposoéb figura jest istotnie wielokatowym fraktalem $cisle samopo-
dobnym w my$l Definicji 1.4.2 pozostawiamy czytelnikowi.

Sprawdzmy, jak zmienia sie wymiar fraktalny powstatego dywanu wraz ze wzrostem n. Mamy 2n-+2
czesel fraktala (zatem N = 2n + 2), z ktorych kazda jest podobna do koricowego fraktala w skali

s = L wobec czego wymiar fraktalny jest rowny:

n’

In(2n + 2)
d= ———=
In(n)

Przechodzac z n do nieskoiiczonosci otrzymujemy:

In(2) +In(n+1) lim
nseo  In(n) oo In(n) oo

<ln(2) N In(n+1)

In(n) In(n) > =0F1=1

Otrzymujemy zatem rodzine wielokatowych fraktali Scisle samopodobnych, ktorych wymiar frak-
talny dazy do 1 wraz ze wzrostem n, zas kazdy z tych fraktali przypomina w pewien sposob dywan
Sierpiniskiego, co przedstawia ponizszy rysunek.

Rysunek 7: Druga iteracja konstrukeji

Kolejnym przyktadem fraktala, jaki chcemy omoéwié, jest fraktal utworzony z rombéw niebedacych
kwadratami. Niech Wy bedzie rombem, ktory nie jest kwadratem. Wzdtuz jego dtuzszej przekatnej
umieszczamy 2n+1,n € N pomniejszonych romboéw w taki sposob, ze stykaja sie one wierzchotkami.
Kazdy z nich jest podobny do duzego rombu w skali s = 2n1+1. Na $rodkowym z 2n + 1 rombéw
tworzymy ich cykl w taki sposob, ze ich dluzsze przekatne tworzg kwadrat. Opisang konstrukcje

przedstawia Rysunek 8.
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nrombow

Rysunek 8: Romb Wy wraz z pierwszg, iteracja

Kazdy pomniejszony romb z powyzszego rysunku znajdujacy sie wewnatrz Wy jest kopia pierwszej
iteracji konstrukcji. Oznaczmy je zatem Wy, .-+, Wo, 4. Powyzsza procedure tworzenia fraktala
powtarzamy wewnatrz kazdego W, oraz - w dalszych krokach konstrukcji - wewnatrz kazdego nowo
powstalego rombu.

Latwo sprawdzi¢, ze utworzony w ten sposob fraktal jest wielokatowym fraktalem $cisle samopo-
dobnym w mysl Definicji 1.4.2.

Sprawdzmy, jak zmienia sie wymiar fraktalny powyzszej figury wraz ze wzrostem liczby rombéw
umieszczonych wzdtuz dluzszej przekatnej wyjsciowego rombu Wy. Mamy 2n + 4 czeci fraktala

(zatem N = 2n + 4), z ktorych kazda jest podobna do koricowej figury w skali s = ﬁ, wobec
czego wymiar fraktalny wynosi

_ In(2n +4)

 In(2n+1)°

Przejdzmy do granicy. Otrzymujemy wowczas:

In(2n + 4 2 om +1
i RGP w2l

n—o0 111(2’(1 + 1) n—oo —2 _ ngr;o 2n+4 B

Dostajemy zatem rodzine wielokatowych fraktali $cisle samopodobnych, ktérych wymiar fraktalny
dazy do 1. Rodzina ta jest o tyle interesujaca, ze zawiera cykl w postaci kwadratowej lamanej
zamknietej jak na Rysunku 9 (jest on zaznaczony czerwonym kolorem). Tworza go dtuzsze przekatne
rombow z cyklu opisanego juz w pierwszej iteracji konstrukcji fraktala. W kazdej dalszej iteracji
cykl ten jest zachowany, a wiec jest zawarty w tym fraktalu.
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Rysunek 9: Cykl znajdujacy sie we fraktalu

Podsumowanie:

Wielokatowe fraktale $cisle samopodobne sg interesujaca, grupg obiektow geometrycznych nie tylko
ze wzgledu na swoja zlozona strukture, ale takze ze wzledu na mnogoéé wltasnosci wynikajacych
z ich iteracyjnej konstrukcji. Zwiazany z nimi wymiar fraktalny niekoniecznie zawsze przyjmuje
catkowite wartosci, a jego analiza pomaga w odzwierciedleniu stopnia, w jakim dany fraktal zajmuje
przestrzen. Mamy nadzieje, ze przedstawione w tej pracy zagadnienia przyczynia sie do jeszcze
dogtebniejszego zbadania tematyki wielokatowych fraktali $cisle samopodobnych w przysztosci.
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