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Rozdzial 1

Wstep

W niniejszej pracy opisane zostaly definicje funkcji trygonometrycznych na zbio-
rze liczb rzeczywistych poprzez trzy rézne podejscia matematyczne, a nastep-
nie przedstawiona zostata réwnowaznos$é¢ powyzszych definicji. Poznane w szkole
§redniej funkcje sin(x) i cos(x) intuicyjnie kojarzone sa z katami w trojkacie pro-
stokatnym, natomiast moga one réwniez by¢ definiowane geometrycznie (patrz
Rozdzial 2), poprzez szeregi potegowe oraz przy pomocy réwnan rézniczkowych.
Funkcje trygonometryczne w starozytnosci uzywane byly jako proste narzedzia
geometryczne, natomiast obecnie maja roéwniez zastosowanie we wspodlczesnej
analizie, co umozliwilo stosowanie trygonometrii w teorii liczb rzeczywistych
oraz zespolonych. Warto rowniez zaznaczy¢, ze funkcje te maja kluczowe zna-
czenie nie tylko w matematyce, ale rowniez w pewnych dziedzinach fizyki, czy
inzynierii. Gléwnym celem ponizszej pracy jest wykazanie pelnej rownowazno-
§ci trzech klasycznych definicji funkeji sin(x) i cos(x) na zbiorze R oraz analiza
konsekwencji tego faktu. Praca zawiera trzy zasadnicze aspekty: po pierwsze
dokonana zostala precyzyjna konstrukcja funkcji trygonometrycznych poprzez
przedstawienie trzech niezaleznych definicji, po drugie, przeprowadzony zostal
dowdd ich réwnowaznosci, po trzecie zostala przeprowadzona analiza pragma-
tycznego znaczenia wielosci definicji.



Rozdzial 2

Definicja geometryczna
funkcji trygonometrycznych —
od intuicji do okregu
jednostkowego

2.1 Podejscie elementarne (trojkat prostokatny)

Pierwsza w historii definicja funkcji trygonometrycznych bylo ujecie oparte na
stosunkach bokéw trojkata prostokatnego.

™

b
Rysunek 1.

Dla kata « definiuje sie:
b

) a

sin(a) = > cos(ar) = "

gdzie a to przyprostokatna naprzeciwko kata «a, b to przyprostokatna przy kacie
a, a ¢ to przeciwprostokatna (patrz Rysunek 1).

Powyzsza definicja byla uzyteczna w geodezji, czy architekturze, natomiast

z punktu widzenia analizy matematycznej jest ona niewystarczajaca. Definicja

ta ogranicza dziedzing do katow nalezacych do przedziatu (0, 5) i nie pozwala

traktowaé¢ argumentu jako dowolnej liczby rzeczywistej.



2.2 Rozszerzenie na okrag jednostkowy

W celu rozszerzenia definicji funkcji trygonometrycznych poza kontekst trojkata
prostokatnego, rozwaza sie okrag jednostkowy w R? o réwnaniu:

224yt =1

Dla punktu P(z,y) na okregu i argumentu ¢ mierzonego jako dtugosé tuku od
punktu (1,0) do punktu P w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara
(patrz Rysunek 2), okresla sie wartos¢ funkeji trygonometrycznych jako:

cos(t) =z, sin(t) =y

Dzieki tak zdefiniowanemu parametrowi ¢, interpretowanemu jako dtugosé skie-
rowanego tuku na okregu jednostkowym (gdzie t = 0 odpowiada punktowi
(1,0)), funkcje sinus i cosinus mozna okregli¢ dla kazdej liczby rzeczywistej. Dla
t > 2m punkt wykonuje kolejne obroty po okregu i funkcje przyjmuja te same
wartosci rowne poszczegdlnym wspodlrzednym, natomiast dla ¢ < 0 porusza sie
po okregu w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek zegara. W konsekwencji
wartosci funkcji sinus i cosinus powtarzaja sie co 2w, czyli funkcje te sa okresowe
z okresem 27, a ich dziedzina jest caly zbior R.

Y

P(x,y)

Rysunek 2.

2.3 Problem ,blednego kota”

Cho¢ definicja geometryczna odwolujaca sie do dtugosci tuku jest intuicyjnie
wyczerpujaca, nie spetnia kryteriow pelnej $cistosci matematycznej. Scista dtu-
gos¢ tuku wymaga calki oznaczonej, co w przypadku okregu wymaga znajomosci
pochodnych funkcji kwadratowych, a ostatecznie — pochodnych samych funkcji
trygonometrycznych.



Rozwazmy réwnanie okregu jednostkowego x2 432 = 1. Wyznaczajac z niego
funkcje gornego potokregu, otrzymujemy y = v/1 — x2. Dlugosé tuku s (czyli kat
w mierze tukowej) jest zdefiniowana jako calka:

s(x) = /OI V14 ()2 de

Obliczajac pochodna ' = ﬁ, otrzymujemy:

v 2 T T—t24¢2 S
s(z) = \/1+7dt:/ 7dt:/ S —
(@) /O 1—t2 0 11— o VI—t2

Z analizy matematycznej wiemy, ze pierwotna tej funkcji jest arcsin(zx), czyli:
s(z) = arcsin(z) =z =sin(s)

Tutaj wlasnie ujawnia sie circulus vitiosus (bledne kolo): aby obliczy¢ te calke,
musimy korzystac z definicji funkcji odwrotnej do sinusa (arcsin). Jednakze, aby
zdefiniowaé¢ funkcje sinus jako relacje miedzy dtugoscia tuku s, a wspolrzedna z,
musimy najpierw wiedzie¢, czym ona jest. Definiujac funkcje przez geometrie,
zakltadamy istnienie obiektu, ktorego wlasciwosci (jak pochodna czy wartosé
calki) dopiero probujemy wyprowadzié.

W zwiazku z tym to logiczne ograniczenie stato sie¢ motywacja dla konstrukcji
arytmetycznych niezaleznych od geometrii, stosowanych m.in. przez Eulera i
Weierstrassa.



Rozdzial 3

Definicja funkcji
trygonometrycznych przez
szeregl potegowe — podejscie
analityczne

Podejscie analityczne: Szeregi potegowe i promien zbieznosci

Podejscie analityczne do definiowania funkcji trygonometrycznych rozni sie za-
sadniczo od ujecia geometrycznego. W tym nurcie funkcje sinus i cosinus defi-
niujemy bezposrednio jako szeregi potegowe dla dowolnego x € R:

o0 [eS)
x2n+1 2n

sin(z) = Z(—mm, cos(x) = (—1)" o (3.1)

n=0 n=0

Aby wykazaé, ze powyzsze definicje maja sens dla kazdego = na prostej
rzeczywistej, nalezy wyznaczy¢ promienn zbieznosci R dla obydwu powyzszych
szeregow. Korzystajac z kryterium d’Alemberta dla wyrazow szeregu funkcji

. (_1)nr2n+1 .
sinus ¢, (x) = Gy otrzymujemy:
2n+3 2 1 | 2
L= fim | o |2 Lt DU x —0.
B en@) | e ) e |tk Gn T 3)2n 4 2)

Poniewaz granica L = 0 dla dowolnego =z € R, promieni zbieznosci szeregu
wynosi R = oo. Analogiczny wynik otrzymujemy dla funkeji cosinus. Oznacza
to, ze oba szeregi sa zbiezne na calej prostej rzeczywistej, co implikuje, ze de-
finiowane przez nie funkcje sa okreslone wszedzie i naleza do klasy gladkosci
C*.



3.1 Geneza i intuicja

Szeregi te wynikaja z rozwiniecia funkcji sin i cos w szereg Maclaurina wokot
punktu z = 0. Aby stworzy¢ funkcje zachowujgcg wlasciwosci sinusa, szukamy
wielomianu nieskonczonego stopnia:

f(x) =ag+ a1z +axx®+ ...,
spelniajacego warunki:
1. f(0) = sin(0) =0,
2. f'(0) = sin’(0) = cos(0) =1,
3. f(0) = sin”(0) = —sin(0) =0,
4. pochodne cyklicznie powtarzaja sie wedtug wzoru 0,1,0,—1,....

Podstawiajac kolejne pochodne w ogélny wzor Taylora, otrzymujemy kla-
syczne szeregi dla sin(x) i cos(x).

W tym ujeciu funkcje trygonometryczne mozna postrzegaé¢ jako Scisle po-
wigzane z funkcja wykltadnicza:

co jest zrodtem wzoru Eulera i umozliwia obliczenia z liczbami zespolonymi, np.
sin(i).

3.2 Rozwigzanie probleméw geometrycznych

Analityczna definicja funkcji trygonometrycznych jest najczesciej stosowana w
matematyce ze wzgledu na nastepujace zalety:

e Brak blednego kotla: Nie potrzebujemy znaé¢ 7 ani dtugosci tuku, aby
zdefiniowaé szereg. Mozna np. zdefiniowaé¢ 7 jako dwukrotnosé pierwszego
dodatniego miejsca zerowego cos(x).

e Natychmiastowa zbieznosé: Szeregi sa zbiezne dla kazdego = € R, co
umozliwia Sciste dowody ciaglosci i rézniczkowalnoscei.

e Aproksymacja: W praktyce inzynierskiej uzywa sie pierwszych kilku wy-
razow. Dla matlych katow:

2

sin(z) ~ x, cos(z)~1-— =

To ttumaczy np. znane przyblizenie matych drgan wahadta w fizyce.



Rozdzial 4

Definicja funkcji
trygonometrycznych przez
rownania rézniczkowe

Funkcje trygonometryczne mozna zdefiniowaé jako jedyne rozwigzania rownania
rézniczkowego:

y"(z) +y(z) =0, (4.1)
przy warunkach poczatkowych:
e dla funkcji sinus: y(0) =0, 3'(0) =1,

e dla funkcji cosinus: y(0) =1, y'(0) = 0.

4.1 Istnienie, jednoznaczno$¢ i dziedzina rozwig-
zan

Aby wykazaé¢, ze rozwiazania powyzszego zagadnienia poczatkowego istnieja,
sa jednoznaczne oraz okreSlone na calej prostej rzeczywistej R, sprowadzamy
rownanie drugiego rzedu do ukltadu réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu.
Wprowadzajac nowa zmienna z(z) = y'(x), otrzymujemy uktad:

Y() = 2(x)
Z () = ~y(x)

Mozemy go zapisa¢ w postaci macierzowej jako:
v\ _ (0 1) (y
z) \-1 0/ \z
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Rozwiazanie takiego uktadu z warunkami poczatkowymi y(0) = yo oraz
z(0) = 2o jest zadane przez macierzows funkcje wykladnicza (eksponente ma-
cierzy):

0 1

() ey ()

gdzie e*4 to macierzowa funkcja wyktadnicza (o wyktadnikach macierzowych),
zdefiniowana za pomoca wszedzie zbieznego szeregu potegowego patrz [5].

Na mocy ogoélnego twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci dla liniowych
uktadow rownan rézniczkowych (twierdzenie Picarda-Lindel6fa), rozwiazanie to
jest jedyne i jest okreslone dla kazdego x € R. Stad pierwsze wspoélrzedne y(x)
tego rozwiazania (odpowiadajace odpowiednio funkcjom sinus i cosinus przy za-
danych warunkach poczatkowych) sa jednoznacznie okreslone na calym zbiorze
R.

Whiosek: Funkcje sin(z) i cos(z) sa jedynymi, globalnie okreslonymi rozwia-
zaniami tych réwnan rézniczkowych z okreslonymi warunkami poczatkowymi,
co czyni te definicje w pelni poprawna i jednoznaczna.

11



Rozdzial 5

Dowo6d réwnowaznosci
definicji funkcji
trygonometrycznych

W poprzednich rozdziatach zostato pokazane, ze funkcje trygonometryczne
mozna zdefiniowa¢ na trzy rézne sposoby: geometrycznie (patrz Rozdzial 2),
analitycznie (patrz Rozdzial 3) oraz poprzez rownania rézniczkowe (patrz Roz-

dziat 4).

Celem ponizszego rozdziatu jest wykazanie, ze wszystkie te definicje daja ten

sam obiekt matematyczny.

5.1 0Od szeregéw potegowych do réwnan réznicz-

kowych
Niech funkcja sinus zdefiniowana bedzie poprzez szereg potegowy:
) e N x2n+1
n=0
Rozpiszmy kilka poczatkowych wyrazow:
O B S
szn(x):zf§+afﬁ+u~

5.1.1 Podstawy analityczne szeregéw trygonometrycznych

Aby operacje na szeregach potegowych byly rygorystyczne, musimy uzasadnié

mozliwo$¢ ich rézniczkowania wyraz po wyrazie.

12



Kryterium Weierstrassa i jednostajna zbieznosé

Zgodnie z twierdzeniem o rézniczkowaniu szeregdéw funkcyjnych, operacja réz-
niczkowania wyraz po wyrazie jest w pelni dopuszczalna na danym przedziale,
jesli sam szereg wyjsSciowy jest zbiezny w co najmniej jednym punkcie, a szereg
jego pochodnych wykazuje zbieznos$é jednostajna. Aby to wykazaé, zasto-
sujemy kryterium Weierstrassa (bezposrednio do szeregu pochodnych) mo-
wiace o tym, ze szereg funkcyjny > g, () jest zbiezny jednostajnie na zbiorze
A, jedli istnieje ciag liczbowy M,, o wyrazach dodatnich taki, ze |g,(x)| < M,
dla wszystkich z € A oraz szereg liczbowy > M,, jest zbiezny.

Oznaczmy wyraz ogdlny szeregu wyjsciowego jako f,(z) = (—1)"%
Formalna pochodna tego wyrazu wzgledem zmiennej x ma postaé:
(2n + 1)z x?n
fole) = (1)"——5— = (-1)"

(2n+1)! (2n)!"

Badajac zbiezno$¢ jednostajna szeregu pochodnych Y f/(z) na dowolnym
przedziale domknietym [—M, M], modul jego wyrazu ogolnego szacujemy przez:
(_1)nx2n

(2n)!

M2n

|fn (@) = < )l = M,,.

Zbieznosé powstatego szeregu liczbowego Y M,, = > é\g—j; sprawdzamy za
pomocg kryterium d’Alemberta:

My M2 (2n)l\ i M?
S onsoo \ (2n+2)! M2n ) oo (2n 4+ 1)(2n +2)

lim =0<1.
n— o0 n

Poniewaz szereg Y M, jest zbiezny, na mocy kryterium Weierstrassa szereg
pochodnych Y~ f/ (x) jest zbiezny jednostajnie na kazdym przedziale ograniczo-
nym. Z uwagi na to, ze wyjSciowy szereg sin(x) jest zbiezny (np. dla z = 0),
spelnione sg wszystkie kryteria formalne, co w pelni legitymizuje rézniczkowanie
wyraz po wyrazie (analogiczne sprawdzenie zachodzi dla drugiej pochodnej).

Dysponujac dowodem jednostajnej zbieznosci szeregdéw pochodnych, mo-
zemy formalnie wykazaé rownowaznosé definicji analitycznej oraz definicji przez
réwnania rézniczkowe.

5.1.2 Dowdd rownowaznosci

Roézniczkujemy kazdy wyraz szeregu:

d 3 2P z7 e x(2n+1) 1 322 5zt T2b
ctgc(x_6+120_5040+'”+(_)(2n+1)!+ )‘ % "0 040 T
(2n + 1)z2"
_pnAen e
+(=1 (2n+1)!

Upraszczajac wspotezynniki:

13



.’)3‘2 1‘4 376 w2n

n(x)=1-2 42 T 4yl
sin'(z) > ta T T T et

Rozpoznajemy w tym dokladnie rozwiniecie szeregu potegowego cosinusa:

x2 $4 IG N 1,271
s =1yt e gy

Ro6zniczkujemy ponownie:

sin”(:c):disin’(x):0—x+7f7+...+(f1)

Otrzymalismy rownanie rozniczkowe:

sin”(x) + sin(z) =0
oraz wartoéci poczatkowe:
sin(0) =0, sin’(0) =1

co dokladnie zgadza sie z definicja sin(x) z Rozdziatu 4.
Analogicznie dla cos(x):

cos”(z) + cos(x) =0, cos(0) =1, cos’'(0)=0.

Dowod pokazuje, ze szereg potegowy sinusa i cosinusa jest tym samym obiek-

tem, ktory spelnia rownanie rézniczkowe z Rozdziatu 4.

5.2 Od réwnan rézniczkowych do geometrii (Twier-
dzenie o Jedynce Trygonometrycznej)

Cel: Pokaza¢, ze dla kazdego = € R punkt (sin(z),cos(z)) jest punktem na
okregu jednostkowym powstalym przez odlozenie na okregu, zaczynajac od
punktu (1,0), dtugosci tukowej x.

Zalozmy, ze funkcje sin(x) i cos(z) sa zdefiniowane jako jedyne rozwiazania

réwnania

y'+y=0

14



z warunkami poczatkowymi:
sin(0) =0, sin/(0)=1, cos(0)=1, cos'(0)=0.

Etap pierwszy: Pokazaé, ze dla kazdego x € R zachodzi zaleznosé sin?(x) +
cos?(x) = 1, co oznacza, ze punkt (cos(z),sin(z)) zawsze lezy na okregu jed-
nostkowym.

5.2.1 Dowdd krok po kroku
1. Zdefiniujmy funkcje pomocnicza
f(z) = sin®(z) + cos®(x).
2. Obliczamy pochodna f'(x), stosujac regule taiicuchowa:
[ (x) = 2sin(x)sin’(x) + 2cos(x)cos’ () = 2(sin(z)sin’(z) + cos(zx)cos' (z)).
3. Z réwnan roézniczkowych wiemy:

Lemat 1. Jesli sin(z) i cos(z) sq¢ rozwigzaniami réwnan rézniczkowych z Roz-
dziatu 4, to
sin’(x) = cos(z), cos'(z) = —sin(z).

Dowdd. 7 réwnan rézniczkowych z Rozdzialu 4 mamy:
sin”(z) = — sin(z), cos”(z) = — cos(x).
Obie funkcje spetniaja warunki poczatkowe:
sin(0) = 0, sin’(0) =1, cos(0) = 1, cos’(0) = 0.
7 jednoznacznosci rozwigzania problemu Cauchy’ego wynika:

sin’(x) = cos(z), cos'(z) = —sin(z).

4. Podstawiamy do wzoru na f’(x):
f'(x) = 2(sin(z)cos(x)+cos(z)(—sin(x))) = 2(sin(x)cos(x)—sin(x)cos(z)) = 0.
5. Skoro f/(x) = 0 dla kazdego = € R, funkcja f(x) jest stala:
f(z) = const.
6. Wyznaczamy te stata, podstawiajac x = 0:
£(0) = sin*(0) + cos*(0) = 0> + 12 = 1.

Zatem dla kazdego = € R:

‘ sin?(x) + cos®(x) = 1 ‘

15



5.2.2 Weryfikacja parametryzacji ruchu

W definicji geometrycznej kluczowe jest zalozenie, ze argument ¢ odpowiada dtu-
gosci tuku. Aby dowod byt pelny, musimy wykazaé, ze punkt P(t) = (cost,sint)
porusza sie po okregu ze stala jednostkowa predkoscia liniowa. Pozwoli to wy-
kluczy¢ niepozadane wahania tempa ruchu wzdtuz krzywej.

Fakt 1 (O ruchu jednostajnym). Niech v : R — R? bedzie krzywq zadang
parametrycznie wzorem y(t) = (cost,sint). Wowczas dla kazdego t € R dtugosé
wektora predkosci (norma predkosci) jest stata i réwna 1.

Dowdd. Obliczmy wektor predkosci v/(t) poprzez rozniczkowanie sktadowych
wzgledem parametru ¢:

d
v (t) = a(cost,sint) = (—sint, cost).

Dhugosé tego wektora, zgodnie z definicja normy euklidesowej w R?, wynosi:

17/ (t)] = /(= sint)2 + (cost)?2 = V/sin? t + cos? t.

Korzystajac z poprzedniego podrozdziatu sin®t + cos? t = 1, otrzymujemy:

() = VI=1.

O

Stala wartosé |y/(t)] = 1 (predkosé jednostajna) oznacza, ze w dowolnym
przedziale czasu o dtugosci At, punkt P przebywa droge o dtugosci dokladnie
At. Parametryzacja ta jest zatem tzw. parametryzacja naturalng (lukowa).
Gwarantuje ona, ze ruch odbywa sie ze stalym tempem ,do przodu” wzdtuz
okregu, co jest warunkiem koniecznym.

Podsumowanie réwnowaznosci:

Powyzsze obliczenia ostatecznie domykaja dowod réwnowaznosci obu podejsé.
Wykazalismy, ze punkt startuje z polozenia (1,0), porusza sie po okregu jednost-
kowym (sin2 t+cos?t = 1), a dtugosé przebytej przez niego drogi odpowiada do-
ktadnie parametrowi t. Poniewaz w definicji geometrycznej wspotrzedne punktu
na okregu sa wyznaczane wtasnie przez dtugosé tuku mierzona od punktu (1,0),
obie te konstrukcje sa matematycznie tozsame. To dowodzi, ze definicja réznicz-
kowa i geometryczna daja doktadnie ten sam obiekt matematyczny.

5.3 Od geometrii do szeregéw potegowych

5.3.1 Klasyczna Sciezka analityczna: Wzoér Taylora

W klasycznym ujeciu, aby wykazaé¢ spdjnosé geometrii z przyjeta w Rozdziale
3 definicja analityczna, wykorzystuje sie wzor Taylora. Zakladajac poprawnosé
definicji geometrycznej (patrz [1]), otrzymujemy pochodne (sinz)’ = cosz oraz
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(cosz)’ = —sinz (wraz z wartosciami w 0). Rozwijajac te funkcje w szereg
Maclaurina zgodnie ze wzorem:

O f£(n)
fay =3 LW
n=0 '

n

bezposrednio odtwarzamy szeregi potegowe wprowadzone w Rozdziale 3. Dowo-
dzi to rownowaznosci obu podej$é, co usuwa problem blednego kota i pozwala
przej$é od intuicji geometrycznej do rygoru analitycznego.

5.3.2 Ewoluta krzywej — definicje i wtasciwosci

W tym podrozdziale przedstawimy inny, mniej klasyczny dowod réwnowaznosci
definicji za pomoca szeregdw oraz definicji geometrycznej. Zanim przejdziemy
do gtoéwnej konstrukcji geometrycznej, konieczne jest zdefiniowanie pojecia ewo-
luty oraz przytoczenie faktow, ktore pozwalaja na iteracyjne obliczanie dtugosci
kolejnych ewolut.

Formalizm matematyczny

Rozwazmy gladka krzywa ptaska v : [0,0] — R2 Wprowadzmy nastepujace
funkcje opisujace jej geometrie:

e Funkcja predkosci v,(t) = |y/(t)|, okreslajaca tempo poruszania sie
wzdluz krzywej.

e Funkcja kata 0.(t) : [0,6] — R, okreslajaca kierunek wektora stycznego
do krzywej w chwili ¢, jako zorientowany kat wzgledem wersora osi OX.

e Funkcja przebytej drogi d,(t), zdefiniowana jako catka z predkosci:
t
d(t) = / v4(8) ds.
0

Ewoluta e(t) krzywej v(t) nazywamy krzywa zdefiniowana wzorem:

e(t) =y(t) — dy(t) - (cosb,(t),sinb,(t)).
Geometrycznie ewoluta odpowiada torowi korica napietej nici rozwijanej z danej
krzywej (patrz Rysunek 5.1 strona 19).
Kluczowe fakty dotyczace ewolut

Na podstawie analizy rozniczkowej (rozniczkujac wzor na e(t) wzgledem czasu)
mozna wyprowadzi¢ dwa kluczowe fakty, ktore stanowig fundament naszej me-
tody rekurencyjnej:

17



Fakt 2. Predkos¢ ewoluty v.(t) zalezy od przebytej drogi krzywej bazowej w
przedziale czasowym [0,t] oraz tempa zmiany pochodnej jej kqgta nachylenia:

velt) = dy (1) - 04,0)].

Fakt 3. Funkcja kata ewoluty 0.(t) rézni sie od funkcji kqta krzywej bazowej o
kaqt prosty:
0,(t)+Z dy 0.(t) <0
0.(t) = 7()+72T7 gy7()<
0,(t) — 5, gdy 0.(t) >0

Oprdcz tego, jesli 0.(t) = 0, to wektor styczny do ewoluty (e'(t)) jest zerowy,
wiec nie ma kierunku.

Rekurencja ewolutowa w konstrukcji szeregéw

Zastosowanie powyzszych faktow do ciagu krzywych (7,,), gdzie kazda kolejna
krzywa 7,41 jest ewoluta krzywej ,, pozwala na zbudowanie zaleznosci re-
kurencyjnej bez koniecznosci kazdorazowego wyznaczania pelnych réwnan pa-
rametrycznych kolejnych ewolut. Warto podkresli¢, ze przedstawione ponizej
wyliczenia dlugosci kolejnych ewolut maja charakter oryginalny i zostaly prze-
prowadzone wedtug autorskiego pomystu zaproponowanego przez opiekuna pro-
jektu.

Dla naszej konstrukcji przyjmujemy warunki poczatkowe oparte na tuku ko-
towym ~vg. Przyjmujemy, ze o reprezentuje ruch po okregu jednostkowym od
punktu P = (cos6,sinf) w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek zegara, ze
stata predkoscia jednostkowa, w czasie § az do punktu koricowego (1,0). Stad
wynikaja nastepujace parametry:

e vy(t) =1 (stala predkosé na okregu jednostkowym),

o Oh(t) =a— 75 —t,

o do(t) =t.

Wtedy dla kazdej kolejnej ewoluty 7,41 otrzymujemy zaleznosc¢:

Unt1(t) = dn(t) - 107,(1)]-

Poniewaz w kazdym kroku zachodzi ¢/, (¢t) = —1, predkosé kolejnej ewoluty
staje sie bezposrednio droga przebyta przez jej poprzedniczke. To wlasnie ta
zaleznosé ,catkujaca” generuje kolejne silnie (n!) w mianownikach, co prowadzi
bezposrednio do uzyskania struktury szeregu potegowego.

5.3.3 Dowdd réwnowaznosci - wiatraczek Chaikovsky’ego

Konstrukcja Chaikovsky’ego opiera sie na iteracyjnym procesie tworzenia ewo-
lut, ktéry w sposob naturalny generuje kolejne wyrazy szeregow Taylora. Zdefi-
niujmy ciag krzywych (v,)nen, gdzie vo jest tukiem kotowym, a kazda kolejna
krzywa v,+1 jest ewoluta poprzednie;j.
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Geometryczna geneza szeregu

Po cos6 1 Py

Rysunek 5.1: Wiatraczek ewolut Chaikovsky

Konstrukcja ,wiatraczka” (patrz Rysunek 5.1 (zrodto: pozycja [3] z bibliogra-
fii)) polega na tym, ze wektory wodzace kolejnych ewolut sa ustawione wzgledem
siebie pod katem prostym (zgodnie z Faktem 2). Zauwazmy, ze kat nachylenia
n-tej ewoluty wynosi:

0,(t) = 0o(t) +n - g

Wspolrzedne konca n-tej ewoluty sg sumg wektorowa prostopadlych do siebie
odcinkow dtugosci kolejnych krzywych. Rzutujac te prostopadte wzgledem siebie
odcinki na osie uktadu wspolrzednych, otrzymujemy:

e sktadowa y (sinusoidalna): sktadowa y punktu P, odpowiadajaca wartosci
sind, jest suma dlugosci ewolut o indeksach nieparzystych z naprzemien-
nymi znakami, co daje zaleznosé:

0 t2k+1

sinf = Z(fl)km,

k=0

e sktadowa x (cosinusoidalna): sktadowa x punkty P, odpowiadajaca warto-
$ci cosf, jest suma dlugosci ewolut o indeksach parzystych z naprzemien-
nymi znakami, co daje zaleznosé:

(oo}

12k
cosf = Z(fl)kw

k=0
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Iteracyjne wyznaczanie predkosci

Aby precyzyjnie wyznaczy¢ dtugosci ramion wspomnianego wiatraczka, nalezy
przeanalizowaé predkosci i drogi uzyskiwane w kolejnych krokach iteracji. Zgod-
nie z wyprowadzonymi faktami, predko$¢ n-tej ewoluty wyraza sie wzorem
vns1(t) = dn(t) - 101, (8)].

Poniewaz dla krzywej wyjsciowej mamy 60o(t) = a — § — t, jej pochodna
wynosi 0)(t) = —1. Z Faktu 2 wiemy, ze kat kazdej kolejnej ewoluty rozni sie
od poprzedniej o staly warto$¢ +7. W zwiazku z tym jej pochodna nie ulega
zmianie i dla kazdego n € N zachodzi:

0. (t) = —1.
Upraszcza to ogdlna zaleznosé¢ rekurencyjna do postaci:

Uni1(t) = dn(t).

Podstawiajac warunki poczatkowe dg(t) = t:
o vi(t) =do(t) =t = di(t) = fsds—t—!,
t? t g2 t3
o wy(t) =di(t) =5 = do(t) = [, 5rds = §;,
o w3(t) =do(t) = & = da(t) = [o & ds = 4.
Indukeyjnie otrzymujemy, ze droga przebyta przez n-ta ewolute (odpowiadajaca

tn+1

dlugosci odpowiedniego ramienia wiatraczka) wynosi d,(t) = CEs)IE

Uwaga

W naszych rozwazaniach uzywamy zamiennie oznaczen ¢ oraz 6. Identyfikacja ta
wynika z geometrii okregu jednostkowego (r = 1), gdzie miara kata srodkowego
0 w radianach jest réwna dlugosci tuku ¢, na ktérym jest oparty. Zgodnosé te
potwierdza catka dlugosci tuku dla krzywej v(¢) = (cos ¢, sin ¢):

0 0
t:/o \/(—sin¢)2+(cos¢)2d¢:/0 1d¢ = 0.

Dzieki tej rownosci ¢t = 0, zmiana parametru dlugosci tuku jest wprost utozsa-
miana ze zmiang kata, co pozwala na plynne taczenie metod geometrycznych z
dynamicznymi. Ostatecznie otrzymujemy

i k t2k+1
Sln =
27 k1)
oraz
e t2k}
H=S (-1
coslt) = S Gy



Konkluzja

Geometryczna suma dlugosci ,ramion” wiatraczka ewolut jest tozsama z suma
szeregOdw potegowych funkcji sinus i cosinus. Warto zaznaczy¢, ze metoda wia-
traczka ewolut nie jest nows geometryczna definicja. Jest to geometryczne na-
rzedzie do pokazania rownowaznosci definicji geometrycznej z Rozdziatu 2.2 (z
okregiem) oraz definicji z Rozdzialu 3 (z szeregiem potegowym)
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Rozdzial 6

Podsumowanie

6.1 Interpretacjaiznaczenie podejsScia geometrycz-
nego

Przedstawione w Rozdziale 2 ujecie definicji funkcji trygonometryczch ukazuje
przejscie od intuicyjnego, geometrycznego rozumienia funkcji trygonometrycz-
nych do ich $cistego ujecia analitycznego. Poczatkowa definicja oparta na trojka-
cie prostokatnym ma charakter praktyczny i znajduje zastosowanie w zadaniach
zwigzanych z pomiarami, jednak jest ograniczona i niewystarczajaca w szerszym
kontekscie matematycznym.

Wprowadzenie okregu jednostkowego pozwala rozszerzy¢ te funkcje na caty
zbior liczb rzeczywistych oraz bada¢ ich wlasno$ci w sposéb bardziej ogdlny.
Dzigki temu funkcje trygonometryczne staja sie pelnoprawnym narzedziem ana-
lizy matematycznej, wykorzystywanym m.in. w badaniu ciagtosci, granic czy
okresowosci.

Jednoczesnie analiza definicji opartej na dtugosci tuku ujawnia problem bted-
nego kota, wskazujac, ze intuicyjne podejscie geometryczne nie zapewnia pel-
nej Scistosci. To prowadzi do potrzeby wprowadzenia bardziej fundamentalnych
metod definiowania tych funkcji. Rozdzial ten uzasadnia wiec, dlaczego rozwdj
matematyki wymaga przejscia od intuicji do precyzyjnych, abstrakcyjnych kon-
strukcji.

6.2 Interpretacja i znaczenie podejscia analitycz-
nego

Funkcje trygonometryczne mozna zdefiniowaé¢ w sposéb catkowicie analityczny,
jako szeregi potegowe wazne dla kazdego argumentu rzeczywistego. Dzieki temu
sinus i cosinus przestaja by¢ obiektami geometrycznymi, a staja sie dobrze okre-
Slonymi funkcjami o Scisle opisanych wtasnosciach, wynikajacych z ich rozwinie-
cia w szereg Maclaurina.
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Takie podejscie eliminuje zaleznosé od geometrii i pozwala na petna Scistosé
matematyczna, a jednoczesnie ujawnia ich silne powigzania z funkcjg wyktad-
niczg oraz analizg zespolona. W praktyce umozliwia to zaré6wno dokladne obli-
czenia, jak i stosowanie przyblizenn w zastosowaniach technicznych.

6.3 Interpretacjaiznaczenie podejscia przez row-
nania rézniczkowe

Funkcje trygonometryczne mozna réwniez w sposéb w pelni analityczny zdefi-
niowaé jako rozwiazania prostego réwnania rézniczkowego drugiego rzedu. W
tym ujeciu sinus i cosinus nie sg juz definiowane ani geometrycznie, ani przez
szeregi, lecz jako funkcje spelniajace okreslone wlasnosci wynikajace z dynamiki
zmian.

Kluczowe jest tu wskazanie, ze odpowiednie warunki poczatkowe jednoznacz-
nie wyznaczaja postaé¢ funkcji, dzieki czemu sinus i cosinus staja sie naturalnymi
i jedynymi mozliwymi rozwiazaniami tego problemu. Oznacza to, ze ich definicja
nie wymaga zadnych dodatkowych konstrukcji — wynika bezposrednio z regul
analizy rownan rézniczkowych.

Taki sposdb ujecia wzmacnia $cistosé teorii, poniewaz opiera sie na ogoélnych
twierdzeniach o istnieniu i jednoznaczno$ci rozwiazan. Jednoczesnie pokazuje
on, ze funkcje trygonometryczne sg gleboko zwiazane z procesami dynamicz-
nymi i stanowig naturalny opis zjawisk okresowych, takich jak drgania czy ruch
harmoniczny.
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