Skad wzieta sie % we wzorze na objetosé
ostrostupa 1 stozka’?

Weronika Nowak, Wiktoria Wojtas i Hanna Jaromin

Marzec 2026



Spis tresci

Wstep 2
1 Metoda wyczerpywania 2
1.1 Metoda Euklidesa . . . . . . . . . . . e e e e 2
1.2 Metoda Archimedesa . . . . . . . . . .. 4
1.3 Wniosek . . . . o L e e 6

2 Metoda geometryczna 7
2.1 Najprostsze przypadki geometryczne . . . . . . . .. .. oo 7
2.1.1 Podzial szescianu na trzy przystajace ostrostupy . . . .. .. .. ... 7

2.1.2 Podzial szescianu na sze$é przystajacych ostrostupow . . . . . .. ... 8

2.1.3 Yangma . . . ... 8

2.2 Dowdd wzoru ogdlnego na objetosé ostrostupa metods geometryczng . . . . . . . . . .. 11

3 Zasada Cavalieriego 12
3.1 Dowdbd wzoru na objetos¢ stozka kotowego metoda geometryczng . . . . . . . . ... .. 13
3.2  'Wzoér na objetosé stozka dla dowolnego ksztaltu podstawy . . . . . . . .. .. ... ... 15

4 Metoda catkowania 15
4.1 Objetosc¢ jako caltka funkcji pol przekrojow . . . . . . . . .. oL oL 16
4.2  Objetosc¢ jako caltka z funkcji dwoch zmiennych . . . . .. ... ..o o000 17
4.3 Wniosek . . . . . 19

5 Twierdzenie Pappusa-Guldina 22
6 Prawdopodobienstwo 23
Bibliografia 26



Wstep

W szkole podstawowej wprowadza sie uczniom figury przestrzenne. Dzieci poznaja ich wlasnosci,
pole powierzchni, czy objetos¢. Dwoma z przedstawianych im figur sa ostrostup i stozek. Pojawiaja
sie przy nich dobrze kazdemu znany wzor na ich objetosé: % - P, - H, czyli iloczyn %, pola podstawy
i wysokosci bryty. Wszyscy wiemy, ze objetos¢ ostrostupa (stozka) stanowi % objetosci graniastostupa
(walca).

Wielu z nas uwaza te zaleznosé jako fakt i mato kto zastanawia sie skad sie wzigta. Czasem w szkole,
jako dowod, przestawia sie metode z przelewaniem wody. Nauczyciel bierze specjalnie zbudowane dwie
figury ostrostup (stozek) i graniastostup (walec). Do ostrostupa nalewa wode, a nastepnie przelewa ja
do graniastostupa. Po trzech takich ruchach graniastostup jest pelny. W ten sposéb pokazuje sie, ze
ostrostup stanowi % graniastostupa.

Metoda ta nie jest jednak odpowiednim dowodem. Przy przelewaniu traci sie czes¢ wody, co moze
oznaczad, ze stosunek, miedzy graniastostupem, a ostrostupem moze wyj$é np. 3,2 . Dodatkowo w ten
sposob sprawdzamy jeden przypadek, by moéc tej zaleznosci uzywaé dla kazdego ostrostupa, musieli-
bysmy sprawdzi¢ nieskonczenie wiele przypadkéw. Mato kto zna bardziej uniwersalny dowdd. Jednak
dowody na to istnieja.

W naszej pracy chcieliby$my przedstawi¢ wam rézne sposoby na wyprowadzenie wzoru na objetosé
ostrostupa i stozka. Praca ta moze stuzyé zaréwno nauczycielom szukajacym alternatyw dla metody
z przelewaniem wody, jak i mito§nikom matematyki, ktorzy chcieliby uzupeié swojg wiedze i odkryé
tajemnice wzoru poznanego w szkole. Zastanawiajac sie nad tym, skad bierze sie wzoér wystarczyloby
pokazaé jedynie jeden dowdd. Jednak nasz zesp6t postanowit pokazaé rézne sposoby na wyprowadzenie
wzoru na objetosé ostrostupa badz stozka.

Dla ulatwienia, w naszej pracy zakladaliémy, ze wzor na objeto$¢ graniastostupa i walca jest nam
znany.

1 Metoda wyczerpywania

1.1 Metoda Euklidesa

Metody, obserwacje i dowody zawarte w tym podrozdziale pochodza z ksiazki i materialéw autorstwa
Marka Kordosa [1] - [3].

Pierwsze sposoby obliczania objetosci ostrostupéow wymyslono juz w starozytnosci. Poshugiwano sie
przy tym metoda wyczerpywania. Metoda ta, nazywana jest inaczej catkowaniem starozytnych lub
catka Eudoksosa.

Obserwacja. Jesli z jakiejs figury ptaskiej (przestrzennej) wyjmiesz wiecej niz potowe, z tego co zosta-
nie znow wyjmiesz wiecej niz potowe i bedziesz tak postepowat dalej, to suma pdl (objetosci) wyjetych
czesei dowolnie doktadnie przyblizy pole (objetosé) tej figury.

Uzasadnienie. Oznaczmy poszukiwane pole (objetosé) przez S a kolejno wyjmowane fragmenty od-
powiednio przez Uy, Uy, Us itd. Z zalozenia

(S*(U1+U2+U3+...+Uk_1)).

|~

1
Uy > 55 i og6lnie Uy >
Wykazemy, ze

1 1 1 1
DU, > -4+ =4+ —=4+...+ —
Ui+ Us +Us + U S<2+22+23+ +2n>

Dlan =1 mamy U; > %S - z zalozenia.
Dalej, indukcyjnie.
Zalozmy, ze dla pewnego k powyzsza nier6wnosé jest spetniona. To znaczy, ze zachodzi

1 1 1 1
34+ ... > -4+ =4+ =+...+=].
Ui +Us +Us + Uy S(2+22+23+ +2k)

Woéwczas:

1
U1+U2+U3+...+Uk+12U1+U2+...+Uk+§(5—(U1+U2+U3+...+Uk)):



1 1 1 1 1
-(S+(U1+U2+.--+Uk))>2'<S+S'(2+22+23+'”+2’“)>:

gl L1 1
BEACRE TR TR

DN =

co konczy dowod.
Zatem pokazalismy, ze S > (Uy + Uy + Uz +...) 25(%4—2%4—2%—1-...) =8
Czyli

Metode wyczerpywania do obliczania objetosci wielosciandéw zastosowal Euklides. Zaczniemy od
uzasadnienia, ze do obliczenia objetosci dowolnego ostrostupa wystarczy umieé obliczy¢ objetosé czwo-
roscianu.

Uzasadnienie. Kazdy wielokat mozna podzieli¢ na skoriczona liczbe trojkatow. Poniewaz objetosé
jest addytywna wzgledem takiego podzialu, wystarczy wyprowadzi¢ wzor na objetosé ostrostupa troj-
katnego. Sumujac objetosci otrzymanych ostrostupéw tréjkatnych dostajemy wzoér dla ostrostupa o
podstawie, bedacej wielokatem.

Przejdziemy teraz do sposobu Euklidesa na obliczenie objetosci czworoscianu z wykorzystaniem
metody wyczerpywania.
Rozwazamy czworoscian ABCD. Przez K, L, M, N, P, R oznaczamy srodki krawedzi, jak na Rysunek 1.

Rysunek 1

Z tego czworoscianu wyciagamy (zgodnie z oznaczeniami stosowanymi powyzej) Uy, czyli dwa gra-
niastostupy: KLMCPR i KM BPRN. Wyciagneliémy wiecej niz potowe objetosci calego ostrostupa,
poniewaz dwa czworoSciany, ktore zostalty AKLP i PRN D mozemy zmiesci¢ w graniastostupach, co
widaé po ich réwnolegltym przesunieciu. Te same operacje powtarzamy dla powstalych czworoscianow
AKLP i PRDN. Po wyjeciu z nich analogicznie jak wyzej graniastostupéw dostaniemy Us. Jesli przez
S oznaczymy objeto$¢ czworoscianu ABC D, wowczas:

S=U1+Us+...+Ug+...

Wiemy tez, ze
1 1
U,=2--U, =-Uy,
2 U1 =%



poniewaz kazdy z czworo$cianow AKLP i PRDN to czworoscian ABCD w skali 1 : 2 a objetos¢
skaluje sie z szeScianem, stad ta %. Analogicznie:

Us = iUg = %Ul itd.
Stad
S=U <1+111+412+413+...+41n+...) =§U1.
Natomiast
Uy = Vkrmceprr + VkMBPRN = % : %PABC 'S -H + iPABC o H = iPABC -H,

1
2
gdzie H jest wysokoscig czworo$cianu ABC'D opuszczona z wierzchotka D.

Powyzsze rownosci wynikaja z nastepujacych faktow:

e KLMCPR to polowa graniastostupa o podstawie K LM C (ktory jest rownolegltobokiem o polu
bedacym potowa pola trojkata ABC) i wysokodci stanowiacej potowe wysokosci czworoscianu
ABCD opuszczonej z wierzchotka D;

e KMBPRN ma w podstawie trojkat K M B, ktory stanowi i trojkata ABC, a jego wysokoscig,

jest potowa wysokosci czworoscianu ABC D opuszczonej z wierzcholtka D.

Podsumowujac,

1
Papc-H = gPABC’ - H.

> =

S =

L

1.2 Metoda Archimedesa

Archimedes stosowal metode wyczerpywania do obliczania objetosci bryl, przyblizajac je za pomoca
bryt, ktérych objetosé potrafit obliczy¢. Wykorzystamy te metode do wyznaczenia wzoru na objetoscé
ostrostupa. Skorzystamy przy tym ze wspolczesnej teorii granic.

Rozwazmy ostrostup trojkatny o wysokosci H oraz polu podstawy S. Dzielimy jego wysoko$¢ na n
roéwnych czesci dtugosci:
H
AH = —.
n

Przez punkty podzialu prowadzimy plaszczyzny réwnolegte do podstawy ostrostupa. W przekroju
otrzymujemy figury o polach:
Sla527’ . ‘>Sn7

gdzie S,, = S jest polem podstawy ostrostupa.

Na tej podstawie budujemy dwa ciagi bryt:
e P, — bryle wpisang w ostrostup, ztozona z graniastostupow trojkatnych, patrz Rysunek 2,

e (), — bryle opisana na ostrostupie, takze zlozong z graniastostupéw trojkatnych, patrz Rysu-
nek 3.

Bryte P, konstruujemy z graniastostupéw wpisanych w ostrostup, przyjmujac jako ich podstawy
goérne przekroje kolejnych warstw. Analogicznie bryta @), powstaje z graniastoshupéw opisanych na
ostrostupie, ktorych podstawami sg dolne przekroje tych warstw.

7Z konstrukcji otrzymujemy:
P, <V <Qn,

gdzie V' oznacza objeto$¢ ostrostupa.
Skad mamy nieréwnosc:
O0<V-P,<Q,— P,



Rysunek 2

Wiemy, ze réznica @, — P, jest rowna objetosci dolnego graniastostupa w @,,. Czyli

Qu-Po=S.AH=g. 2 _51
n

n
Z powyzszych obliczen i na mocy twierdzenia o trzech ciaggach otrzymujemy:

lim (Q,, — P,) = lim SE =0.

n—o0 n—oo M

Zatem:
V = lim P,.

n— oo

Przejdzmy teraz do obliczenia P,.
Obserwacja. Przekroje ostrostupa sqg podobne do jego podstawy.

Istotnie, przekroj S; znajduje sie w odlegtosci iAH od wierzcholka ostrostupa, podczas gdy cala
wysoko$¢ wynosi nAH. Skala podobiernistwa k przekroju do podstawy wynosi wiec

[
n
Poniewaz pola figur podobnych skalujg sie z kwadratem skali podobienistwa, otrzymujemy:

2

S, = k28 = —5.
n
Objetosé bryly P,, wynosi zatem:
12 H 22 H -12 H
Py = SIAH + SAH + . 4+ 8 AH=5 = 2 g2 H g =17 H_
n? n n? n n2 n

(n—1n(2n—-1)
6n3

H
:S.—3-<12+22+...+(n—1)2) —S5-H-
n
W powyzszych obliczeniach skorzystalismy, ze wzoru :

Dn(2n + 1
LRI R i (U s )T;(”Jr ).




Rysunek 3

Udowodnimy go indukcyjnie. Dla n = 1 mamy 12 = %, wiec L=P.

Zalozmy, ze dla pewnego k powyzsza nier6wno$é jest spelniona. To znaczy, ze zachodzi

12+22+...+k2=—(k+1)k(2k+l)

6
Wowcezas:
2

12+22+...+k2+(k+1)2 _ (k+1)12(2k+1) +(k+1)2 _ (k+1)k(2k+61)+6(k+1) _

C(k+1) (2B +TE+6)  (k+1)(2k+3) (k+2)

- 6 - 6

co konczy dowdod.
Obliczmy granice:
—1)n(2n -1 H -1)(2n-1
V= lim P, =sH- i MDD SH Gy, (2@ m])
n—oo n—oo0 6n3 6 n—ooo n2

SH . 3 1
=—" lim (2——+ — ).
6 n—oo n  n?

Przechodzac do granicy otrzymujemy:

SH 1
V=—2=-SH
6 3
Zatem objetos$¢ ostrostupa wynosi:
1
V =-SH.
3

1.3 Whniosek

Mozemy zauwazy¢, ze za pomoca obu powyzszych metod jesteSmy w stanie otrzymaé¢ wspoleczynnik

% we wzorze na objetosé ostrostupa.



2 Metoda geometryczna

Kolejna metoda na obliczanie objetosci ostrostupéw jest metoda geometryczna. W tym rozdziale
przedstawimy geometryczne uzasadnienie pojawienia sie wspotczynnika % we wzorze na objetos¢ ostro-
stupa, ta wlasnie metoda.
2.1 Najprostsze przypadki geometryczne
Rozpoczniemy od najprostszych i najbardziej intuicyjnych przyktadéw geometrycznych, ktore pozwola
nam bezposrednio zauwazy¢ zalezno$¢ miedzy objetoscia ostrostupa, a objetoscig graniastostupa o tej
samej podstawie 1 wysokosci.
2.1.1 Podzial szescianu na trzy przystajace ostrostupy
Rozwazmy sze$cian o krawedzi dlugosci a. Objetosé tego szescianu wynosi zatem

Vi = CL3 .

Podzielmy go na trzy przystajace ostrostupy o wspélnym wierzchotku, jak na Rysunku 4.

Rysunek 4

Skoro kazdy z ostrostupow, na ktory zostal podzielony szescian, stanowi jedng trzecia jego objetosci
(jako, ze sa przystajace), to objetosé kazdego z nich wynosi

3

a
Vostr = 3
Mozemy latwo zauwazyé, ze dla kazdego ostrostupa podstawa p jest Sciang szeScianu, czyli
P,=a*,
a wysokoscia H jest wysokosé sze$cianu
H=a.

Mamy zatem iloczyn pola podstawy i wysokoéci ostrostupa wynoszacy a? - a = a® . Poréwnujac go,
do jego objetosci wyznaczonej powyzej widzimy, ze objetosé kazdego z tych ostrostupow jest réwna
iloczynowi pola ich podstawy i wysokosci oraz czynnika %



2.1.2 Podzial szeScianu na sze$é przystajacych ostrostupow

Rozwazmy ponownie szeScian o krawedzi dtugosci a. Niech S oznacza $rodek tego szescianu. Kazda
Sciana sze$cianu moze zostaé¢ potraktowana jako podstawa ostrostupa, ktorego wierzchotkiem jest punkt
S. W ten sposob caly szescian dzielimy na sze$¢ przystajacych ostrostupéw, jak na Rysunku 5.

Rysunek 5

Objetosé szescianu wynosi
Vi, =a® .

Poniewaz ostrostupow jest szes¢ i sa one przystajace, objetosé jednego z nich wynosi

3
a
Vostr = E
Podstawa kazdego ostrostupa jest kwadrat o polu
P, = a? .

Wysokosé H ostrostupa jest odlegtoscia srodka szescianu od $ciany. Poniewaz srodek dzieli wysokos$é
szeScianu na potowy, otrzymujemy

H=2.
2

Analogicznie do poprzedniego przykladu mamy wiec iloczyn pola podstawy oraz wysokosci ostrostupa
3

a® -5 = % iporéwnujac go do jego objetosci, dochodzimy ponownie, ze objetod¢ kazdego z ostrostupow

jest iloczynem pola ich podstawy i wysokosci oraz utamka %

2.1.3 Yangma

Przyjrzyjmy si¢ teraz bardziej ztozonemu przypadkowi. Opisana w III wieku n.e. przez chinskiego
matematyka Liu Hui yangma (patrz [3]) jest ostrostupem o prostokatnej podstawie i wierzchotku
nad jednym z wierzchotkéw podstawy, jak na Rysunku 6. Jest to uogélniony przyktad ostrostupéw z
Rysunku 4, poniewaz jego trzy wymiary nie s rowne i nie da sie z trzech przystajacych yangm zlozy¢
szeScianu.

Aby pokazaé, ze objetosé¢ yangmy jest rowna jednej trzeciej objetosci graniastostupa o tym samym
polu podstawy oraz wysokosci, dobudowujemy do niej czworodcian (zwany bienao) i w ten sposob
otrzymujemy qiandu - graniastostup prosty o tréjkacie prostokatnym w podstawie, jak na Rysunku 7.

Mozemy latwo zauwazy¢, ze giandu jest potowa prostopadloscianu (na ktory skladaja sie dwie po
yangmy i bienao), zatem wystarczy, ze pokazemy, ze objetosé yangmy jest dwukrotnoscia objetosci



Rysunek 6

\'

Rysunek 7



bienao.
Dzielimy yangme na mniejszy prostopadloscian oraz dwa giandu i dwie yangmy, jak na Rysunku 8.
Bienao dzielimy na dwa mniejsze giandu i dwa mniejsze bienao, jak na Rysunku 9.

Rysunek 8
B G A
W
*y
,
b
LY
‘\
J J
4 ‘\‘ M
L
\ N,
b LY
‘\\ \
\ c
P
E
Rysunek 9

Jako ze na mniejszy prostopadtoscian sktadaja sie dwa mniejsze giandu, to yangma mieéci w sobie
dwa giandu, a bienao jeden. Pozostale yangmy i bienao mozemy dalej dzieli¢ w taki sam sposob i po-
nownie w yangmie bedzie sie zawiera¢ dwukrotnie wiecej prostopadtoscianéw niz w bienao. Objetosci
yangm i bienao beda dazy¢ do zera, zatem po wystarczajaco wielu podziatach dochodzimy do tego, ze
objetos¢ yangmy jest réwna objetosci dwoch bienao.

Prostopadtoscian, na ktory sktadaja sie dwie giandu, ma ta sama podstawe i wysokosé co yangma.
Sktada sie z dwoch bienao, ktorych suma objetosci jest rowna yangmie, oraz dwoch yangm, a zatem

10



ma tacznie objeto$é trzech yangm. Dochodzimy wiec i w tym przypadku do czynnika % w objetosci
ostrostupa, poréwnujac go z graniastostupem o tym samym polu podstawy i wysokosci.

2.2 Dowédd wzoru ogblnego na objetosé ostrostupa metoda geometryczna

Kazdy wielokat mozna podzieli¢ na trojkaty, a co za tym idzie, kazdy ostrostup na ostroshupy o tréj-
katnych podstawach, zatem jesli udowodnimy wzoér na objeto$é¢ dla ostrostupow tréjkatnych, to bedzie
on prawdziwy dla wszystkich ostrostupow.

Zaczniemy od prostego faktu:

Lemat. Stosunek objetosci bryt podobnych jest rowny trzeciej potedze ich skal podobieristwa.
Pominiemy dowéd tego lematu, poniewaz nietrudno zauwazyé, ze jesli kazdy z trzech wymiaréw

pomnozymy przez czynnik k, to jego objetosé zmieni sie k3 razy.

Rozwazmy dowolny ostrostup trojkatny. Jego wysokosé oznaczmy jako H, pole podstawy jako Pp,
a objetosé oznaczmy jako V. Podzielmy go na cztery bryty: dwa czworos$ciany podobne do niego w
skali % oraz dwa graniastostupy tréjkatne, jak na Rysunku 10.

Rysunek 10

Dwa mate czworosciany sa przystajace. Powolujac sie na lemat, przy skali podobieristwa % mamy

1\? 1
Vl_vg_(§> V=gV,

Trzecia bryta jest graniastostupem, ktérego Sciana boczna ma pole % », & wysoko§¢ wzgledem tej
$ciany wynosi %H . Mozemy do niej dobudowaé przystajacy graniastostup tworzac rownolegtoscian, jak
na Rysunku 11.

Widzimy wtedy, ze objetosé trzeciej bryly wynosi

11 1 1
P

Va=---P,--H=-P,H.
379797 9 g 7

11



Rysunek 11

Czwarta bryla jest graniastostupem o tréjkatnej podstawie o polu powierzchni %Pp oraz wysokosci

%H, zatem jej objetosé wynosi |

4
Objetosé poczatkowego czworo$cianu jest rowna sumie objetosci bryl, na ktore zostal podzielony,

1 1
V4: Pping.PpH

mamy zatem
V=Wi+Vo+Vs+Vy,

1 1 1 1
= V4=V -

P,H
8 8 8 g

1% P,H +

1.1
V=Vt PBH,

Doszlismy wiec, ze objeto$¢ kazdego ostrostupa trojkatnego jest réwna jednej trzeciej objetosci
graniastostupa o tym samym polu podstawy i wysokosci. Co za tym idzie, skoro kazdy wielokat mozna
podzielié na trojkaty, to objeto$¢ ostrostupa o dowolnym wielokacie w podstawie mozna wyliczyé ze
wzoru 1

V=<
3

gdzie P,, to pole powierzchni jego podstawy, a H to jego wysokos¢.

P,H |

3 Zasada Cavalieriego

Aby moéc poréwnywaé objetosci bryl potrzebna nam bedzie znajomos$é¢ zasady Cavalieriego. Pozwoli
nam ona uogoélnié przedstawiony w poprzednim rozdziale wzoér na objetosé dla ostrostupa o dowolnym
wielokacie w podstawie, na stozek o dowolnej figurze w podstawie, w tym stozek kolowy.

Twierdzenie. Jesli dwie bryty w przecieciu z kazda plaszczyzna rownolegta do wybranej daja przekroj
0 tym samym polu, to ich objetosci sa rowne.

12



Bryta A Bryta B

Rysunek 12

Oznacza to, ze jesli rozpatrzymy dwie bryty o tej samej wysokosci H i dla kazdej wysokosci h, gdzie
0 < h < H, pola przekrojow tych bryl beda jednakowe, to ich objetosci rowniez beda rowne (patrz
Rysunek 12).

3.1 Dowdd wzoru na objeto$é stozka kotowego metodg geometrycznag

Rozwazmy dwie bryly: ostrostup o kwadratowej podstawie oraz stozek koltowy. Bok podstawy ostro-
stupa oznaczmy jako a, a promien kola u podstawy stozka jako r. Obie te bryly niech maja réwne
wysokosci H oraz rowne pola podstaw, czyli

P, = a’ =mr? .

Przetnijmy obie te bryly ptaszczyzna réwnolegta do ich podstaw na wysokosci k. Oznaczmy bok kwa-
dratu przekroju ostrostupa jako x; oraz promien przekroju stozka jako xs, jak na Rysunku 13.

W ostrostupie trojkaty 410181 i A1S1C sa podobne, wiec

H-h H
3T 0
a(H —h
1'1:7(}[ )

W stozku trojkaty AsOsBg 1 A255C5 sa podobne, wiec

H-h H
xo T
H—-h
xQZL}I).

Korzystajac z tego, ze pola podstaw tych bryl sa réwne, mozemy wyznaczyé a, zaleznie od r, czyli
a’ =nr?

a =7ry/T.
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Rysunek 13
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Podstawmy teraz wyznaczona wartosé¢ do wzoru na xi:

ry/A(H — h)

r=—————"=.

H
Obliczmy pola tych przekrojow. W ostrostupie mamy

P =z,
p_ (TV/AH —h) 2
1 — H ’
r’n(H — h)?
P1 = T .
Pole przekroju w stozku wynosi
P2 =TT,
r(H —h)\>
Py ( ( - )) ,
r2(H — h)?
P2 =7 ( H2 ) )
r’m(H — h)?
P = e
Dochodzimy zatem do réwnosci
P =P.

Z dowolnosci h z przedziatu [0, H] wnioskujemy, ze na wszystkich wysokosciach pola tych przekrojow
sa rowne. Z zasady Cavalieriego wnioskujemy wiec, ze objetosci tych bryl sa jednakowe. Wiedzac, ze
objetos¢ ostrostupa liczymy ze wzoru

1
Vostroslupa = gPpH )

kazdy stozek kotowy mozemy pordéwnaé do ostrostupa o tym samym polu powierzchni podstawy i
wysokosci, zatem wzor na objeto$é stozka kotowego bedzie mial taka sama postaé, co wzér na pole
ostrostupa, czyli

1
Vitozka = gPpH .

3.2 'Wzébr na objetosé stozka dla dowolnego ksztaltu podstawy

Niezaleznie od tego, jaka figura jest podstawa stozka, kiedy przetniemy go plaszczyzng rownolegla
do jego podstawy, przekroj bedzie figura podobna do podstawy. Skala podobieristwa bedzie iloraz
odleglosci od wierzchotka i wysokosci stozka odniesiona do kwadratu, jako ze liczymy powierzchnie.
Jesli dwa stozki o tym samym polu podstawy i wysokosci przetniemy plaszczyzna w tej samej odleglosci
od wierzchotka, to przekroje te beda przeskalowane o taka sama wartos$é, a co za tym idzie beda sobie
réwne na kazdej wysokosci.

Tak wiec kazdy stozek, niezaleznie od ksztaltu podstawy, mozna, powotujac sie na zasade Cavalieriego,
poréwnac do ostrostupa o tym samym polu podstawy P, oraz wysokosci H co on i obliczy¢ jego objetosé
ze Wzoru 1

Vzg pH.

4 Metoda catkowania

Dotychczas opisane starozytne metody: metoda FEuklidesa jak i Archimedesa zawieraja nieskorniczone
przejscia, ktore nie mialy formalnego dowodu w tamtych czasach. Idea jest jednak podobna jak we
wspolczesnym catkowaniu. Za pomoca calki takze jesteSmy w stanie wyprowadzi¢ wzér na objetosé
ostrostupa. W tym rozdziale wyprowadzimy ten wzor na dwa sposoby. Najpierw za pomoca catki z pol
przekrojow a nastepnie przez catkowanie odpowiedniej funkcji dwoch zmiennych.
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4.1 Objetos¢ jako catka funkcji pol przekrojow

Jednym z zastosowarni calki jest obliczanie objetosci bryt poprzez sumowanie poél ich przekrojow. Idea
tej metody jest bezposrednim rozwinieciem starozytnej metody wyczerpywania: zamiast sumowaé ob-
jetosci skoniczonej liczby elementoéw, przechodzimy do granicy sum.

Twierdzenie. Niech A(x) oznacza pole przekroju bryly pltaszczyzng prostopadtq do osi Ox na wyso-
kosci x i niech bryta zawiera sie miedzy ptaszczyznami x = a i x = b. Jezeli funkcja A jest catkowalna
w przedziale [a,b], to objetosé bryly wyraza sie wzorem:

V:/abA(x) da.

Twierdzenie to wynika bezposrednio z definicji calki oznaczonej jako granicy sum Riemanna [4]
(patrz: Rozdzial 5.2 Definition 2 - suma Riemanna oraz Rozdzial 6.2, Definition of volume - powyzsze
twierdzenie).

Istotnie, dzielac przedzial [a,b] na male podprzedzialy dtugosci Ax;, objetosé cienkiej warstwy
bryly odpowiadajacej danemu przedziatowi mozemy przyblizy¢ przez:

Sumujac objetosci wszystkich warstw otrzymujemy:

n

i=1

Przechodzac do granicy przy dtugosci podziatu dazacej do zera dostajemy:

Ax;—0

n b
V= lim ZA(aci)A:Ei :/ A(z) dz.
i=1 a

Przejdziemy teraz do obliczenia objetosci ostrostupa.

Rozwazmy ostrostup o wysokosci h oraz polu podstawy P,. Przecinamy go plaszczyzng réwnolegla
do podstawy na wysokosci x, gdzie:
0<z<H.

Otrzymany przekroj jest figura podobna do podstawy ostrostupa. Wynika to z faktu, ze plaszczy-
zna przekroju jest rownolegla do plaszczyzny podstawy, a odpowiadajace sobie krawedzie pozostaja
proporcjonalne.

Skala podobienstwa przekroju do podstawy wynosi:

H—=x
T

Poniewaz pola figur podobnych skaluja sie z kwadratem skali podobienistwa, pole przekroju na

wysokosci x wynosi:
() H-—z\>
“ P H ’

Korzystajac z poprzedniego twierdzenia otrzymujemy:

H 2 H
H—=x P 9
V:/O Pp( - )dx:HI;/O (H —2)? da.

Wprowadzamy podstawienie:

uw=H —x.

Woéwecezas:
du = —dz.
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Zmieniaja sie réwniez granice catkowania:
r=0=>u=H,

r=h=u=0.

Otrzymujemy:
P, [° p, [ P,u?H P, H?
V=22 2(_d :J/ 2du= P~ | =P .
Haé“( W=z ) Y myl, T
Ostatecznie: )
V - gPpH.

Przedstawione rozumowanie mozna w analogiczny sposob przeprowadzié¢ dla stozkéw o dowolnej
podstawie, w tym takze stozkéw kotowych.

4.2 Objetos¢ jako calka z funkcji dwéch zmiennych

Do obliczenia objetosci ostrostupa mozemy uzyé alternatywnej metody.
Rozwazmy ostrostup o podstawie zdefiniowanej w nastepujacy sposob:

D={(z,y): 0<z<a NO<y<g(a)},

gdzie g(x) = —gac +0b, a <0, b>0, patrz Rysunek 1.

)

y

L ks

Rysunek 14

Jego wysokosé oznaczmy przez H. Natomiast wierzcholek ostrostupa znajduje sie nad wierzchotkiem
trojkata w podstawie, nie przy kacie prostym a doktadniej nad punktem A = (a, 0, 0), patrz Rysunek 15.
W ten sposéb otrzymujemy ostrostup, o dowolnej wysokosci, ktory jako podstawe ma dowolny trojkat
prostokatny, ale ktorego wierzchotek znajduje sie nad jednym z wierzchotkéw podstawy przy kacie
ostrym.

Funkcja opisujaca plaszczyzne ukosnej $ciany bocznej ma postaé:

f(xvy) = gﬂ:‘

Objetosé ostrostupa wyraza sie catka podwdjna:

a )
a H
V:// —x dy dz.
o Jo a

Najpierw obliczmy calke wewnetrzna;

*H —Za+b *H H [ b
V:/ —ay da::/ —x (—bx+b> da:z—/ (—xQ—i—bm) dx.
0 a y=0 0 a a a Jo a
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Rysunek 15

Calkujemy:
_H b a? x? |a _H ba® ba2 _H ba®  ba?
a a3 2 lz=o0 a a 3 2) a 3 2
Otrzymujemy:
H 1
V== ba? -.
a “ 6
Stad:
1
V = —-abH
6a
Poniewaz pole podstawy wynosi:
1
Pp = gab,
otrzymujemy ostatecznie:
1
V - g pH.

Uogolnienie wzoru na (prawie) dowolny ostrostup tréjkatny

Powyzsze rozwazania dotycza szczegbdlnego przypadku, gdzie podstawsa ostrostupa jest trojkat pro-
stokatny a wierzcholek tego ostrostupa znajduje sie nad wierzchotkiem trojkata w podstawie. Uogdl-
nimy te rozwazania do wszystkich ostrostupow trojkatnych, w ktorych wierzcholek znajduje sie nad
podstawa.

Uzasadnienie. Rozwazmy ostrostup, ktory w podstawie ma trojkat ostrokatny lub prostokatny ABC
a rzut wierzchotka S ostrostupa na ptaszczyzne podstawy znajduje sie wewnatrz trojkata ABC. Popro-
wadzmy odcinki laczace rzut wierzchotka z wierzchotkami tréjkata podstawy. W ten sposob dzielimy
trojkat ABC na sume trzech mniejszych trojkatow a ostrostup na sume trzech mniejszych ostrostupow
trojkatnych o wspolnym wierzchotku S. Poniewaz trojkat ABC' jest ostrokatny lub prostokatny, kazdy
z otrzymanych tréjkatow mozna dalej podzieli¢ wysokoscia na dwa trojkaty prostokatne. W kazdym
z nich prowadzimy wysoko$¢ opuszczona z wierzchotka bedacego rzutem punktu S patrz Rysunek 16.
W ten sposob wyjsciowy ostrostup ABC'S podzielilismy na 6 mniejszych szczegolnych (z trojkatem
prostokatnym w podstawie 1 wierzchotkiem nad jednym z wierzchotkéw podstawy przy kacie ostrym)
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ostrostupow, dla ktorych wzor na objetosé wyprowadziliSmy w tym rozdziale. Objetosé jest addytywna
wzgledem rozktadu bryly. Stad otrzymujemy :

1

Wzoér ten udowodnilismy dla ostrostupéw o podstawie bedacej trojkatem ostrokatnym lub prostokat-
nym, ktéorych rzut wierzchotka na plaszczyzne podstawy nalezy do wnetrza podstawy.

Rysunek 16

Rozwazmy teraz przypadek ostrostupa z tréjkatem prostokatnym w podstawie, gdzie rzut wierz-
chotka ostrostupa pada na jedna z krawedzi podstawy oraz analogiczny przypadek dla trojkata ostro-
katnego. Wtedy podobnie jak wyzej jesteSmy w stanie podzieli¢ podstawe na trojkaty prostokatne w
spos6b pokazany na rysunkach, a dalsze rozumowanie przebiega analogicznie:

e Rysunek 17 dla trojkata prostokatnego w podstawie ostrostupa, gdzie rzut wierzchotka ostrostupa
znajduje sie w wierzchotku podstawy przy kacie prostym,

o Rysunek 18: dla trojkata prostokatnego w podstawie ostrostupa, gdzie rzut wierzchotka ostrostupa
znajduje na przyprostokatnej,

o Rysunek 19: dla trojkata prostokatnego w podstawie ostrostupa, gdzie rzut wierzchotka ostrostupa
znajduje na przeciwprostokatnej podstawy.

o Rysunek 20: dla trojkata ostrokatnego w podstawie ostrostupa, gdzie rzut wierzchotka ostrostupa
znajduje na krawedzi podstawy,

W ten sposéb udowodnilismy wzor na objetosé ostrostupa dla szczegdlnych przypadkéw ostrostu-
pow. Rozwazane ostrostupy maja w podstawie trojkat prostokatny lub ostrokatny a rzut wierzchotka
ostrostupa pada na podstawe.

4.3 Wniosek

Otrzymany wynik pokazuje, ze metoda calkowania prowadzi do tego samego wzoru na objeto$é¢ ostro-
shupa, co metoda wyczerpywania. Rachunek catkowy stanowi zatem $cisty formalizacje intuicji znanych
juz w starozytnosci.
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Rysunek 17

Rysunek 18

Rysunek 19
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Rysunek 20
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5 Twierdzenie Pappusa-Guldina

W tym rozdziale za pomoca Twierdzenia Pappusa-Guldina, wyprowadzimy wzor na objeto$¢ stozka
kotowego.

Twierdzenie. (Pappusa-Guldina) [0/

Jesli obracamy ptaskq i spdjng (w jednym kawatku) figure F wzgledem osi lezqeej w tej ptaszezyznie
1 nie przecinajgcej wnetrza F, to objetosé powstajacej bryly jest iloczynem pola figury F i drogi jaka
przebyt jej srodek masy.

Zauwazmy, ze stozek prosty powstaje przez obrot trojkata prostokatnego wokol jednej z przypro-
stokatnych oraz, ze ta przyprostokatna nie przecina wnetrza tego tréjkata. Trojkat ten jest plaska i
spojng figura. Co za tym idzie mozemy obliczyé objetosé stozka prostego przy pomocy twierdzenia
Pappusa-Guldina.

Rysunek 21

Skorzystajmy z informacji, ze srodek masy trojkata to przeciecie jego srodkowych. Na Rysunku 21
zaznaczono go jako punkt S. Zauwazmy, ze przy obrocie figury, punkt ten porusza sie po okregu o
promieniu SS’. Do wyznaczenia tego promienia postuzymy sie nastepujacym twierdzeniem.

Twierdzenie.
Srodkowe trdjkgta przecinajg sie w jednym punkcie. Dzieli on kazdg z nich w stosunku 2:1 liczgc od
wierzchotka.

Zauwazmy, ze trojkaty CAC’ i C'S’S sg podobne, poniewaz katy ZCAC’ i ZCS'S sa proste, ZS'CS
i ZACC' to ten sam kat, a co za tym idzie katy ZCSS’ oraz ZC AC’ maja takg sama miare.
Dzigki tej obserwacji mozemy obliczy¢ dlugosé odcinka S’S:

|AC'| _|CC'| _ |CS|+|C'S] g |C'S]
|S'S|  |CS| |C'S| B |CS| -
Z twierdzenia o $rodkowych trojkata wiemy, ze ‘g;‘ = %, a co za tym idzie:
|AC'| 14 3
|s's| 2 27
40 =2 15'S],
/ 2 !
|SS|:§-|AC|.
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Poniewaz odcinek CC’ jest srodkowa trojkata to dlugosé odcinka AC’ stanowi polowe dlugosci
odcinka AB. Stozek, ktorego objetosé chcemy obliczyé, powstaje przez obrot trojkata ABC wokot
przyprostokatnej AC. Nazwijmy wiec AB promieniem R tego stozka, a bok AC jego wysokoscia H.

Wowcezas mamy zaleznosé:
2 1 1
--—-R=-R.
3 2 3
Wiemy juz, ze droga jaka przechodzi punkt S przy obrocie trojkata ABC jest okregiem o promieniu
|S’S]. Jej dtugosé wynosi:

|S'S| =

1
27 - |S'S| =27 - gR.
Obliczmy objetosé¢ stozka, postugujac sie twierdzeniem Pappusa-Guldina.

1 |AB| - |AC| 1 R-H 1 1,
V=P 2n--R=—+——27r--R=——-27--R=-wR*-H .
ABC TNy 2 "3 R S
Zauwazmy, ze mR? to pole podstawy stozka kotowego, a co za tym idzie w tym przypadku objetosé
Wynosi:
1
-3

W ten sposéb wyprowadziliSmy wzor na objetosé stozka kotowego. Nie mozemy uzyé tego toku
rozumowania do wyprowadzenia wzoru na objetos¢ ostrostupa. Jednak wiemy, dzieki zasadzie Cavalie-
riego, ze mozemy poznaé¢ objeto$¢ ostrostupa znajac objetosé¢ stozka, gdy ich pola podstaw i dlugosé
wysokosci sg takie same.

V=_PH.

6 Prawdopodobienstwo

W tym rozdziale zaprezentujemy sposéb na wyprowadzenie wzoru na objetosé stozka kotowego wyko-
rzystujac metody probabilistyczne, a w szczegolnosci pojecie prawdopodobienistwa warunkowego oraz
catkows formule na prawdopodobienstwo calkowite.

Rozwazmy doswiadczenie losowe, w ktorym jednostajnie losujemy punkty z walca opisanego na
stozku A. Wtedy zbiorem zdarzen elementarnych bedzie

Q= {(z,y) € R? : 2 + y* < R?*} x [0, H],

gdzie R to promieri podstawy stozka A, a H jego wysoko$é. Niech A bedzie zdarzeniem losowym,
polegajacym na tym, ze wylosowany punkt znajduje sie w stozku A.
Wtedy zachodzi nastepujaca zalezno$é¢ miedzy prawdopodobieristwem a stosunkiem objetosci A i €2

Z tego wynika, ze jezeli bedziemy znali wartos¢ P(A) to bedziemy mogli wyznaczy¢ wzor na objetosé
stozka. Skupmy sie wiec na tym.

Mozemy sprawdzaé czy wylosowany punkt (x,y, z) znajduje sie w stozku, patrzac najpierw na wspot-
rzedna z, a nastepnie sprawdzajac, czy punkt (x,y, z) znajduje sie w poziomym przecieciu stozka na
wysokosci z. Przekrojem tym jest koto o srodku w (0,0, z) i promieniu 7(z).

Dlugosé promienia tego kola zalezy od wysokosci na ktérej sie znajduje. Na Rysunku 22 mamy
zaleznoéé: |AB| = R, |DE| = r(z), |AC| = Z i |AD| = z. Zauwazmy, ze katy ZCAB i ZCDE sa
katami prostymi, LZACB i ZDCE to ten sam kat, a co za tym idzie katy Z/CBA i ZCED maja ta
sama miare. Skoro katy w trojkatach ABC i DEC sa takie same, to trojkaty te sa do siebie podobne.
Mozemy zatem obliczy¢ wzor na r(z) w nastepujacy sposob:

ICD|  |DE|
|CA| — |AB|”

23



Rysunek 22
Ho: 1)
H R’
o2 )

H R’

R(l—%):T(z).

Niech Z bedzie zmienna losowa, ktorej warto$é to wspolrzedna z-towa wylosowanego punktu (z,y, 2).
Jej wartosci, tak jak wspolrzednej z, znajduja sie w przedziale [0, H].

Poniewaz jednostajnie losujemy punkt z walca, a walec ma produktowa posta¢, rozktad Z jest jed-
nostajny na przedziale [0, H]. To oznacza, ze gestosé Z wynosi fz(z) = .

Obliczmy, dla danej wspotrzednej z, jakie jest prawdopodobienstwo, ze wylosowany punkt znajduje
sie w poziomym przecieciu stozka na wysokosci z. Oczywistym jest, ze zachodzi rownosé miedzy owym
prawdopodobienistwem, a stosunkiem pola poziomego przeciecia stozka i poziomego pola przeciecia
walca na wysokosci z:

2
P(A|Z = 2) = W'T(Z)Q _ W'((lii)'R) _ (1_3)2 '
7w R? T R? h

Fakt. Obliczanie prawdopodobienstwa za pomoca warunkowania [5] .

oo

P = [ PAIB=b) fa0) b

—0o0

gdzie A to zdarzenie losowe, B to cigglta zmienna losowa, a fg(b) to gesto$é prawdopodobiernstwa
zmiennej losowej B
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Wiedzac to mozemy obliczyé¢ prawdopodobieristwo zdarzenia A:

oo

P(A) = / P(A| Z =2) fz(2) dz

— 00

:/}P’(A|Z:z)‘%dz:

(=)

h
1 1 5, 14 1 1 1 5, 1.4 1
= . |z==. L= = Z (h=Z.p24pd. =) =
h(z S h2)0 h< R
1 1 1
=—-lh—h+zh| = =
h( +3) 3
Zatem wracajac do zaleznosci z poczatku rozdziatu:
1 V(4
P(A) = - = —=
W=3=7m
1
1 2
V(A):g’]TR,

W tym rozdziale wyprowadzaliémy wzor na objeto$¢ stozka kotowego. Jednak mozemy zastosowaé
ten sam pomyst dla kazdego innego stozka. Musimy tylko zna¢ wysokosé oraz byé w stanie obliczyé
pole poziomych przecie¢ stozka i walca opisanego na tym stozku.
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