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1 Wstep

Ptatek Kocha nalezy do klasycznych przyktadow figur fraktalnych powsta-
jacych w wyniku nieskoriczonego procesu iteracyjnego. Zostal opisany po raz
pierwszy w pracy ,Sur une courbe continue sans tangente obtenue par une
construction géométrique élémentaire” przez Helgego von Kocha w roku 1904.
Konstrukcja ptatka Kocha prowadzi do otrzymania figury ograniczonej przez
krzywsa o nieskonczonej dtugosci i posiadajacej skoriczone pole.

Celem niniejszej pracy jest obliczenie miary Jordana ptatka Kocha poprzez
dokladne podzielenie ptatka Kocha na tréjkaty, ktére parami na siebie nie za-
chodza. Istnieje wiele artykuléw po$wieconych obliczaniu miary Jordana, na
przyktad [3] ksiazka [5], maja one jednak tylko pogladowy charakter, nato-
miast w niniejszej pracy wszystko jest przedstawione precyzyjnie i Scisle.

W pracy wprowadzono odpowiedni system oznaczeni indeksujacych odcinki oraz
zwiazane z nimi tréjkaty réwnoboczne powstajace w kolejnych iteracjach kon-
strukcji. Pozwolilo to na precyzyjne formutowanie i dowodzenie wtasnosci roz-
wazanych figur geometrycznych, ktore w dalszej czeci pracy beda wykorzysty-
wane do obliczenia miary Jordana ptatka Kocha.

Ostatni rozdziat pracy zostal poswiecony mierze Jordana ptatka Kocha. W tym
celu skonstruowano ciagi figur wielokatnych przyblizajacych platek Kocha od
wewnatrz i od zewnatrz. Pozwolito to na udowodnienie mierzalnosci ptatka Ko-
cha w sensie Jordana oraz wyznaczenie doktadnej wartosci jego pola.

Rysunki znajdujace sie w pracy sa generowane za pomoca narzedzi sztucznej
inteligencji.



2 Konstrukcja ptatka Kocha

Intuicyjna konstrukcja ptatka Kocha polega na iteracyjnym modyfikowaniu
kazdego odcinka wyjsciowej figury wedlug tego samego schematu. W pierw-
szym kroku jako figure poczatkowa przyjmujemy trojkat rownoboczny. Kazdy
jego bok dzielimy na trzy réwne czesci, nastepnie usuwamy srodkowa czesé i
w jej miejsce wstawiamy dwa odcinki tworzace boki trojkata rownobocznego
zbudowanego na usunietym fragmencie - tak, aby ten trojkat byt skierowany na
zewnatrz pierwotnego trojkata. Zatem kazdy bok tréjkata zostaje zastapiony
tamang zlozona z czterech odcinkéw. W kolejnym kroku analogiczna operacje
stosujemy do kazdego odcinka powstalego w poprzedniej interacji to znaczy
dzielimy kazdy odcinek na trzy réwne czesci, nastepnie usuwamy sSrodkowsg,
czes¢ 1 w jej miejsce wstawiamy dwa odcinki tworzace boki tréjkata rowno-
bocznego zbudowanego na usunietym fragmencie i skierowanego na zewnatrz.
Ptatek Kocha to suma rosnacej rodziny figur ograniczonych ciggiem opisanych
tamanych.

2.1 Ciagi indekséw i rodzina odcinkéw.

Aby zdefiniowaé precyzyjnie ptatek Kocha wprowadzimy najpierw caly sze-
reg pomocniczych obiektow i oznaczen.
Wprowadzmy zbioér I* wszystkich skonczonych ciagéw indekséw w nastepu-
jacy sposob. Definiujmy zbior indekséow I = {1,2,3,4} oraz zbior bazo-
wy bokow B = {AB,BC,AC} pewnego trojkata réwnobocznego AABC.
Dla kazdego k& € Z7% definujemy zbiér wszystkich ciaggow dlugosci k
o wyrazach z L. I* = {(i1,...,ix) : i; € Idlaj € {l,...,k}}.
Wowczas zbiér ciggéow o dlugosci k przypisanych do bokéw definiu-
jemy jako: Ij = {(i1,...,ir)s : (i1,...,ix) € I*,0 € B}. Ponadto okreslmy

I = :lel k- Ponadto, dla ustalonego boku ¢ € B wprowadzamy oznaczenia

I¥ = {(i1,. . ,in)o : (i1,...,ix) € I*} oraz I* := Urs1 Ik

Dla ustalonego boku o € B, elementy postaci (i1,...,ik)e € I bedziemy
wykorzystywaé¢ do oznaczania pewnej rodziny odcinkéw oraz do indeksowania
dwoch rodzin trojkatow: Ti;, | i), oraz Aq, i), -

Opiszemy teraz rodzine odcinkoéw przypisanych do elementow z Ii,. Wyjscio-
wy trojkat rownoboczny AABC nazwijmy §)g. Rozwazmy bok AB z wyjscio-
wego trojkata rownobocznego y. W pierwszym kroku konstrukeji, czyli dla
k = 1, dzielimy odcinek AB na trzy réwne czesci. Srodkowa czesé usuwamy
i zastepujemy ja dwoma bokami tréjkata réownobocznego zbudowanego na tej
czesci, lezacego na zewnatrz trojkata AABC. W ten sposob otrzymujemy ta-
mang ztozong z czterech rownych odcinkow. Oznaczamy je kolejno przez (1) ap,
(2)aB, (3)as, (4)ap (patrz Rysunek . Analogicznie postepujemy z pozosta-
tymi bokami BC oraz AC wyjsciowego trojkata.

Figura € to figura ograniczona tamang zamknieta utworzona ze wszystkich 12
odcinkow (i), € I;.

Dla kazdego j € I odcinek (j) ap w nastepnym kroku przeksztalcamy w ten sam
sposob. Dzielimy go na trzy réwne czesci, srodkowa czesé usuwamy i zastepu-
jemy ja dwoma bokami trojkata rownobocznego zbudowanego na tej czeéci na
zewnatrz figury ;. Otrzymane cztery rowne odcinki oznaczamy kolejno przez



(j,Dar, (4,2)aB, (4,3)aB, (j,4) ap. Analogicznie postepujemy z pozostalymi
bokami BC oraz AC' wyjsciowego trojkata.

Figura 9 to figura ograniczona lamana zamknieta utworzona ze wszystkich 48
odcinkow (3, j), € Io.

Indukcyijnie, dla kazdego k € Z* oraz kazdego ciagu (i1,...,i;) € I*, odci-
nek oznaczony przez (ii,...,ir)ap przeksztalcamy analogicznie. Dzielimy go
na trzy réowne czesci, srodkowa cze$é usuwamy i zastepujemy ja dwoma bo-
kami trojkata réwnobocznego zbudowanego na tej czeSci na zewnatrz figury
Q uzyskanej z wyjsciowego trojkata w k—tym kroku. Otrzymane cztery row-
ne odcinki oznaczamy przez (i1, ..., ik, 1) an, (i1, -,k 2)aB, (i1, -, ik, 3) AB,
(i1, ... ,ik,4) ap. Analogicznie postepujemy z pozostalymi bokami trojkata wyj-
sciowego BC' oraz AC. Wtedy definiujemy €1 jako figure ograniczona la-
mana zamknieta utworzona ze wszystkich odcinkow (iq,..., 4k, ikt1)s, gdzie
o € {AB,BC,AC} oraz (iy,..., i, iks1) € IFT1. W szczegdlnosci, zachodzi
nastepujacy fakt.

Fakt 2.1. Liczba odcinkéw tamanej ograniczajacej figure Qi wynosi 3 - 4%,

Powyzszy sposob oznaczania odcinkow (i1,...,10), rozszerzamy takze na
same odcinki AB, BC'i AC, stosujac do nich oznaczenie (&) ap, (&) pc i (D)ac
odpowiednio. Symbol (&) nawiazuje tu do ciagu indeksow dtugosci k = 0.

2.2 Rodzina tréjkatow rownobocznych i definicja ptatka
Kocha.

Definicja 2.2. Trojkat T(g),, to trojkat rownoboczny nadbudowany na od-
cinku AB = (@) ap, czyli trojkat ktorego jeduym bokiem jest sSrodkowy odcinek
podziatu AB na trzy rowne czesci, za$ dwa pozostale boki to odcinki (2)4p
i (3)ap (patrz Rysunek . Analogicznie trojkat T(;, .. i), to trojkat row-
noboczny nadbudowany nad odcinkiem (i1, ...,ix)ap, ktorego dwoma bokami
sa odcinki (i1,...,ik,2) ap oraz (iy,..., ik, 3) ap. Analogicznie dla bokow BC' i
AC wprowadzamy odpowiadajace trojkaty 1(;, .. dla o € {BC, AC}.

Sik)o

D

(2)4B (3)aB

T (g)
()5 " (4) a5

P 0 B
(0)ap = AB

(>

Rysunek 1:



Definicja 2.3. Platek Kocha P to suma mnogosciowa trojkata bazowego
Qg = AABC oraz wszystkich trojkatow nadbudowanych w nieskoriczonym pro-
cesie iteracji:

P=QyU U T(g)o_ @] U T(ih---,ik)o
o€{AB,BC,AC} (i1,evin) "
E>1

2.3 Rodzina tr6jkatéw réwnoramiennych i wlasnosci obu
rodzin trojkatow.

Niech D bedzie punktem takim, ze trojkat AABC' jest rownoramienny o
podstawie AB, LADB = 120° oraz D lezy na zewnatrz wyjsciowego trojka-
ta réownobocznego AABC. Zauwazmy, ze punkt D jest wtedy wierzchotkiem
trojkata T(gp),, (patrz Rysunek.

W Twierdzeniu pokazemy, ze dla kazdego k € Z™* oraz kazdego ciagu
(i1,...,ik)AB € Iff\B zachodzi T;, . C AABD.

ik)AB

A (g P Q S B

Rysunek 2:

Definicja 2.4. Niech AB bedzie bokiem tréjkata poczatkowego. Definiujemy
rodzing trojkatow Ag, ., dla (i1,...,ik)ap € I%5, k > 1. Dla kazdego
(i1, ir)aB € I g, trojkat Ag,  iy)ap jest trojkatem rownoramiennym po-
dobnym do AABD, ktorego podstawa jest odcinkiem (i1, ...,i;)ap oraz ktory
zawiera trojkat A, majac z nim wspélny wierzcholek (patrz Rysunek

3).

W szczegblnym przypadku gdy k = 1 trojkaty postaci: Ay, , :j € I sa
pokazane na Rysunku

Sik)AB?

Uwaga 2.5. Dla kazdego ciagu (i1, -,ik)AB zachodzi
T, .. CAg,,

ik)AB cik)AB*

Jest to wlasnosé analogiczna do faktu, ze APQD na Rysunku [2| zawiera si¢
w trojkacie AABD (patrz tez Rysunek .
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Tir,e.rii)s

A(il ----- ik,4)0

Agy,...ip1)0

(%1,-. ik, 1)0 (i1 -y%K,4)0

N
(’il,...,ik)(f

Rysunek 3: trojkat A, .
Ay,

1 zawarte w nim trojkaty T(;, . oraz

ik)o Sik)o

ikd)o

Lemat 2.6. Dla kazdego (il,...,z‘k)ABEIf,B oraz dla kazdego

(i1, yikyikt1)AB € Iffjgl zachodzi Ag, . iyini)as C D(iv,.in)an- Analo-
giczna wtasnosé zachodzi tez dla bokow AC i BC'.

Dowdd. Patrz Rysunek [3] O
Lemat 2.7. Dla kazdego (i1, ...,ix) ap € 1% 5 zachodzi Ay, inyan C DAABD.

Analogiczna wtasnosé zachodzi tez dla bokow BC i AC.
Dowdd. Krok bazowy. Dla k = 1 z konstrukeji mamy (patrz Rysunek , ze

Agiyay C AABD dlai€ 1.

Krok indukcyjny. Zalézmy, ze dla pewnego k& N oraz kazdego
(i1,..-,ix)ap € I% 5 zachodzi

Aiy,inyas C AABD.
Wezmy dowolny ciag (i1, . .. ,ix,ir+1)ap € 55 Z Lematu [2.6) mamy
A(ilwwsikyik-f—l)AB C A(il,...,ik)AB-

7 zaltozenia indukcyjnego otrzymujemy

A, C AABD,

.ik)AB

a wiee Agipins)as C DABD.
Na mocy zasady indukcji matematycznej A, iy, C AABD dla wszyst-
kich k. i

Lemat 2.8. Dia kazdego (i1,...,ix)aB € IE\B oraz dla kazdego m < k zachodzi
Ay, C A Analogiczna wtasnosé zachodzi tez dla bokéw BC

Sik)AB i1,0yim)AB "



Dowdd. Krok bazowy. Dla kK = 1 mamy tylko m = 1, wiec

Ainyas CAuy)

AB)

co jest oczywiste.
Krok indukcyjny. Zalézmy, ze dla pewnego k &€ N oraz

(i1,...,ix)aB € I* i kazdego m < k zachodzi
Aliy,inyas C Din,im)an-
Wezmy dowolny ciag (i1, .. ,%k, ik+1)AB € [ﬁ? oraz m < k + 1.

Przypadek I. m = k + 1. Wtedy

A(i1,~~,ik,ik+1)AB - A(i1>~~~,ik,ik+1)AB )

co jest oczywiste.
Przypadek II. m < k. Z Lematu 2.6] mamy

A(“’_ C A(

csikyik+1)AB 1,0k ) AB "

7 zatozenia indukcyjnego otrzymujemy

A(ihm,ik)AB - A(ihm,im)AB'
7 przechodniosci inkluzji dostajemy
A(ilv“'vikvikH»l)AB - A(ila-uvim)AB'

kazdego

Na mocy zasady indukcji matematycznej teza zachodzi dla wszystkich k

oraz wszystkich m < k.

O

Twierdzenie 2.9. Dia kazidego k € N oraz dla kazdego ciggu indeksow
(i1,...,ix)aB € I% 5 trdjkat réwnoboczny Tiy,...in)ap Jest zawarty w trdjkqcie
C AABD (patrz Rysunek .

ANABD, tan. T(;, ..

ik)AB

Rysunek 4:



Dowdd. Na mocy Uwagi[2.5|dla kazdego ciagu indeksoéw (i1, . .., ix) ap zachodzi

Tiy,oi)an C Diy,sin) ans
oraz na mocy Lematu [2.7] otrzymujemy
Tiir,.it)as C Air,in)as € DABD.
O
Twierdzenie 2.10. Dla dowolnego (i1, .. .,ix) ap oraz dowolnego przediuzenia
(i1 v vy ihyennyim) dlam >k zachodzi T(;, .. i yan C Dir,esin) an -

Dowdd. Niech (iy,...,i) € I*¥ oraz (iy,...,im) € I™ bedzie jego przedtuze-
niem, gdzie m > k.

Z Uwagi wynika, ze dla kazdego ciagu (i1, ..., im) trojkat T(;, .
jest zawarty w trojkacie A, . tzn.

'yiHL)AB

Sim)AB?

T(ilwwsim)AB - A(il,‘.

im)AB*

Ponadto, na mocy Lematu dla m > k zachodzi inkluzja

A(il,m,im)AB C A(il,m,ik)AB :

Laczac powyzsze zaleznosci oraz korzystajac z przechodniodci relacji zawierania,
otrzymujemy

Zatem
C A(il,..

i15-ym ) AB Sik)AB*

O

2.4 Rozlacznosé wnetrz tréjkatow z definicji ptatka Ko-
cha.

W tym podrozdziale pokazemy, ze tréjkaty réwnoboczne sumujace sie zgod-
nie z Definicja 2.3 do platka Kocha maja parami rozlaczne wnetrza tzn. parami
na siebie nie zachodza. Zaczniemy od nastepujacej wstepnej prostej obserwacji,
ktorej dowod pomijamy.

Lemat 2.11. Trojkaty A1), p A@)an> A@)an D) s Maje parami roztgezne
wnetrza, czyli nie zachodzg na siebie (patrz Rysunek @) Podobnie, dla kazdego

(Z‘17 crt /Lk‘) tro’jkqty A(ih...,ik,l)AB ) A(il,...7ik72)AB ) A(i],...,ik,3)AB ) A(i17...,ik,4)AB
parami na siebie nie zachodzq (patrz Rysunek @ Analogiczne wtasnosci za-
chodzq dla bokow BC i AC trdjkgta ANABC.

Definicja 2.12. Powiemy, ze ciag (i1,...,%%) jest prefiksem ciagu
(il, R A 7 B ,’L'm) gdy k < m.
Twierdzenie 2.13. Dla dowolnych dwdch réznych ciggéw indeksow z I},
dtugosci k,m > 1
(i1, -yik)ap # (J1s- -, Jm)AB
zachodzi
int(T(ih“ n int(T(jla--<7j1n)AB) = 0.

Analogiczna wtasnosé zachodzi tez dla bokow BC i AC.

-7ik)AB)



Dowdd. Rozwazmy dwa przypadki.

Przypadek 1. Ciagi (i1,...,ix)a oraz (ji, .. ., jm)Ap r0Znia sie na pewnej
pozycji, tzn. istnieje najmniejsze r takie, ze
ir 7 Jr

Wowczas (i1, ...,ir—1)AB = (J1,---,Jr—1)aB. Wtedy trojkaty Ag, .. )., Oraz
Agy,....jn)ap 53 nadbudowane na réznych sposrod czterech odcinkéw powstatych
w wyniku konstrukeji z odcinka (i1,...,4.-1)ap, a wiec na mocy Lematu m
ich wnetrza sa roztaczne:

int(A(ih-u,ir)AB) n int(A(j1,~~7jr)AB) =0.
Poniewaz na mocy Twierdzenia

T(il,.. C A( oraz T(]l, C A(Jh

ik)AB i1,0yir) AB Jm)AB wJr)AB)

otrzymujemy

int(T(in- ) N int(T(jlv--wjm)AB) =0.

Sik)AB

Przypadek II. Ciagi nie réznia sie na zadnej wspolnej pozycji, tzn. jeden z
nich jest prefiksem drugiego. Bez straty ogolnosci zalozmy, ze (i1, ...,ik)ap =
(1, -5 Jm)aB, kE <m.

Na, mocy Twierdzenia @ oba trojkaty T(;, .
zawarte w tym samym trojkacie Ag, i )ag-

Z konstrukcji wynika, ze w kolejnym kroku odcinek (i1,...,i5)aB
jest  zastapiony  tamana  skladajaca sie z  czterech  odcinkéw
(i1, ik d)a : J €4{1,2,3,4}, a na tych odcinkach nadbudowane sa

Lik)ap OTAZ T(jl;-~7jm)AB Sq

trojkaty Ag,,..ing)as 2 J € 11,2,3,4}. W szczegolnodci trojkat T(j,. .. . )an
jeSt Za‘wa’rty w jednym Z tréJkaétéw A(il,...,ik,l)ABa A(il,...,ik,Q)ABv (215--ik,3) AB?
Ay, ip4)aps & ten jest rozlaczny z wnetrzem trojkata T(;, . 4,.),, (patrz
Rysunek [3]).

Zatem int(T(ilwu,ik)AB) N int(T(jl,-~~7jm)AB) = @

W obu przypadkach otrzymujemy teze. O

Twierdzenie 2.14. Kazde dwa tréjkqty wystepujace w Definicji[2-3 majq roz-
taczne wnetrza.

Do udowodnienia powyzszego Twierdzenia[2.14] bedziemy potrzebowac kilka
uwag znajdujacych sie ponizej.

Uwaga 2.15. Argument z powyzszego przypadku II w dowodzie Twierdzenia
obejmuje takze zaleznos¢ int(T(g),,) Nint (T, . i) ap) = 0.

Uwaga 2.16. Wszystkie trojkaty T, .. i.).p, gdzie k& > 0, nie zachodza na
trojkat AABC = Q. Analogiczna wlasno$é zachodzi tez dla bokow BC i AC.
Dowdd. Na mocy Uwagi 2.5 kazdy trojkat T

W1yerin) AB jest zawarty w pewnym

trojkacie A, . i) ap- Na mocy Twierdzenia mamy
TUh---Jk)AB C A(il,.,.,ik)AB C NABD.

10



Trojkaty AABC oraz AABD maja roztaczne wnetrza, zatem réwniez

int (T} ) Nint(AABC) = 0.

1,50k )AB

O

Uwaga 2.17. Trojkaty typu A powstajace na roéznych sposrod bokow AB,
BC i AC trojkata AABC maja parami roztaczne wnetrze. Dokladniej dla
dowolnych (i1,...,ix) € I*, (j1,..-,jm) € I* oraz (I1,...,l,) € I* trojkaty

Ay ,it)ans DGrjm)se OTZ A, 1)40 Maja parami rozlaczne wnetrza.

Dowdd. (patrz Rysunek [5| ponizej).
Whetrza trojkatow AABD oraz ABEC sa roztaczne:

int(AABD) Nint(ABEC) = 0.
Whetrza trojkatow ABEC oraz AAFC sa roztaczne:

int(ABEC) Nint(AAFC) = .
Whetrza trojkatow AABD oraz AAFC sa roztaczne:

int(AABD) Nint(AAFC) = .

B

Rysunek 5:

11



Na mocy Lematu@mamy Ag,,.. C AABD, Ag,...iype € ABCE

k) AB P1yeees

1AG . inae C DACF. Wiemy, ze wnetrza trojkatow AABD, ABCE, AACF
sq parami roztaczne. Stad trojkaty Aq, i)ass Din,iv)ses Din,..in) ac MAJA
parami rozltaczne wnetrza. O

Dowdd Twierdzenia[2.1]} Na mocy Twierdzenia oraz Uwag i
dowolne dwa trojkaty wystepujace w Definicji[2.3| maja rozlaczne wnetrza.
0

12



3 Miara Jordana

W niniejszym rozdziale wprowadzamy pojecie miary Jordana dla zbioréw
ograniczonych w R? oraz zastosujemy miare Jordana do obliczenia pola ptatka
Kocha.

3.1 Definicja miary Jordana

Definicja miary Jordana jest w podobny sposob opisana w ksiazce [4] w
Rozdziale 22.1 (str.336-338).

Definicja 3.1. Figura ograniczona na plaszczyznie nazywamy zbior F C R?,
ktory jest zawarty w pewnym prostokacie.

Definicja 3.2. Figura wielokatna nazywamy skoiiczong sume wielokatéw do-
mknietych.

Definicja 3.3. Polem figury wielokatnej W nazywamy liczbe P(W) otrzymana
przez rozkltad W na skoriczona sume tréjkatéow o parami roztacznych wnetrzach
i zsumowanie ich pol.

Definicja 3.4. Niech A bedzie dowolnym ograniczonym podzbiorem plaszczy-
zny. Miara wewnetrzna Jordana zbioru A to supremum pél figur wielokatnych
zawartych w A natomiast miara zewnetrzna Jordana zbioru A to infimum pol
figur wielokatnych zawierajgcych A.

Dla rozstrzygniecia mierzalno$ci zbioru, oraz dla wyliczenia jego miary, be-
dziemy postugiwaé sie nastepujacym twierdzeniem zaczerpnietym z wyktadu

.

Twierdzenie 3.5. Niech A bedzie ograniczonym zbiorem na plaszczyinie.
Niech Z, bedzie ciggiem figur wielokgtnych zawierajgcych A, zas W, bedzie
ciggiem figur wielokgtnych zawartych w A, i zatézmy, zZe zachodzi warunek

lim [P(Z,) — P(W,)] = 0.

n—00

Wowczas zbior A jest mierzalny, a jego miara Jordana to

my(A) = lim P(W,)= lim P(Z,)

n—oo n—r oo

(obie granice istniejq i sq réwne).

3.2 Przyblizenia wielokatne ptatka Kocha

Zdefiniujmy ciag przyblizen wielokatnych platka Kocha od wewnatrz. W
tym podrozdziale bedziemy korzystaé z literatury [2].

Definicja 3.6. Figura ,, jest figura wielokatng powstala po n krokach
konstrukcji ptatka Kocha sktadajaca sie z sumy trojkata poczatkowego
ANABC = Q) oraz wszystkich trojkatow réwnobocznych nadbudowanych nad
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odcinkami kolejnych tamanych €2 na etapach konstrukeji od kroku 1 do kroku
n wlacznie:

Q, =QU U Te), U U T,
o€{AB,BC,AC} (ivyenyir)EIT
1<k<n

Zdefiniujmy teraz ciag przyblizen wielokatnych ptatka Kocha od zewnatrz.

Definicja 3.7. Figura Z,, jest suma €2,, oraz trojkatéw rownoramiennych A
zbudowanych nad wszystkimi odcinkami tamanej ograniczajacej 2y,:

Zn = Qn U U U A(il,...,in)(7
oc€{AB,BC,AC} (i1,.../in)EI*

Bedziemy stosowaé przyblizenia wielokatne platka Kocha P od wewnatrz:
Qo, 1,9, ..., a od zewnatrz: Zy, Z1, Za, ... (patrz Rysunek |§| ponizej).

Qo 0 Qo

[N NLES
AR

Rysunek 6: Przyblizenia wewnetrzne i zewnetrzne ptatka Kocha.

Lemat 3.8. Dia kazdego n € N zachodzi
Q,cPcCz,

Dowdd. Na mocy Definicji [3.7] zbior Z,, otrzymujemy przez sume figury €,
oraz trojkatow rownoramiennych A, ;.. , gdzie 0 € {AB,BC, AC}. Na
mocy Twierdzenia dla kazdego ciagu indeksow (i1,...,%,), oraz kazdego
jego przedtuzenia (i1,...,%m)s, gdzie m > n, zachodzi



Wynika stad, ze kazdy trojkat nadbudowany w dalszych krokach konstrukcji
platka Kocha jest zawarty w odpowiednim trojkacie A, . ;.), nalezacym do
figury Z,. Stad wynika, ze P C Z,. Na mocy Definicji oraz na mocy
Definicji mamy, ze wszystkie trojkaty sktadajace sie na €, zawieraja sie w
platku Kocha P. Stad mamy €),, C P. Zatem otrzymujemy €2, C P C Z,,. O

Zastosujmy Twierdzenie do zbioru P, ciagu przyblizen wewnetrznych
), oraz ciggu przyblizeri zewnetrznych Z,. Zgodnie z tym twierdzeniem, jesli
wykazemy, ze

n—oo
to ptatek Kocha P bedzie mierzalny w sensie Jordana oraz beda zachodzié¢
rownosci

my(P)= lim P(Q,)= lim P(Z,).

n—oo n—oo

Roznica Z,, \ Q, jest zawarta w sumie trojkatow rownoramiennych Ag, 5 v,
nad odcinkami brzegu figury €2, (patrz Rysunek @ Korzystajac z Faktu
wiemy, ze liczba odcinkéw wynosi 3 -4". Kazdy z tych tréjkatéow réwnoramien-
nych jest podobny do trojkata A (g , w skali % Jezeli R oznacza pole takiego
trojkata nad bokiem trojkata AABC = (), to pole kazdego trojkata Ag, . ;.

wynosi R - 9%. Otrzymujemy

1 4\"
Poniewaz (%)n — 0, gdy n — oo stad mamy 3R (%)n — 0. Z twierdzenia o
trzech ciagach dostajemy
lim (P(Z,) — P(Q,)) =0.

n—oo

Z Twierdzenia [3.5] wynika, ze platek Kocha P jest mierzalny w sensie Jordana.
Teraz wyliczymy miare Jordana ptatka Kocha P.

Twierdzenie 3.9. Jesli pole trojkgta AABC = Qg oznaczymy przez S, to
8
mJ(P) = gSO

W szczegdlnosci, jezeli bok trojketa NABC = Qy ma diugosé a, to Sy = ?aa

wiec

_8 V323,

5 4 5
Dowdd. Niech Sy := P(£p). Korzystajac z Faktu wiemy, ze w kazdym
kroku k € Z*, czyli przechodzac od Qy, do Q1 1, nadbudowujemy na bokach
3-4F=1 trojkatow réwnobocznych. Kazdy z nich ma bok réwny 3% boku trojkata
poczatkowego, wiec jego pole wynosi g—g. Na mocy Twierdzenia sktadowe
trojkaty maja parami roztaczne wnetrza stad pole catosci jest rowne sumie pol
czesci. Wiec

mJ(P)

So

P(Q,) =Sy +» 3-4"1. =

k=1

15



Zatem
n k—1 1_ 4 n n
P(Qn):SO+SO (4> —SO+SO_(9)—SO+3SO<]_<4) )
1

W konsekwencji

lim P(Q) = So+ 220 — %So.

n—oo 5

Jezeli bok trojkata ANABC = ¢ ma dhugosé a, to Sy = %aQ, wiec

8 V3 24/3
mJ(P) = g . Ta2 = Ta2.
0

‘Whiosek 3.10. Dia ptatka Kocha P zbudowanego na trdjkacie Qo o boku dtu-

gosci a =1, mamy m;(P) = 2?\/3
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