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Wstep

Celem niniejszej pracy jest pokazanie, z jakich pgrow wierzchotkbw mgna
utworzy¢ parkietae 2-Archimedesowe tzn. parkieéa zbudowane z niejednakowych
wielokatow foremnych, ktore posiadajdwa i tylko dwa rane ukilady pitytek wokot
wierzchotkow.

Praca zostata napisana w sposob elementarny, Ayeima waawansowanych operacji
matematycznych sl maze by¢ lekturg dla studentéw kierunkovcistych jak i uczniow szkot
srednich.

Rozdziatl pierwszy ma charakter wprowadeg] Zostalty w nim wyjénione
podstawowe pefgia dotycace parkietay oraz przypomniane parkiem foremne i
poHforemne, a tale zostata przedstawiona lista 21 awych kombinacji zabudowa
wielokatow wokot wierzchotka.

W rozdziale drugim zajmujemy ¢si budowy parkietay 2-Archimedesowych.
Korzystapc ze wspomnianej wcgeiej listy, wykluczamy pary typow wierzchotkéw, z
ktérych nie mana utworzy¢ parkietau 2-Archimedesowego. Naghie pokazujemyze
pozostatymi parami dwoch typow wierzchotkow potmafi szczelnie zapetdi cab
ptaszczyzn. A doktadniej,ze tworz one parkietze 2-Archimedesowe.

W ostatnim rozdziale odpowiadamy na pytanie, iletadnie mana utworzy
parkietay 2-Archimedesowych o danych dwoch typach wierzobnet



1. Podstawowe informacje dotycgce parkietazy

Na pocatku chciatabym przypomnéekilka podstawowych pe§ dotyczcych parkietay.

Definicja 1.1 Parkieta jest to pokrycie ptaszczyzggisle przylegagcymi i niezachodzymi
na siebie ptytkami.

Definicja 1.2. Parkieta® wielokgtowy foremny to taki parkietaktorego wszystkie ptytky s
wielokgtami foremnymi. Ponadto kde dwie plytki 8, albo rozhczne albo ma jeden
wspolny caty bok lub jeden wspodlny wierzchotek.

Od tej pory stosagr w tekscie pogcie wielokgta lub n-lkta zawsze d&ziemy mieli na
mysli wielokat badz n-kat foremny.

Definicja 1.3 Wierzchotek parkietar to punkt, w ktorym stykajsie wierzchotki wielogtow
tworzgcych dany parkieta

wierzchotek parkietau

Rys.1

Aby rozr@ni¢, jakiego typu jest dany parkietazywamy odpowiednich oznacz@a
jego wierzchotki. Popatrzmy na rysunek poey
Widzimy, ze w kadym wierzchotku styka siten sam uktad wielafow, std wezmy
dowolny wierzchotek. W tym wierzchotku (Rys.1) séyk sie trzy trojkaty oraz dwa
kwadraty. Zatem temu wierzchotkowi parkiaia przyporadkowujemy nasipujace
oznaczenie: 3.3.3.4.4, ktore jest nazywampem wierzchotka parkietazu. W naszym
zapisie typu wierzchotka, trojka odpowiada tedgvi, poniewa tréjkat ma trzy boki.
Analogicznie czworka odpowiada kwadratowi, poniewaa on cztery boki. Oczydgie nie
ma znaczenia, od ktérego wielp zaczniemy wypisywapozostate. Wypisane pamej
oznaczenia dla rozpatrywanego wierzchotkatsvnowane i wyznaczaj jeden i ten sam typ
wierzchotka.

3.3.34.45 433345 4.43.3.3= 3.44.3.3=> 3.3.443



Wazna natomiast przy oznaczaniu typu wierzchotka gakil jest kolejné¢, w jakiej
wielokaty foremne wysipuja po sobie naokoto wierzchotka. Popatrzmy na p&ry parkieta
(Rys.2).

Tutaj rowniez wokot wierzchotka stykaj si¢ trzy trojkaty i dwa kwadraty. Jednak
kombinacja trojktow i kwadratow wokoét wierzchotka wygiuje w innej kolejnéci niz na
rysunku 1 sfd typ wierzchotka na rysunku 2 jest inny mia rysunku 1.

Podsumowujc, przy oznaczaniu typu wierzchotka parkietazaczynajc od dowolnego
wielokata, wypisujemy wszystkie wielaky znajdugce s¢ wokot tego wierzchotka, zgodnie z
kolejnciciag wysiepowania.

1.1. 21 maliwosci zabudowania wierzchotka wielolgtami foremnymi

Zanim zaczniemy budowaparkietae, przyjrzyjmy s¢, jakimi kombinacjami rénych
wielokatow foremnych szczelnie wypetnimy fragment ptaszegy wokét jednego punktu.
Takich kombinacji jest dwadZeia jeden. Zostaly one szczegétowo opisane vgzksi
pt. ,Tilings and Patterns” autorstwa B. GruenbaumaG.C. Shepharda [1]. Lista 21
kombinacji umieszczenia wielgtow foremnych wokot wierzchotka zostata zamieszezon
ponizej na Rys.3.
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Rys. 3

1.2. Rodzaje parkietazy

W tym podrozdziale przypomnijmy sobie rodzaje petdiy, ktére g dos¢ dobrze
znane i dé& czgsto opisywane w literaturze popularyztgj matematy& migdzy innymi w
ksiagzce pt. Sladami Pitagorasa” Szczepana dskéego[2]. § to parkietae foremne i
potforemne. Bda one wykorzystane w kolejnych rozdziatach, do bualoa parkietay 2-
Archimedesowych.

Definicjal.2.1 Parkieta foremny to parkietasktadajcy sk z takich samych wielgtow
foremnych, ktérych jednakowa liczba schodzinskadym wierzchotku.

Istniejs doktadnie trzy parkietee foremne. Jednym z nich jest parkietgdzie wokot
kazdego wierzchotka spotykagsszeac trojkatow. W kolejnych wokot kadego wierzchotka
spotykay si¢ cztery kwadraty lub trzy szeiokaty. Poniewa wszystkie wierzchotki
parkietau foremnego majten sam typsymbolem tego typuchliziemy te oznaczé caty
parkietat.

!

3.3.3.3.3.3 4444 6.6.6.6



Definicja 1.2.2 Parkieta poétforemny to parkieta sktadagcy se z r&nych wielolgtow
foremnych, w ktorych wszystkie wierzchotkigriap sam ustalony typ.

Istnieje doktadnie osiem parkietapotforemnych. Zostaty one zilustrowane pa@ji
Podobnie jak w przypadku parkieya foremnych, symbolem typu wygtujacych
wierzchotkéw oznaczamy zecaty parkieta.

Joeerares

3.4.3.4.3 3.6.3.6 3.4.6.4

3.12.12 3.3.3.4.4

e

4.6.12 3.3.3.3.6

Uwaga 1.2.1. Razem parkiet®& foremne i poHforemne twaerzklas tzw. parkietay
Archimedesowych, ktére zgodnie z definippsiadag wszystkie wierzchotki tego samego

typu.



2. Parkietaze 2-Archimedesowe

W tym rozdziale wprowadzimy definigj parkietau 2-Archimedesowego oraz jego
oznaczenia.

Definicja 2.1 ParkietaZ 2-Achimedesowip taki parkieta, ktorego ptytki 8 niejednakowymi
wielokgtami foremnymi oraz wygiujg dwa i tylko dwa réne uklady plytek wokét
wierzchotkow.

Zauwamy, ze podstawow réznica pomidzy parkietaem 2-Archimedesowym a
parkietaem foremnym i poéiforemnym jest faktze w parkietau 2-Archimedesowym
dopuszczalne gsdwa r&ne ukilady ptytek wokot wierzchotkow. Natomiast wzppadku
parkietay foremnych i pétforemnych wygbowat tylko jeden uktad ptytek wokdt wszystkich
wierzchotkéw.

Parkieta zaprezentowany parej (rys.4) jest przyktadem parkieta
2-Archimedesowego. Wygiuja tutaj dwa rodzaje wierzchotkdw. W jednym spotyka s
sz&c trojkatow (typ 3.3.3.3.3.3) a w drugim cztery tréi i szeciokat (typ 3.3.3.3.6).

3.3.3.3.3.3

3.3.3.3.6

Rys.4

Parkietae 2-Archimedesowe oznaczamy w analogiczny sposoéb pdikietay
foremnych i polforemnych. Bierzemy dowolny wierzédlo jednego typu. Nagbnie
wybieramy dowolny wieloit foremny i zaczynap od niego, wypisujemy wszystkie
wielokaty dookota wierzchotka, zgodnie z kolefoy wystepowania. Nasjpnie znajdujemy
dowolny wierzchotek drugiego typu i pepujemy analogicznie, jak poprzednio. W zapisie
oddzielamy dwa rine typy wierzchotkdéwsrednikiem. Oczywdcie nie ma znaczenia, od
ktérego typu wierzchotka zaczniemy. Oba psme zapisy $§ rownowane i wyznaczaj
parkieta tego samego typu.

(3.3.3.3.3.3; 3.3.3.3.6p (3.3.3.3.6 ; 3.3.3.3.3.3)



Zauwamy, ze zapisane powg] oznaczenia parkieta okréla jedynie typ
wierzchotkéw, ktére w nim wysgpuja. Nie mamy podanej informacji ile wierzchotkdéw
okreslonego typu wysipuje w danym parkieta. Zatem majc powySze oznaczenie,
mozemy narysowa kilka badz kilkadziesit roznych parkietay, ktore posiadaj powyzsze
oznaczenia. Jest to kolejnaznica pomé¢dzy parkietaem poéHforemnym i foremnym a
parkietaem 2-Archimedesowym. W parkieta polforemnym oraz foremnym dane
oznaczenie wyznaczato doktadnie jeden, ten samigtatk Na rysunkach 5 i 6 widzimy
przyktady parkietay 2-Archimedesowym o typie wierzchotkéw 3.3.3.3.3.33.3.3.3.6. Oba
parkietae § 2-Archimedesowe o tym samym typie wierzchotkowdnbk parkieta z
rysunku nr 5 ma szé wierzchotkow w typie 3.3.3.3.6 natomiast parkietarysunku nr 6 ma
takich wierzchotkéw dwariaie. Pozostate wierzchotki obu parkiggass w typie 3.3.3.3.3.3.
Zatem widzimyze mamy dwa rine parkietae o tym samym typie wierzchotkdw.

Rys. 5 Rys.6

2.1. Budowa parkietazy 2-Archimedesowych

W tym i kolejnym podrozdziale odpowiemy na pytaragakich typow wierzchotkow
mozna utworzy parkieta 2-Archimedesowy. W tym celu skorzystamy z listyutiziestu
jeden maliwych zabudowa fragmentu ptaszczyzny wielgtami foremnymi wokot punktu
(lista dos¢pna w rozdziale 1.1; Rys.3).

Zgodnie z definigj parkieta 2-Archimedesowy posiada dwa i tylko dwamé typy
wierzchotkdw. S4d sprobujmy pajczy¢ kombinacje zabudowiawielokatow foremnych
wokoét wierzchotka w pary. Naginie sprawdzimy, czy stosigj takie pogczenie, maemy
szczelnie zabudowaptaszczyza tylko tymi dwoma typami wierzchotkbw wokot kdego
punktu. Gdy te warunki zostarspetnione uzyskamy parkiet®-Archimedesowy. W tym
podrozdziale opiszemy przypadki wykluczenia pewngyghow par. A o tymze pozostate
pary umaliwiajg zbudowanie parkiety 2-Archimedesowych przekonamyesi kolejnym
podrozdziale (Rozdziat 2.2).

Punktem wyjciowym do znajdowania wszystkich typdéw par wierZzkba jest
nastpujaca obserwacja.

Obserwacja 2.1.1.W 2-Archimedesowym parkiétaistnieje krawdz tgczgzca wierzchotki
dwoch ré@nych typow.
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Zgodnie z definigj parkieta 2-Archimedesowy posiada wierzchotki o dwochmmygch
typach. Wiemyze kada krawedz wielokata w parkietau taczy dwa wierzchotki. $t, jesli
parkieta jest 2-Archimedesowy, to musi isthiprzynajmniej jedna taka kraaz, ktora hczy
wierzchotki dwdéch ranych typow.

A teraz przysipmy do szukania typow par wierzchotkdw, z ktorycbzma utworzy
parkieta 2-Archimedesowy.

Przypadek 1.

Wezmy zabudowanie wokét punktu negtijagca kombinacy: 6.6.6. Wiemy,ze dwa
rozne typu wierzchotkbw majwspolrg krawedz. Zatem w naszym przypadku szukamy na
liscie takiego wierzchotka, w ktérym obok siebie zngjdsic dwa széciokaty, wtedy dwa
wierzchotki dwoch ranych typow lgda mialy wspdlm krawedz. Widzimy, ze jedyna
mozliwo$é na drugi typ wierzchotka to 3.3.6.6. Sprobujmy otey¢ z tych dwdéch typow
wierzchotkéw parkieta2-Archimedesowy.

Mam wierzchotek 6.6.6, budujwierzchotek 3.3.6.6, doklegg dwa trojlkty do
dowolnej krawedzi taczacej dwa szeciokaty, jak na rysunku pownej (Rys.7).

6.6.6 3.3.6.6
Rys.7

Sprawamy teraz, czy stosgg te dwa typy wierzchotkbw, nioa szczelnie
zabudowa ptaszczyza wokot kazdego punktu.

Wezmy wierzchotek, w ktorym spotykagsirojkat z széciokatem. Chcemy otrzynta
parkieta 2-Archimedesowy, zatem w naszym wierzchotkuzenby¢ tylko nas¢pujacy uktad
wielokatow foremnych 3.3.6.6 lub 6.6.6. Widzimie w wierzchotku znajduje gjuz tréjkat i
szeciokat, sd opcja 6.6.6 odpada. Dokladamygwido wierzchotka szeiokat oraz trojkit,
jak na rysunku pounej (Rys.8).
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Rys.8

Po takim dotaeniu wielolgtow widzimy, ze w wierzchotku zaznaczonym na
powyzszym rysunku (Rys. 8) stykapie trzy trojkaty. Stad ten wierzchotek nie nie by w
typie 6.6.6 lub 3.3.6.6. Zachodzi potrzeba utwol@emowego typu wierzchotka, co jest
sprzeczne z definigjparkietau 2-Archimedesowego.

Stad nie istnieje parkieta 2-Archimedesowy o powgzym typie wierzchotkéw
(6.6.6;3.3.6.6). Co wcej, powysze rozumowanie pokazujee typ wierzchotka 6.6.6 nie
moze pojawt sie w zadnym parkietau 2-Archimedesowym.

Przypadek 2.

Wezmy kolejny wierzchotek z listy (patsz od jej kaica). Jest to wierzchotek w typie
5.5.10. Szukamy dla niego paggj pary tzn. takiej, w ktorej krawzig stykap sie dwa
picciokaty lub pieciokat i dzieseciokat. Taka para nie istnieje, bo nécie z Rys.3 nie ma,
poza typem 5.5.10, innego typu wierzchotka, w ktdnyystpowatyby dwa pjiciokaty albo
picciokat i dzieseciokat stad wierzchotek 5.5.10 nie mie mig wspolnej krawdzi zzadnym
innym wierzchotkiem. Zatem nie istnieje parkiet@-Archimedesowy, ktérego jeden z
wierzchotkéw jest w typie 5.5.10.

Analogiczna sytuacje dotyczy nggstijagcych wierzchotkéw:

1. 488
3.10.15
3.8.24
3.9.18
. 3.7.42

Sid nie mana utworzy parkietau 2-Archimedesowego, ktory posiada wierzchotek

w typie, ktory znajdujcym sk na powyszej lscie.

GEENEREN

Przypadek 3.

Kolejny typ wierzchotka z listy to 4.6.12. Zatemukamy pasujcej pary, czyli takiej,
w ktorej kwadrat ma wspdainkrawedz z széciokatem lub széciokat z dwunastoftem lub
dwunastokt z kwadratem. Znajdujemy dwa pasig typy wierzchotkdéw: 3.4.4.6 albo
3.4.6.4.

12



Podprzypadek 3.A.

Sprébujmy najpierw utworzyparkieta 2-Archimedesowy z wierzchotkéw 4.6.12 i
3.4.4.6. Mamy wierzchotek 4.6.12, do wspolnej kgdev (laczacej kwadrat z szeiokatem)
doktadam trojkt i kwadrat, tak, aby powstat wierzchotek w typiel.3.6, jak na rysunku
ponizej (Rys.9).

4.6.12
3.4.4.6

Rys.9

Nastpnie sprawdmy, czy stosujc tylko te dwa typy wierzchotkbw uda nane si
szczelnie zabudowataszczyzn wokét kazdego punktu.

Wezmy wierzchotek, w ktérym styka esitrOjkat i szeciokat. Aby parkieta pozostat
2-Archimedesowy jedyna opcja wynikag z listy potencjalnych konfiguracji wierzchotkéw
z Rys.3 to dotzenie wieloktow tak, aby tworzyty wierzchotek w typie 3.4.4jak na
rysunku poniej (Rys.10).

Rys.10

Po takim doklejeniu ptaszczyzna jest nadal szceehaipetniona, ale w jednym z
wierzchotkéw styka si kwadrat, trojlgt i kwadrat, co stwarza konieczgouzycia nowego
typu wierzchotka, wic uzyskujemy sprzeczi®oz definicp parkietau 2-Archimedesowego.
Zatem nie istnieje parkiet®-Archimedesowy o typie wierzchotkow 4.6.12 i 3.8.

Podprzypadek 3.B.
Rozpatrzmy, wic drugy mazliwos¢. Mamy wierzchotki w typie 4.6.12 i 3.4.6.4.
Sprébujmy z nich ulay¢ parkieta 2-Archimedesowy. Wspélna kraaz to ta, ktéradczy
kwadrat z sz&ciokatem, jak na rysunku znajdigym sk na kolejnej stronie (Rys.11).
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Rys.11

Nastpnie sprawdmy, czy tymi dwoma typami wierzchotkbw dae sszczelnie
wypeinic ptaszczyzn. Zatem wybierzmy dowolny wierzchotek i doklejmy duego
odpowiednie wielolty, jak na rysunku pownej. Kolejncgi¢ doklejania wieloktéw zostata
oznaczona odpowiednimi numerkami.

Rys.12

Widzimy, ze doktadajc kolejne wierzchotki, parkietauktada st w sposob poprawny.
W niektérych wierzchotkach niemy dotay¢ parkieta na dwa sposoby. Na przykiad w
miejscu, gdzie stykasiwielokat numer 9 i 10. Tutaj wybér dowolnego typu wierziiaonie
psuje parkietau.

Nasuwa si, wi¢cc pytanie, czy w taki sposéb bmemy zabudowa cal ptaszczyza.
Odpowied poznamy w kolejnym rozdziale. Na razie zapgajimy, ze para typow
wierzchotkdéw 4.6.12 i 3.4.6.4 nie dalag @i tatwy sposob wykluczyi dlatego traktujemysj
jak prawdopodobny typ dla parkieta2-Archimedesowego.
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Wykluczenia pozostatych konfiguracji wierzchotkovisty znajdujcej sk na rysunku
nr 3 zostan przeprowadzone w sposOb analogiczny do pseych trzech przypadkow.
Bedziemy brali kady wierzchotek z listy z rysunku nr 3, a ngstie szukali na wspomniane;j
liscie kolejnego typu wierzchotka, z ktorym nasz pietmie wybrany ma wspoéinkrawedz.
Nastpnie do tej krawdzi dotazymy wierzchotek drugiego typu i sprawdzimy, czy dna
wybranymi typami wierzchotkbw nimemy szczelnie wypetai ptaszczyzn.  Powstate
przypadki nie bda opisywane, zostarnedynie zilustrowane w postaci rysunkéw, na ktéryc
kolorem czarnym éxg zaznaczone wierzchotki dwoch wybranych typow. Nagst w
przypadku wykluczenia pary wierzchotkow, koloremewzonym zostanie zaznaczony
kandydat na nowy typ wierzchotka, tak jak to miamdejsce na powsszych rysunkach.
llustracja przypadkéw, w ktérych nie udatog sivykluczy¢ konfiguracji wierzchotkéw,
zostanie pomirta. Tymi typami wierzchotkow daziemy zajmowé sie w kolejnym
podrozdziale.

Przypadek 4.Typ 4.4.4.4

Mozliwosci Wspolna krawdz Dodatkowa informacja
A 3.4.4.6 4.4 Kombinacja niemlbwa
B 3.3.34.4 4.4 Prawdopodobnie istnieje

Podprzypadek 4.A Typy 4.4.4.413.4.4.6

C
\ &

J \J

Rys.13

Rysunek 13 ilustruje rozumowanie dowacde, ze nie istnieje parkietao typie
wierzchotkéw 4.4.4.4 i 3.4.4.6.

Przypadek 5.Typ 3.12.12
Jedyna m#iwos¢ to dotazenie typu 3.4.3.12, poniewavspolna krawdz to ta, przy
ktorej styka sj trojkat i dwunastolt. Taki parkieta prawdopodobnie istnieje.

Przypadek 6.Typ 3.4.6.4

Mozliwosci Wspolna krawdz Dodatkowa informacja
A 3.3.34.4 3.4 Prawdopodobnie istnieje
B 3.34.34 3.4 Prawdopodobnie istnieje
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C 3.3.4.12 3.4 Kombinacja nieriwa
D 3.4.3.12 3.4;4.3 Kombinacja niepizva
E 3.4.4.6 3.4;4.6 Prawdopodobnie istnig
F 4.6.12 4.6 Prawdopodobnie istniej

e

Podprzypadek 6.C.Typy 3.4.6.4 i3.3.4.12

Rys.14

Nie istnieje parkietao typie wierzchotkow 3.4.6.4 i 3.3.4.12.

Podprzypadek 6.D.Typy 3.4.6.4 i3.4.3.12

X .

Rys.15. Krawdz 4.3.

@ e

Rys.16. Krawdz 3.4.

Nie istnieje parkietao typie wierzchotkow 3.4.6.4 i 3.4.3.12.
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Przypadek 7.Typ 3.4.4.6

Mozliwosci Wspolna krawdz Dodatkowa informacja

A 3.3.34.4 3.4;4.4 Kombinacja nienligva

B 3.3.4.34 3.4 Kombinacja nierdloava

C 3.3.4.12 3.4 Kombinacja nierova

D 3.4.3.12 3.4 Kombinacja nierdova

E 3.4.6.4 3.4;6.4 Prawdopodobnie istnieje

F 4.6.12 4.6 Podprzypadek 3.A - Kombinacja nigiaa
G 3.3.3.3.6 6.3 Kombinacja nieadova

H 3.3.6.6 6.3 Kombinacja niemlova

I 3.6.3.6 6.3 Prawdopodobnie istnieje

J 4.4.4.4 4.4 Podprzypadek 4.A - Kombinacja nidima

Podprzypadek 7.A.Typy 3.4.4.6 1 3.3.3.4.4

N

Y

_/

Rys. 16. Kragdz 3.4. Rys.Krawedz 4.4.

Nie istnieje parkietao typie wierzchotkow 3.4.4.6 i 3.3.3.4.4.
Podprzypadek 7.B.Typy 3.4.4.6 1 3.3.4.3.4

Do krawedzi, w ktérej styka si trojkat z kwadratem, konfiguragjtypu 3.3.4.3.4
mozemy dotay¢ na dwa sposoby (Rys.18 i Rys.19). W obydwu przigpeld dochodzimy do
sprzeczngci. Zatem nie istnieje parkiet&-Archimedesowy o typie wierzchotkow 3.4.4.6 i
3.3.4.3.4.

Rys.18 Rys.19
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Podprzypadek 7.C.Typy 3.4.4.6 i3.3.4.12

O

Rys.20

Nie istnieje parkietao typie wierzchotkow 3.4.4.6 i 3.3.4.12.

Podprzypadek 7.D.Typy 3.4.4.6 1 3.4.3.12

&

Rys.21
Nie istnieje parkietao typie wierzchotkow 3.4.4.6 i 3.4.3.12.

Podprzypadek 7.G.Typy3.4.4.6 i 3.3.3.3.4

&

Rys.22
Nie istnieje parkietao typie wierzchotkow 3.4.4.6 i 3.3.3.3.6.

Podprzypadek 7.H.Typy 3.4.4.6 13.3.6.6

ag

Rys.23

Nie istnieje parkietao typie wierzchotkow 3.4.4.6 i 3.3.6.6.
18



Przypadek 8.Typ 3.6.3.6

Mozliwosci Wspaolna krawdz Dodatkowa informacja
A 3.3.3.3.6 3.6 Prawdopodobnie istnieje
B 3.3.6.6 3.6 Prawdopodobnie istnieje
C 3.4.4.6 6.3 Prawdopodobnie istnieje

Przypadek 9.Typ 3.3.6.6

Mozliwosci Wspolna krawdz Dodatkowa informacja

A 3.3.3.3.3.3 3.3 Prawdopodobnie istnieje

B 3.3.3.3.6 3.3;3.6 Prawdopodobnie istnieje

C 3.3.34.4 3.3 Kombinacja niemova

D 3.3.4.34 3.3 Kombinacja nierrawva

E 3.3.4.12 3.3 Kombinacja nierrlava

F 6.6.6 6.6 Przypadek 1 - Kombinacja nietivoa
G 3.6.3.6 3.6 Prawdopodobnie istnieje

Podprzypadek 9.C.Typy 3.3.6.6 13.3.3.4.4
Do krawedzi 3.3. parkieta 3.3.3.4.4 mgemy dotay¢ na dwa sposoby (Rys.24 i

Rys.25). W obydwu przypadkach dochodzimy do spmetz. Stid nie istnieje parkietao
typie wierzchotkow 3.3.6.6 i 3.3.4.3.4.

Rys.25

Podprzypadek 9.D.Typy 3.3.6.6 13.3.4.3.4

Rys.26

Nie istnieje parkietao typie wierzchotkow 3.3.6.6 i 3.3.4.3.4.
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Podprzypadek 9.E.Typy 3.3.6.6 i3.3.4.12

Rys.27

Nie istnieje parkietao typie wierzchotkow 3.3.6.6 i 3.3.4.12.

Przypadek 10.Typ 3.4.3.12

Mozliwosci Wspolna krawdz Dodatkowa informacja
A 3.3.3.4.4 3.4:;4.3 Kombinacja nientiova
B 3.3.4.34 3.4;4.3 Kombinacja nieptiova
C 3.3.4.12 3.4;3.12 Kombinacja niesfiova
D 3.4.6.4 3.4 Podprzypadek 7.D - Kombinacja nigima
E 3.12.12 3.12 Prawdopodobnie istnieje

Podprzypadek 10.A.Typy 3.4.3.12 1 3.3.3.4.4

Moge dotazy¢ wierzchotek 3.3.3.4.4 do kradzi 3.4 (Rys.28) lub 4.3 (Rys.29). W
obydwu przypadkach dochodzimy do sprzedznoZatem nie istnieje parkietao typach
wierzchotkéw 3.4.3.12 i 3.3.3.4.4

Rys.28. Krawdz 3.4.

Rys.29. Kragdz 4.3.
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Podprzypadek 10.B.Typy 3.4.3.12 13.3.4.3.4
Moge dotazy¢ wierzchotek 3.3.4.3.4 do krawzi 3.4 na dwa sposoby. Pierwszy

sposob (Rys.30), drugi (Rys.31). W obu przypadikdmthodzimy do sprzeczém. Std nie
istnieje parkietao typie wierzchotkow 3.4.3.12 i 3.3.4.3.4.

Rys.30 Rys.31

Podprzypadek 10.CTypy 3.4.3.12 13.3.4.12
Moge dotozy¢ wierzchotek 3.3.4.12 do kragzi 3.12 (Rys. 32), do krawlzi 3.4

(Rys.33) lub krawdzi 4.3 ale wtedy d&ziemy mieli analogicznsytuacg, jak na rys.33.We
wszystkich sytuacjach dochodzimy do sprzeéeznaZatem nie istnieje parkietao typach

wierzchotkéw 3.4.3.12 i 3.3.4.12.

™Y 2

Rys.32. Krawdz 3.12.

"% =

Rys.33. Krawdz 3.4.
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Przypadek 11.Typ 3.3.4.12

Mozliwosci Wspolna krawdz Dodatkowa informacja

A 3.3.3.3.3.3 3.3 Prawdopodobnie istnieje

B 3.3.3.3.6 3.3 Kombinacja nierdva

C 3.3.34.4 3.3;3.4 Kombinacja niesiwa

D 3.3.4.34 3.3;34 Kombinacja niesfiova

E 3.3.6.6 3.3 Podprzypadek 9.E - Kombinacja nidiwa
F 3.4.4.6 3.4 Podprzypadek 7.C - Kombinacja nidiwa
G 3.4.6.4 3.4 Podprzypadek 6.C - Kombinacja nidiwa
H 3.4.3.12 3.4 Podprzypadek 10.C - Kombinacja nidnva

Podprzypadek 11.B.Typy 3.3.4.12 i 3.3.3.3.6
Do krawedzi 3.3 mog dotozy¢ parkieta 3.3.3.3.6 na dwa sposoby (Rys34. i Rys.35).

L X

Rys.34 Rys.35

Nie istnieje parkietao typie wierzchotkow 3.3.4.12 i 3.3.3.3.6.

Podprzypadek 11.CTypy 3.3.4.12 i 3.3.3.4.4

Do krawedzi 3.3 mog dotazy¢ wierzchotek 3.3.3.4.4 na dwa sposoby (Rys.36 i
Rys.37) oraz na jeden sposéb do lkgdav 3.4 (Rys.38). We wszystkich trzech przypadkach
dochodzimy do sprzeczém. Stid nie istnieje parkietao typie wierzchotkéw 3.3.4.12 |

Rys.36. Krealz 3.3. Rys. 37. Krgolz 3.3.
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B

Rys.38. Krawdz 3.4.

Podprzypadek 11.D.Typy 3.3.4.12 i 3.3.4.3.4

Do krawedzi 3.4 mog dotozy¢ wierzchotek 3.3.4.3.4 na dwa sposoby (Rys.40 i
Rys.41) oraz do kragdzi 3.3 w jeden sposéb (Rys.39). We wszystkichctizerzypadkach
dochodzimy do sprzeczém. Std nie istnieje parkietao typie wierzchotkow 3.3.4.12 i

3.3.4.3.4.

A

Rys.39. Krawdz 3.3. Rys.40. Kragdz 3.4.

o

Rys.41. Krawdz 3.4.
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Przypadek 12.Typ 3.3.4.3.4

Mozliwosci Wspolna krawdz Dodatkowa informacja
A 3.3.3.3.3.3 3.3 Prawdopodobnie istnieje
B 3.3.3.3.6 3.3 Kombinacja nierdava
C 3.3.34.4 3.3;3.4;4.3 Prawdopodobnie istnieje
D 3.3.4.12 3.3;34 Podprzypadek 11.D - Kombinagaaliwa
E 3.3.6.6 3.3 Podprzypadek 9.D - Kombinacja nidina
F 3.4.3.12 3.4;4.3 Podprzypadek 10.B - Kombinaganazliwa
G 3.4.4.6 3.4 Podprzypadek 7.B - Kombinacja nidima
H 3.4.6.4 3.4 Prawdopodobnie istnieje

Podprzypadek 12.B.Typy 3.3.4.3.4 i 3.3.3.3.6

Do krawedzi 3.3. wierzchotek 3.3.3.3.6 memy dotay¢ na dwa sposoby ( Rys.42 i
Rys.43). W obu przypadkach dochodzimy do sprzeain8id nie istnieje parkietao typie
wierzchotkéw 3.3.4.3.4 i 3.3.3.3.6.

Rys. 42

Przypadek 13.Typ 3.3.3.4.4

Mozliwosci Wspolna krawdz Dodatkowa informacja

A 3.3.3.3.3.3 3.3 Prawdopodobnie istnieje
B 3.3.3.3.6 3.3 Kombinacja nierrlava

C 3.3.4.3.4 3.3;3.4;4.3 Prawdopodobnie istni¢je
D 3.3.4.12 3.3;34 Kombinacja nieptiova

E 3.3.6.6 3.3 Kombinacja niermova

F 3.4.3.12 3.4;4.3 Kombinacja niesliova

G 3.4.4.6 3.4 Kombinacja niermova

H 3.4.6.4 3.4 Prawdopodobnie istnieje

I 4.4.4.4 4.4 Prawdopodobnie istnieje

Podprzypadek 13.B.Typy 3.3.3.4.4 i 3.3.3.3.6

Wierzchotek 3.3.3.3.6 do kradzi 3.3 mog doda& na dwa sposoby (Rys.44 i Rys.45).
W obu przypadkach dochodzimy do sprzedenao oznaczaze nie istnieje parkietao typie
wierzchotkéw 3.3.3.4.4 i 3.3.3.3.6.
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Rys.44 Rys. 45

Przypadek 14.Typ 3.3.3.3.6

Mozliwosci Wspolna krawdz Dodatkowa informacja
A 3.3.3.3.3.3 3.3 Prawdopodobnie istnieje
B 3.3.34.4 3.3 Podprzypadek 13.B - Kombinacjanaidiwa
C 3.3.4.34 3.3 Podprzypadek 12.B - Kombinacjanoidiwa
D 3.3.4.12 3.3 Podprzypadek 11B - Kombinacja nidima
E 3.3.6.6 3.3; 3.6; 6.3 Prawdopodobnie istnieje
F 3.6.3.6 3.4 Prawdopodobnie istnieje
G 3.4.4.6 3.4 Podprzypadek 7.G - Kombinacja nidiwa

Przypadek 15.Typ 3.3.3.3.3.3

Mozliwosci Wspolna krawdz Dodatkowa informacja
A 3.3.3.3.6 3.3 Prawdopodobnie istnieje
B 3.3.34.4 3.3 Prawdopodobnie istnieje
C 3.3.4.34 3.3 Prawdopodobnie istnieje
D 3.3.4.12 3.3 Prawdopodobnie istnieje
E 3.3.6.6 3.3 Prawdopodobnie istnieje

Podsumowujc rozpatrzylémy wszystkie kombinacje par wierzchotkéw z listyysunku 3 w
Podrozdziale 1.1.

2.2. Klasyfikacja parkietazy 2-Archimedesowych

W tym podrozdziale zajmiemy ¢siparami typdéw wierzchotkéw, ktérych nie udato
nam s¢ wykluczy¢ w poprzednim podrozdziale. Jest to gpsfacych szesnaie par
wierzchotkéw:

(3.4.6.4;4.6.12), (3.4.6.4 ; 3.4.4.6), (3.4.6344.4.6), (3.4.6.4 ; 3.3.3.4.4),
(3.3.3.3.3.3 ; 3.3.3.3.6),(3.3.3.4.4 ; 3.333,(3.3.3.4.4;4.4.4.49),
(3.3.3.4.4;3.3.4.3.4), (3.6.3.6 ; 3.3.6.6), 3.6, 3.3.3.3.6) , (3.12.12 ; 3.4.3.12),

(3.3.4.3.4 ; 3.4.6.4), (3.3.4.3.4 ; 3.3.3.4.4)3(3.3.3.3 ; 3.3.4.12), (3.3.3.3.3.3 ; 3.3.6.6),
(3.3.6.6 ; 3.3.3.3.6).
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Bedziemy chcieli pokaza ze wszystkimi powyszymi parami dwoch typow
wierzchotkdéw potrafimy szczelnie zapeintah ptaszczyzn. A doktadniej,ze tworz one
parkieta 2-Archimedesowy. W tym celuetiziemy korzystali z parkiety dostpnych w
rozdziale 1.3. Poprzez modyfikacjstniegcych parkietay Archimedesowych daziemy
tworzyli parkietae 2-Archimedesowe.

A wigc przystpmy do pokazaniaze z powyszych typow wierzchotkéw nima
utworzy¢ parkieta 2-Archimedesowy.

Przykfad 1.
Wiemy, ze istnieje parkieta o typie wierzchotka 3.4.6.4 i jest on parkietm

pofforemnym tzn.,ze wszystkie jego wierzchotkigstego samego typu. Zilustrowano go
ponizej (Rys.46).

Rys.46
Zaznaczono na nim pewien obszar. Sprébujmy at¢ycaznaczony obszar wzdtu
krawedzi wielokgtéw foremnych. Powstanie nam dziura, jak na rysymiuizej (Rys.47)

Rys.47

Zastanowmy si jaki wielokat lub ukiad wielolstdw mazemy wstawd w miejsce
dziury, aby powstat nam parkieta-Archimedesowy.
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Podprzypadek 1.A.
Sprébujmy w miejsce dziury wstatvilwunastokt, jak na rysunku ponej (Rys.48)

y.48

Widzimy, ze powstat nam parkiet®-Archimedeoswy o typie wierzchotkow 4.6.12 i 8.4,
poprzez wygicie z gotowego parkieta pewnego fragmentu i zgptenie go innym. St
powyzsze wierzchotki wypetnigjcah przestrzé tworzac parkieta 2-Archimedesowy.

Podprzypadek 1.B.
Przyjrzyjmy s¢ wycictemu fragmentowi parkieta 3.4.6.4 z rysunku nr 47.

Sprébujmy obréd go o kt %, jak na rysunku pownej (Rys.50).

Rys. 49 Rys.50

Wstawmy tak obrocony fragment do vgipwego parkietau (Rys.51).

Rys. 51
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Widzimy, ze w ten spos6b powstat nam parkieta-Archimedesowy o typach
wierzchotkéw 3.4.6.4 i 3.4.4.6.

Przykiad 2.
Wezmy parkieta pofforemny 3.12.12 (Rys.52)

Rys.52

W przypadku 1A. Zagpowalsmy sekwencje z rysunku nr 49 dwunasgtekn
foremnym. Sprébujmy tutaj zrabito samo, ale w odwrotny sposéb tzn. gaisty
dwunastokt fragmentem wyeitych wielokatow z rysunku nr 49. Zostato to zilustrowane na
ponizszym rysunku. (Rys.53)

Rys. 53

Widzimy, ze powstat parkietao trzech typach wierzchotkéw (3.12.12 ; 3.4.6.4 ;
3.4.3.12) a taki parkietazgodnie z definigj nie jest 2-Archimedesowy. Zatem sprébujmy
dalej modyfikowa ten parkieta tak, aby zostaty tylko dwa typy wierzchotkéw. Whtycelu
zasgpmy wszystkie dwunastaky fragmentami wielojtéw z rysunku nr 49 tak jak na
rysunku znajdujcym st na kolejnej stronie (Rys.54).
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Rys.54

Widzimy, ze dzeki takiej modyfikacji powstat parkieta2-Archimedesowy o typie
wierzchotkéw 3.4.6.4 i3.3.3.4.4.

Przykiad 3.

Pokamy, ze istnieje parkieta2-Archimedesowy o typie wierzchotkéw 3.3.3.3.3.3 i
3.3.3.3.6. Dowdd duizie przebiegat bardzo podobnie jak w przyktadzie In Wemy
parkieta foremny o typie wierzchotkow 3.3.3.3.3.3, czyliadapcy sk z samych trojtow.
Wiemy, ze szé&¢ tréjkatdbw odpowiednio utbonych tworzy széiokat, tak jak pokazano na
ponizszym rysunku (Rys.55).

Rys.55
Zastpmy, wieC zaznaczone trégky szeciokagtem. Widzimy,ze w ten sposob powstat
parkieta 2-Archimedesowy o typie wierzchotkéw 3.3.3.3.3.3.3.3.3.6 (Rys.56).

Rys.56
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Przykiad 4.
Rozwamy parkieta potforemny o typie 3.3.3.4.4 zilustrowany na ryleus7.

Rys.57

Sprébujmy rozej¢ powyzszy parkieta wzdtuz czarnej linii. A nasfpnie rozsugc i
wstawic w wolne miejsce nowy gzl wielokgtéw foremnych. Zastanéwmyesijakie to mog
by¢ wielokaty, aby utworzyty parkieta2-Archimedesowy?

Podprzypadek 4.A.

Sprébujmy w rozeite miejsce wstawi ponizszy rzd trojkatdow z rysunku 58, a
nastpnie zsug¢ parkieta (Rys.59).

Rys.58

Rys.59

Widzimy, ze powstat nowy parkietao typie wierzchotkéw 3.3.3.4.4 i 3.3.3.3.3.3,
ktory jest parkietzem 2-Archimedesowym. Widzimyze da s§ powyzszymi typami

wierzchotkéw zapetdi cal przestrza, poniewa do gotowego parkieta, wstawilgmy
fragment innego.
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Podprzypadek 4.B.
Sprobujmy w rozgite miejsce (Rys.57) wstadviinny rzd wielokatow. Niech to
bedzie rad kwadratow, jak na po#szym rysunku (Rys.60).

Rys.60

Rozsuimy parkieta potforemny o diug& boku kwadratu i wstawmy do niego
powyzszy rad kwadratow jak na rysunku nr.61. Widzimye analogicznie jak w
podprzypadku 4.A powstat parkiet@2-Archimedesowy o typie wierzchotkow 3.3.3.4.4 i
4.4.4.4 (Rys.61).

Rys.61

Podprzypadek 4.C.
Sprébujmy parkieta z rysunku nr 57 rozet w inny sposob. Wytnijmy z niego
fragment pomidzy dwoma czerwonymi liniami. (Rys.62)

Rys. 62

Sprébujmy teraz zmodyfikowta wyciety fragment. Najpierw rozetnijmy go na
wielokaty. Chcemy, aby po rozgiiu pozostaty kwadraty i dwa trgjly, ktoére g zigczone
krawedzig. A nastpnie obrémy powstate figury o & % . Dot&zmy tak obrécone figury do
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lewej strony parkietas tzn. tak, aby kwadraty mialy wsp@lnkrawedz z trojkatami
istniegcego parkietau. A pozostale figury analogicznie do kwadratow nisicego
parkietau. Nasgpnie praw strore parkietau przesamy w doét, tak, aby kwadraty miaty
wspolmy krawedz z trojkatami a trojlkgty z kwadratami (Rys.63).

Rys. 63

Widzimy, ze powstat parkieta2-Archimedesowy o typach wierzchotkow 3.3.3.4.4 i
3.3.4.3.4.

Przykfad 5.

Rozwamy parkieta pétforemny o typie 3.6.3.6. Rozetnijmy go wzdizaznaczonej
czarnej linii (Rys.64), rozsumy i podobnie, jak w podprzypadku 3.A i 3.B spramy, jaki
rzad wielokatow mazemy wstawd do parkietau, aby powstat parkiete2-Archimedesowy.

Rys. 64

Podprzypadek 5.A

Gdy rozsuniemy parkietao dluga¢ wysokaci trojkata i wstawimy w wolg
przestrzé rzad trojkatow (Rys.58) to powstanie parkieta2-Archimedesowy o typie
wierzchotkéw 3.6.3.6 i 3.3.3.3.6, jak na rysunkoajdupcym st na kolejnej stronie
(Rys.65).
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Rys. 65

Podprzypadek 5.B

Gdy rozsuniemy parkietao diuga¢ boku kwadratu i wstawimy w waodnprzestrzé
rzad kwadratéw (Rys.60) to powstanie parkie@xArchimedesowy o typie wierzchotkow
3.6.3.6 i 4.4.4.4, jak na pasizym rysunku (Rys.66).

Rys.66

Podprzypadek 5.C
Popatrzmy teraz na obszar peday dwiema czarnymi liniami z parsizego rysunku
(Rys.67).

Rys.67
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Przesamy zaznaczony obszar w prawgdb lewo o dtugéc boku wielolgta. Tak, aby
trojkat miat wspolny bok z tréjitem a szé&ciokat z széciokatem. Widzimy,ze powstat nam
parkietaz 2-Archimedesowy o typie wierzchotkow 3.6.3.6 B.8.6 (Rys. 68), poprzez
przesungcie w bok fragmentu parkieta 3.6.3.6.

. gl g

Rys. 68

Przykfad 6.
Wezmy parkieta potforemny o typie wierzchotka 3.12.12. Rozetnijgy wzdhi
zaznaczonej na pargzym rysunku czarnej linii (Rys.69).

N

Rys. 69

A nastpnie dolmy czs$¢ parkietau przesamy w dot i w bok tak, aby dwa
dwunastokty miaty wspoln krawedz (Rys.70).

Rys. 70
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Puste miejsca w parkieta zapetnijmy wieloktami w nasgpujacej kolejndci: trojkat,
kwadrat, trojlat. (Rys.71) Widzimyze poprzez przesugtie fragmentu parkieta foremnego
3.12.12 oraz wstawienie nowej sekwencji wieldkv w puste miejsca, powstat parkieta
Archimedesowy o typie wierzchotkdéw 3.12.12 i 3.42 (Rys.71).

Rys. 71

Przykitad 7.
Wezmy potforemny parkieta3.3.4.3.4. (Rys72).

Rys.72
Zauwamy, ze ten parkieta jest symetryczny. 3k odbijemy cz$¢ parkietau

zaznaczop na niebiesko wzdiu czarnej kreski to powstanie nam fioletowy fragment
parkietau (Rys.73).

Rys.73

Powyzsza wiasn& bedzie nam potrzebna do stworzenia kolejnych dwoéakigiazy
2-Archimedesowych.
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Podprzypadek 7.A.
Rozpatrzmy parkietapotforemny 3.4.6.4. Spojrzmy na pesiy rysunek (Rys.74).

Rys.74
Zauwamy, ze fragment parkietar z rys. pongdzy dwiema czerwonymi liniami jest
taki sam, jak niebieski fragment z rysunku nr 78bipny, wiec zaznaczony fragment wzdtu
prostej, jak na rysunku nr 73. A ngstie w puste miejsca wstawmy tréfl, jak na rysunku

ponizej (Rys.75).

Rys.75
Widzimy, ze w ten sposob powstat parkietz-Archimedeoswy o typie wierzchotkdw
3.3434 i 3.4.6.4.

Podprzypadek 7B.

Wezmy parkieta foremny 3.3.3.4.3.4 i wykonajmy odbicie wzéliczarnej prostej, jak
na rysunku nr 73. Naginie rozetnijmy parkietawzdiuz tej prostej i przesimy w doét o
dtugaos¢ boku wielokta. W miejsce, gdzie stykatyeskrawedzia dwa trojlaty wstawmy,
kwadrat. A pozostate miejsca wypetnijmy tréimi, jak na poriszym rysunku (Rys.76)

Rys.76
Powstat parkieta2-Archimedesowy o typie wierzchotkéw 3.3.4.3.3.3.3.3.3.3.
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Przykfad 8.
Wezmy parkieta 4.6.12, ktory jest pofforemny. Uy jeden z szeiokatow, a w
jego miejsce wstawmy s&etrojkatow, tak jak robilimy w przyktadzie 3 (Rys.77).

Rys.77
Spoéjrzmy na powsszy rysunek (Rys.77). Zauway, ze zamienigc tylko jeden
széciokat w szécé trojkatow powstat nam parkieta o trzech typach wierzchotkéw
(3.3.3.3.3.3 ; 3.3.4.12 ; 4.6.12), a taki parkietge jest parkieteem 2-Archimedesowym
zgodnie z definigj.
Zastanowmy 8| jak mana wyeliminow& trzeci typ wierzchotka. Sprébujmy
zamiené wszystkie sz&iokaty na sz& odpowiednio utaonych tréjlkgtow (Rys.78).

Rys. 78

W ten sposéb powstat parkieta-Archimedesowy o typie wierzchotkéw 3.3.3.3.3.3
3.3.4.12.

Przykiad 9.
Wezmy parkieta foremny o typie wierzchotka 6.6.6. Sprobujmy goonyfikowad
tak, aby powstat parkiet&2-Archimedesowy o typie wierzchotkéw 3.3.3.3.3.3.3.6.6.
Chcemy, aby jednym z typow wierzchotka nowego pedaku byt 3.3.3.3.3.3.
Zasgpmy, wic jeden z szeiokgtdbw z parkietau o typie wierzchotka 6.6.6, sm@oma
trojkatami jak w przyktadzie 7. Spéjrzmy na rysunek nr 79
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Rys.79

Widzimy, ze powstal nam parkietao trzech typach wierzchotkow (3.3.3.3.3.3 ;
3.3.6.6 ; 6.6.6). Sprobujmy usynz parkietau wierzchotek o typie 6.6.6. W tym celu
zasgpmy wigcej széciokatow trojkatami rownobocznymi w nagbujacy sposob. Kady
szeciokat skladajcy sk z trojkatdw musi by polgczony z innym szeiokatem skiadajcym
si¢ z trojkatdbw krawedzig szeciokata, ktdérego nie zagpujemy trojlgtami. Krawedz ta
zaznaczono na rysunku kolorem czerwony (Rys.80)erdabierzemy nasz w§giowy
szeciokat zamieniony na trogty, zaznaczamy wszystkie kragzie széciokatoéw, ktore st z
nim stykap (kolor czerwony), a nagtnie széciokaty znajdugce s¢ na kacu krawedzi
zamieniamy na szeé trojkatow (Rys.80).

Rys.80

Aby ostatecznie wyeliminowatyp wierzchotka 6.6.6, opisana paowey zalenosé
musi zachod#i dla wszystkich wieloktow wystpujacych w parkietau. Operacja taka daje
si¢ przeprowadd i powstaje w ten sposob parkigtz-Archimedesowy o typie wierzchotkow
3.3.3.3.3.3 i 3.3.6.6 (Rys.81).
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Rys.81

Przykfad 10.

Rozpatrzmy po raz kolejny parkietforemny o typie wierzchotka 6.6.6. Sprébujmy
go zmodyfikowa, tak, aby powstat parkiet®-Archimedesowy o typie wierzchotka 3.3.6.6 i
3.3.3.3.6. W tym celu rozetnijmy parkiet6.6.6 wzdta krawedzi szdéciokatow, a nasfpnie
wstawmy w to miejsce kolumgntrojkatow, w ktorej w kadym rzdzie znajdyj sic po dwa
trojkaty. A nastpnie zsuamy odpowiednio parkietatzn. prawg strore ponigmy do goéry o
diugas¢ wysokdaci trojkata. Spojrzmy na powstaty parkietéRys.82).

Rys. 82

Powstat parkieta o trzech typach wierzchotkéw (3.3.3.3.6 ; 3.3.6.66.6.6).
Sprébujmy wyeliminowa wierzchotek o typie 6.6.6. W tym celu musimy razgparkieta w
analogiczny sposob jak vigj wsroéd wszystkich krawdzi széciokatow i w miejsce rozeicia
wstawic powyzszy kolumre trojkatow. Wtedy powstanie parkiet®-Archimedesowy o typie
wierzchotkéw 3.3.3.3.6 i 3.3.6.6 (Rys.83).
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Rys.83

Przyktady 1-10 pokazyj ze dla wszystkich szesnastu par typow wierzchotkow
wymienionych na pocgku Podrozdziatu 2.2 istnigjparkietae 2-Archimedesowe o takich
typach. Kady z powyszych parkietay szczelnie wypetnia cafptaszczyzg, poniewa zostat
utworzony poprzez zmodyfikowanie istrjeggo parkietau foremnego lub potforemnego.

W ten spos6b w podrozdziatach 2.1 i 2.2 przeprailidgchy petlry klasyfikacg
wszystkich maliwych typéw parkietay 2-Archimedesowych.

Twierdzenie 2.2.1lstnieje szesnaie par typodw wierzchotkow, z ktorych amy zbudowa
parkieta 2-Archimedesowy.¢g30 nasgpujgce pary wierzchotkdw:

(3.4.6.4;4.6.12), (3.4.6.4 ; 3.4.4.6), (3.4.6344.4.6), (3.4.6.4 ; 3.3.3.4.4),

(3.3.3.3.3.3 ; 3.3.3.3.6), (3.3.34.4 ; 3.333,(3.3.3.4.4;4.4.4.4),

(3.3.3.4.4;3.3.4.3.4), (3.6.3.6 ; 3.3.6.6), 3.6, 3.3.3.3.6), (3.12.12 ; 3.4.3.12),

(3.3.4.34 ; 3.4.6.4), (3.3.4.34 ; 3.3.3.4.4);3(33.3.3 ; 3.3.4.12), (3.3.3.3.3.3 ; 3.3.6.6),
(3.3.6.6 ; 3.3.3.3.6).
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3.  Liczba parkietazy

W poprzednim rozdziale pokazatiy, ze typow parkietay 2-Archimedesowych jest
szesnécie. Oznacza toze istnieje szesdaie par typow wierzchotkéw, z ktérych memy
zbudowd parkieta 2-Archimedesowy. Jednak #@da z tych par nie wyznacza nam
jednoznacznie, ile wierzchotkbw danego typu wpsfe w konkretnym parkieta. Std
mozemy przypuszcza ze kady parkieta 2-Archimedesowy da sinarysowa na kilka dz
kilkadziesht sposobéw. Zatem w tym rozdziale postaramgycslpowiedzié na pytanie, ile
doktadnie parkietay 2-Archimedesowych memy utworzy z wierzchotkow danego typu.

3.1. Skonczona liczba parkietazy

W tym podrozdziale gziemy chcieli pokaza z jakich par typow wierzchotkdw
mozemy utworzy skaiczom liczbe parkietay 2-Archimedesowych. &lziemy rozpatrywa
nastpujace pary: 3.3.3.3.3.3 i 3.3.6.6, 3.4.6.4 1.384, 3.3.4.12 i 3.3.3.3.3.3, 3.3.6.6
i 3.3.3.3.6.

Przykfad 1.
Rozwamy fragment parkietal 2-Archimedesowego o typie wierzchotkow 3.3.3.3.3.
i 3.3.6.6 (Rys.84).

Rys. 84

Przyjrzyjmy s¢, w jaki sposOb z zamieszczonego peaejyfragmentu moemy dalej
uktada parkieta 2-Archimedesowy. Wamy wierzchotek, w ktorym styka ¢inajwiecej
wielokatow (zaznaczony na czarno — Rys.84). Widzingy,w tym wierzchotku stykajsie
dwa trojlgty | sz&ciokat, stid jedyry mazliwoscig utozenia parkietau jest wstawienie w tym
miejscu drugiego sZeiokata (Rys. 85).

A
\
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Nastpnie zauwamy, ze w zaznaczonym na czarno wierzchotku parkietarysunku
85 stykaj sie dwa széciokaty, sad w tym miejscu memy wielokyty dotazy¢ tylko na jeden
sposo6b tzn. doktadamy dwa tréii (Rys. 86).

(N

Rys.86

Do kolejnego wierzchotka, zaznaczonego na czamoysunku 86 roOwnie mazemy
parkieta dotazy¢ tylko na jeden sposob tzn. trgjk sze&ciokat (Rys.87). Zauwamy, ze po
takim dotazeniu powstat nam wierzchotek, w ktorym stykaic trzy trojkaty, wigc w to
miejsce doktadamy jeszcze trzy traik (Rys.88).

o
;g 4

Rys.87 Rys.88

Spojrzmy na zaznaczony wierzchotek z rysunku &iwarmy, ze jestémy teraz w
sytuacji z rysunku 84, czyli w miejscu, w ktéorymczgnalimy tworzy nasz parkietg
poniewa w zaznaczonym wierzchotku stykagie dwa trojkaty i sz&ciokat. Zatem maemy
powtérzyt powyzsze rozumowanie, doktadaj kolejne fragmenty parkieta w sposob
opisany powyej (Rys. 89).

(,.—\
>

Rys.89
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Zauwamy, ze budujemy réwnoczaeie dwie kolumny parkietai, ktore § zbudowane
w sposob jednoznaczny tzn. nie mamyzhiweosci wyboru innych wieloktow przy danym
wierzchotku. Widzimy réwnig, ze opisany powiej schemat budowy parkieta jest
cykliczny, co powoduje,ze maemy doklada okreslone wielolgty w nieskaczongg.
Sprawdmy teraz, czy kolejna kolumna parkigtiarOwniez zostanie wyznaczona w sposob
jednoznaczny (Rys.90).

Rys. 90

Rozwamy wszystkie wierzchotki, w ktorych stykapic dwa tréjlkaty. W te miejsca
mozemy dotay¢ jedynie dwa szeiokaty. Popatrzmy teraz na wierzchotki, w ktorych sfygka
sic dwa széciokaty (zaznaczone na powgzym rysunku). Zauwany, ze do tych
wierzchotkbw maemy dotay¢ jedynie dwa trojkty. Nastpnie mamy wierzchotki, w
ktorych stykag sie dwa trojkaty i sze&ciokat, zatem meemy dotay¢ trojkat. Nastpnie mamy
wierzchotek, w ktorym stykaj sie cztery tréojlkgty, wiec w tym miejscu doktadamy dwa
trojkaty. Zauwamy, ze w sposOb jednoznaczny powstata nam nowa kolunamigeperu.
Wielokaty w tej kolumnie rownig wystpuja w sposob cykliczny tzn. po dwdch
sze&ciokatach zawsze wysgpuje sz&¢ trojkatow. Powtarzac powysze rozumowanie
(schemat — Rys.90) memy utworzy kolejne kolumny parkietar w sposob jednoznaczny a
do momentu wypetnienia catej ptaszczyzny.

Podsumowujc, powysze rozumowanie pokazujee istnieje doktadnie jeden
parkieta o typie wierzchotkow 3.3.6.6 i 3.3.3.3.3.3.
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Przykfad 2.
Rozwamy fragment parkietal o typie wierzchotkéw 3.4.6.4 i 3.3.3.4.4 (R9%).

Rys. 91

Zauwamy, ze tylko w jednym typie wierzchotkow, z ktorychedziemy budowéa
parkieta wystpuje széciokat. Zatem w sposéb jednoznaczny zaemy utayé wielokaty
wokot széciokata. Wszystkie wierzchotki posiadag széciokat musz by¢ w typie 3.4.6.4.

Nastpnie zauwamy, ze w zaznaczonych na rysunku 92 wierzchotkachzamy
dotozy¢ wielokaty na dokfadnie jeden sposob tak, aby typem wiastkeh byt 3.3.3.4.4
(Rys.93).

Rys. 93

Zauwamy, ze na rysunku 93 powtOrzyta name sytuacja z rysunku 92. Zatem
dotézmy odpowiednie wieloiy. Spojrzmy na poaszy schemat (Rys. 94). Zaumay, ze
wielokatami o typie wierzchotka 3.3.3.4.4 obudowaly ,,otoczlke” szesciokata.
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Rys. 94

Rozpatrzmy wierzchotek, w ktérym stykae dir6jkat i kwadrat. Mamy tutaj dwie
mozliwosci dotazenia fragmentu parkieta. Jednak, @i dotozymy wierzchotek w typie
3.3.3.4.4, otrzymamy sprzecZ&tp polegagca na tym, ze powstanie nam nowy typ
wierzchotka jak na ponszym rysunku (Rys.95), co jest sprzeczne z defirparkietau 2-
Archimedesowego.

Rys.95

Dotézmy, zatem wielokty tak, aby wierzchotek byt w typie 3.4.6.4. Daytismy do
naszego fragmentu soiokat, zatem meemy powtdrzy powyzszy schemat. Wszystkie
wierzchotki széciokata obudujmy wieloktami w sposéb jednoznaczny tak, aby byty w typie
3.4.6.4, a naspnie obudujmy ,otoczK’ szesciokata wielolgtami tak, aby typ wierzchotka
byt 3.3.3.4.4 (Rys.96).

Rys.96
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Zauwamy, ze jesli wierzchotek, do ktérego doktadamy semkat, znajduje si w linii
prostej od poprzedniego wierzchotka, od ktéreggoozlismy uktadanie parkieta to taki
wybor kedzie nam determinowat powstanie kolumny parkietgierunek wskazuje czerwona
strzatka). Sprawany teraz, czy potrafimy utworzykolejma kolumre parkietau.

Wezmy wierzchotki, w ktorych spotykajsie kwadrat, trojlst i kwadrat. W tym
miejscu maemy dotay¢ szeciokat. Nastpnie wiemy,ze kady széciokat ma wszystkie
wierzchotki w typie 3.4.6.4, wt obudowujemy szZeiokat odpowiednimi wieloktami.
Nastpnie obudowujemy ,otoczk szeiciokata wielolgtami, tak, aby wszystkie wierzchotki
byly w typie 3.3.3.4.4, jak na rysunku 94 (scheimadlowy — Rys.97). Zauwaly, ze nowa
kolumna powstata nam w sposob jednoznacznyd $ak jak opisano powg] mazemy
utworzy¢ kolejne kolumny parkietar o typach wierzchotkbw 3.3.3.4.4 i 3.4.6.4, co
powoduje,ze istnieje doktadnie jeden parkigta-Archimedesowy o tym typie wierzchotkow.

Rys.97

Przykiad 3.
Rozwamy fragment parkieta o typie wierzchotkow 3.3.4.12 i 3.3.3.3.3.3 (B®3.

Rys.98
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Zauwamy, ze tylko w jednym typie wierzchotkoéw parkietawystpuje dwunastok.
Stad mazemy dwunastok obudowa wielokatami tak, aby wszystkie jego wierzchotki byty
w typie 3.3.4.12 (Rys.99).

Rys.99
Na powyszym rysunku widzimyze wybieragc dowolny wierzchotek fragmentu
parkietau to maemy wielokty dotozy¢ na dokiladnie jeden sposob. Rozpatrzmy
wierzchotek, w ktorym styka sikwadrat i trojlgt. Wiemy, ze jedyna meéliwos¢ dotazenia
wielokatow w tym miejscu to doteenie trojlgta i dwunastojta (Rys.100). Zauwany, ze
jesli we fragmencie parkietai pojawit s¢ dwunastokt to mazemy powielt powyzszy
schemat i obudowago wielolgtami.

Rys. 100

Do wierzchotka, w ktorym stykaespie¢ trojkatow, dokltadamy tréjit. Zauwamy, ze
powielapc powyszy schemat dziatania, memy utworzy rzad takich samych figur.
Wystarczy,ze bgdziemy doktadé wielokaty w tym samym kierunku tznze wybierzemy
wierzchotek, ktéry znajduje siw pewnej odlegieci w linii prostej od poprzedniego
(Rys.101).

Rys.101
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Sprawamy teraz, czy potrafimy utworzykolejny rzd parkietau. Wybierzmy
wierzchotek, w ktérym styka sikwadrat i trojlgt. Jedyne, co mmy zrobé, to dotazry¢ do
niego dwunastait, a nastpnie skorzyst& z powyej opisanego schematu tzn. obudéwa
dwunastokt wielokatami. Nasgpnie do wierzchotkow, w ktorych stykaggpie¢ trojkatow,
dotézmy tréjkat. Zauwamy, ze w sposob jednoznaczny powstat nam novay parkietau 2-
Archimedesowego o typie wierzchotkéw 3.12.12 i 3.3.3.3.3. Powielgg powyszy
schemat (Rys.102) memy utworzy kolejne rzdy parkietau 2-Archimedsowego o tym
typie wierzchotkéw, caly czas w sposob jednoznacBowy:sze rozumowanie pokazujeg
istnieje tylko jeden parkieteo tym typie wierzchotéw.

Rys.102
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Przykiad 4.
Rozwamy fragment parkietar 2-Archimedesowego o typie wierzchotkow 3.3.6.6 i
3.3.3.3.6 (Rys.103).

Rys.103

Przyjrzyjmy sg¢, w jaki sposOb z zamieszczonego paejyfragmentu moemy dalej
uktada parkieta 2-Archimedesowy. Wamy wierzchotek, w ktorym styka ¢inajwiecej
wielokatow (zaznaczony na czarno — Rys.103). Zaummg ze w tym wierzchotku stykajsie
trzy trojkaty, skd jedyry mazliwoscia jest dotaenie w tym miejscu trojta oraz sz&iokata.
Mozemy to zrobt na dwa sposoby (Rys.104 i Rys.105). Jednélk Zeobimy to tak, jak na
rysunku 104 to otrzymamy sprzecz@i@olegajca na tym,ze powstanie nam wierzchotek
nowego typu, co jest sprzeczne z defipgrkietau 2-Archimedesowego.

S

Dotézmy, zatem wielofty, jak na rysunku 105. Wybierzmy wierzchotek, vériym
stykap si¢ trzy wielokaty (zaznaczony na czarno — Rys.105). Widziggyw tym wierzchotku
stykap sie dwa trojkaty i szeciokat, sad mamy dwie mgiwosci dotazenia wieloktéw do
wierzchotka. Jednak, §& dotozymy wierzchotek w typie 3.3.6.6, otrzymamy sprzeszn
polegajca na tym,ze powstanie nam nowy typ wierzchotka, co jest sppue z definig
parkietau 2-Archimedesowego (Rys.106).

Rys.104 Rys.105

Rys.106
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Dotozmy, zatem wielokty tak, aby wierzchotek byt w typie 3.3.3.3.6. Dpypsmy do
naszego fragmentu dwa tréfl (Rys.107).

Rys.107

Zauwamy, ze do wierzchotka zaznaczonego na czarno na rys@& maemy
dotozy¢ wielokaty na dwa sposoby. Jednakslielotozymy do wierzchotka dwa trogty, to w
kolejnych krokach otrzymamy sprzeczfopolegajca na tym, ze powstanie nowy typ
wierzchotka (Rys.108). Dokiny zatem wielokty, tak aby zaznaczony wierzchotek
(Rys.107) byt w typie 3.3.6.6 (Rys.109).

R

>

Rys.108 Rys.109

Zauwamy, ze jestémy teraz w sytuacji z rysunku 105.38tmusimy dotay¢ do
wierzchotka dwa trojity (Rys.110). Po takim dodeniu znajdujemy siw sytuacji z rysunku
107, sad musimy dotay¢ do wierzchotka szeiokat. (Rys.111).

N

Rys.110 Rys.111
Zauwamy, ze znowu jesteny w sytuacji z rysunku 105, st powtarzajc powyzsze
rozumowanie mgemy doktada kolejne fragmenty parkieta. Opisany schemat budowy jest
cykliczny, std mazemy dokitada okreslone wielolgty w nieska@czonag¢ (Rys.112). W ten
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sposob budujemy réwnoczee dwie kolumny parkietar (domyinie kolumry okreslamy
kolumnre szeciokatow).

— — — %
Rys.112

Sprawdamy teraz, czy potrafimy uky¢ kolejrga kolumre parkietau. Rozwamy
wierzchotki, w ktorych stykaj sie dwa széciokaty (zaznaczone schemacie — Rys.113).
Zauwamy, ze w te miejsca memy dotayé¢ jedynie dwa tréjkty. Nastpnie w miejsce,
gdzie styka sitrojkat, széciokat i trojkat mazemy dotay¢ jedynie dwa tréjty. Dalej mamy
wierzchotek, w ktorym stykaj sie cztery trojlgty, wiec do niego mgemy dotay¢ tylko
széciokat. Zauwamy, ze w sposob jednoznaczny powstata nam nowa kolurarkiepezu.
Powtarzajc powysze rozumowanie (schemat — Rys.113)zemoy utworzy kolejne
kolumny parkietau w sposob jednoznaczny do momentu wypetnienia catej ptaszczyzny,

co pokazujeze istnieje doktadnie jeden parkigta-Archimedesowy o typie wierzchotkéw
3.3.6.6 i 3.3.3.3.6.

LR
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3.2. Nieskaiczona liczba parkietay

W poprzednim podrozdziale pokaZatly, ze z czterech par typow wierzchotkow da
si¢ utworzy¢ skaiczory liczbe parkietay, a doktadniejze da st z nich utworzy tylko jeden
parkieta. Tytut obecnego podrozdziatlu nasuwa od razu przzgeenieze pozostatych par
typow wierzchotkow da siutworzy¢ nieskaczenie wiele parkietgy. Czy jest to ostateczna
odpowied na pytanie zadane na petku rozdziatu trzeciego? O tym przekonamy sa
chwile.

Przypadek 1.

Rozwamy parkietae o typach wierzchotkow: 3.4.4.6 i 3.4.6.4, 3.333 i
3.3.3.3.6, 4.6.12 i 3.4.6.4. Przypomnijrag, przyktady takich parkietst opisane w Rozdziale
2.2 zostaly utworzone poprzez wyaie okr&lonego fragmentu z parkieta pétforemnego
lub foremnego i zagpieniu go innym (szczegbtowy opis — Rozdziat 2Z9uwamy, ze ilosé
powyzszych parkietay zalezy od tego ile fragmentow parkigta mazemy wych¢ i w jakich
miejscach bda te wyckcia. Oczywiste jest tase parkieta z wycietymi dwoma fragmentami
rézni sie od parkietau gdzie tych elementow zostato wgtich pie¢, dziese¢ czy petnacie.
Zatem skoro parkietujemy przestfizétora jest nieskiczona, wgc oczywiste jestze takich
fragmentdw meemy wych¢ dowolnie wiele. Sfd parkietay 2-Archimedesowych o
powyzszych typach wierzchotkéw jest nieskzenie wiele. Porgj na rysunku 11pokazane
jest kilka przyktadéw parkietg 2-Archimedesowych o typach wierzchotkow 3.4.64
4.6.12 (domyinie poza fragmentami pokazanymi na rysunku niejumazadnych dalszych
wyciec).

Przypadek 2.

Rozwamy parkietae o typach wierzchotkéw: 3.3.3.3.3.3.3 i 3.348,8.3.3.3.6 i
3.6.3.6,3.6.3.6 i 3.4.4.6,3.6.3.6 i 3.3.63612.12 i 3.4.3.12,3.3.3.4.4 i 4.4.4.4, 334
i 3.4.6.4. Przypomnijmyze przyktady podane w Rozdziale 2.2. zostaly utwoezpoprzez
rozcicie parkietau potforemnego lub foremnego i wstawienie w reieimiejsce nowego
fragmentu wieloktow (doktadny opis — Rozdziat 2.2). Way parkieta o typie
wierzchotkéw 3.3.3.3.3.3 i 3.3.3.4.4. Wiemye zostal on utworzony poprzez rogie
parkietau 3.3.3.4.4 i wstawienie do niegadu trojkgtdw. Spojrzmy na rysunek 115.
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Rys.115

Widzimy, ze czarne kreski na rysunku 115 wyznagzajejsca, w ktérych mina
rozcig¢ parkieta i wstawt do niego nowy fragment. Wiemyze taki parkieta jest
nieskaczony, zatem madiwosci rozckcia parkietau jest nieskaczenie wiele. Oczywiste
jest, ze parkieta, ktéry rozetniemy dwa razyetizie r&ny od parkietau, ktéry rozetniemy
pie¢ badz sto razy. Skoro dany parkietenazemy rozci¢ w nieskaczenie wielu miejscach to
wszystkich takich parkiety bedzie nieskéaczenie wiele. W analogiczny sposéb zemy
skomentowé pozostate przypadki. Na rysunku 116 pokazano kady parkietay 2-
Archimedesowych o typie wierzchotkow 3.3.3.3.3.3 3.3.3.4.4 (dommnie, poza
fragmentem pokazanym na rysunku nie nrazadnych rozei¢ parkietau).

Rys.116

Zauwamy, ze parkietae 3.3.3.4.4 i 3.3.4.34, 3.3.43.4 i 3.3.33.8vorzymy
nieco inaczej, bo poprzez odbicie wzdhprostej okrélonego fragmentu parkieta
(dodatkowo w przypadku drugiej z poaszych par typow rozsuwamy parkigtai
wstawieniu w wolne pola nowych wielgtiéw. Jednak pokazaniee takich parkietay jest
nieskoczenie wiele, sprowadza slo przypadku opisanego poigy. Mamy nieskaczenie
wiele miejsc, w ktérych memy odbé fragment parkietau, co oznaczae takich parkietay
jest nieskaczenie wiele. Na kolejnej stronie (Rys.117) pokazanzykiady parkietay 2-
Archimedesowych o typie wierzchotkow 3.3.3.4.4 3.3.3.4 (dom§lnie, poza fragmentem
pokazanym na rysunku nie ma gadnych odhi w parkietau).
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Rys.117

Pokaemy teraz, ze wszystkich powiszych parkietay 2-Archimedeswoych
opisanych w Przypadku 1 i 2 nie tylko jest nieskaenie wiele, ale rownienieprzeliczalnie
wiele. W tym celu wykorzystamy potsze twierdzenie.

Twierdzenie 3.2.1J&li zbior X ma wgcej ne jeden element, to zbiér wszystkichgdw
nieskaiczonych o wyrazach z X jest nieprzeliczalny.

Ponizszy dowdd Twierdzenia 3.2.1 jest bardzo podobny m@umowania
przeprowadzonego w kgice pt. ,Wstp do teorii zbioréw i kombinatoryki’ autorstwa
Grzegorza Szkibiela [3].

Dowdd 3.2.1.

Niech zbiér X ma, co najmniej dwa elementy, ktomnaczymy przea i b. Zal&my nie
wprost,ze zbidr wszystkich ggow nieskaczonych o wyrazach ze zbioru X jest przeliczalny,
a to oznaczaze jego elementy miemy ustawd w Ciag.

Zatem rozwamy ustawienie wszystkich elementéw zbioru X woci

X — {x(l)’ x(z)’ x(3)’ x(‘l’)’ x(s), }

Zauwamy, ze wyrazy cigu X tzn.x®,x@, xG3), | s réwniez nieskaczonymi chgami o
nastpujacej postaci:

2 = (6, 50,20, 59, ..

2@ = (D52, 2P, 5P, ..

2@ = (9, 59,20, 50, ..

x® = (xf}), xé‘n, x§4), x§4), e

- N~

Rozwamy nowy chg:

0 _© 0 (0
x(°)=(xf),xé),xg),xi),...)
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Ciag ten tworzymy wedtug nagiujgcego wzoru:
L0 _ {a, jeslix( # a

" b, jesli xr(ln) =aqa

Widzimy, ze nasz nowy @ skfada si z elementdw ze zbioru X. Zauwray, ze dla n=1,2,3,
4,. .. n-ty wyraz eigu x( jest rény od n-tego wyrazu ggu x™. Std widzimy, ze ciag
x(© jest rény od kadego z cigow x(, x®@) . . Réni sie od kadego z tych agoéw na
przynajmniej jednym miejscu. Zatemygix(® nie naley do zbioru X.

Stad otrzymalsmy sprzeczng& z zatazeniem,ze zbior wszystkich ggow nieskaczonych o
wyrazach z X jest przeliczalny, cofazy dowdd.

Twierdzenie 3.2.1 pozwoli nam pok&zae opisanych w tym rozdziale (pasj)
parkietay jest nieprzeliczalnie wiele.

Przykfad 1.

Rozwamy parkieta o typach wierzchotkow 3.3.3.3.3.3 i 3.3.3.4.4rkteta ten
sktada s} z rzzdoéw kwadratow oraz ezlow trojkatéw. Przyporadkujmy teraz liczb kolejno
pojawiagcych s¢ rzedow trojkatow wysepujacych w parkietau poszczegolnym elementom
ciggu. Zal@my, ze powyej czarnej prostej z rysunku 118 pojawiggiec same rzdy
tréjkatéw, a rzdy kwadratow kolejno, na zmiarz rzzdami trojlkatow beda pojawia sie
ponizej tej prostej. Zauwany, ze w tym parkietau rzad kwadratow pomgidzy rzdami
trojkatow bedzie zawsze dokiadnie jeden. W przeciwnym wypadétkipta nie bytby 2-

Archimedesowy, poniewapojawitby st wierzchotek nowego typu (4.4.4.4). Popatrzmy na

przyktad (Rys.118).

Rys. 118

Widzimy, ze w parkietau pod czarg kresky wystkepuja kolejno rad kwadratéw, rzd
tréjkatow, rzad kwadratow, trzy rady trojkatow, rzad kwadratéw, dwa gy trojkatow, rzad
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kwadratow itd. Syd przyporadkowupc liczbe rzedow tréjkgtow elementom a@gu,
otrzymujemy nasgpujacy ciag, nazwijmy ggp, 0 pocatkowych wyrazach:

p1=(132,...)

Powyzszy chg jednoznacznie determinuje budpywarkietau. Wiemy, ze parkieta
jest nieskaczony, zatem sktadagst niesk@czenie wielu rgdow wielolkgtow. Oznacza taze
nasz cig bedzie miat nieskaczenie wiele wyrazow.

Pozostatym parkietmm 2-Archimedesowym o typie wierzchotkbw 3.3.3.4.4
3.3.3.3.3.3 réwnie mazemy przyporgdkowa: ciagi, ktére determinwj ich jednoznaczn
budowe. Z dowodu 3.2.1. wiemy,ze zbiér wszystkich ggow nieskaczonych jest
nieprzeliczalny. A skoro kaly cigg tego zbioru odpowiadat innemu parkietai 2-
Archimedesowemu, to zbior wszystkich parkigtao typie wierzchotkébw 3.3.3.4.4 |
3.3.3.3.3.3 rowniejest nieprzeliczalny.

Analogiczny dowody mina przeprowadzidla parkietay o parach typow: 3.3.3.3.6 i
3.6.3.6,3.6.3.6 i 3.4.4.6,3.6.3.6 i 3.3.63612.12 i 3.4.3.12,3.3.3.4.4 i 4.4.4.4, 38BB
i 3.3.4.3.4,3.3.4.3.4 i 3.3.3.3.3.3,3.3.4.3.3.4.6 4.

Przykiad 2.

Nieco inaczej budujemy parkie® 2-Archimedesowe o typie wierzchotkéw
3.3.3.3.3.3 i 3.3.3.36, 3446 i 3.46.6.12 i 3.4.6.4.

Rozpatrzmy parkietao typie wierzchotkow 4.6.12 i 3.4.6.4. Pakay, jak w
spos6b jednoznaczny ulg rzad takiego parkietal. Ustawmy sz&iokaty wystpujace w
rzedzie tego parkietar w ciag. Zatemy, ze na lewo od miejsca zaznaczonego cz@nost
nie mazadnych dwunastatow. Zaczynamy zliczaszeciokaty od momentu pojawieniacsi
pierwszego dwunastgta. Oczywscie pojawienie si szeciokagta bpdzie determinowato
rowniez pojawienie sj pozostatych wieloddw wokoét niego. Zauwany, ze pomedzy
sze&ciokatami zawsze dmzie s¢ pojawiat doktadnie jeden dwunastbkv przeciwnym razie
parkieta nie bytby 2-Archimedesowy. Zatem zapiszmy w pastaggu rzd széciokatow
wystepujacych na porniszym rysunku (Rys.119).

. _I“‘TQ""AT( .
AVa ;71 o

Rys.119

—

rn=(123,...)

Zatem widzimy,ze w naszym ralzie zgodnie z kolejrigia wystpowania mamy
dwunastokt, széciokat (w domyle z otoczk), dwunastolt, dwa széciokaty, dwunastolgt,
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trzy széciokaty, dwunastolt itd. Zat&my, ze dwunastolty na prawo od czarnej prostej
bedg pojawiaty s¢ sukcesywnie niesk@zenie wiele razy. 3t wiemy,ze w danym rgdzie
bedzie nieskaczenie wiele szeiokatow, wiec cigg r; jest nieskaczony. Zajmijmy s; w
tym miejscu parkieteami, ktére tylko w jednym kzlzie maj dwunastokty, a w pozostatych
rzedach jedyny typ wierzchotka to 3.4.6.4. Zauwgy, ze dla wszystkich pozostatych
parkietay, rzedom, w ktorych wysipuja dwunastokty mazemy przyporzadkowa ciagi,
ktére kzda determinowaty budow parkietau w sposob jednoznaczny tzn. elementgai
wskaza, jak zbudowé rzad parkietau a pozostate wierzchotkicda w typie 3.4.6.4.
Powolupc sk na Twierdzenie 3.2.1, wiemye zbior wszystkich ggow nieskaczonych jest
nieprzeliczalny. A skoro kaly ciagg determinuje powstanie innego parkigeta 2-
Archimedesowego o typie wierzchotkbw 3.4.6.4 i6.42, wic takich parkietay jest
nieprzeliczalnie wiele. Zatem skoro parkigtao jednym rezdzie, w ktoérym wysipujs
dwunastokty jest nieprzeliczalnie wiele, to tym bardziej mieeliczalnie wiele &dzie
parkietay, ktore posiadajwiecej razdow zawierajcych wielokty.

Analogiczne rozumowanie moa przeprowadzidla parkietay o typie wierzchotkow
3.3.3.3.6 i 3.3.3.3.3.30raz3.4.46 i 3.4.6.4.

W ten sposOb w Podrozdziatach 3.1 i 3.2 pokéxslj ile parkietay 2-
Archimedesowych potrafimy utworzy danej pary typow wierzchotkéw. Posiadamy cztery
pary wierzchotkow, dla ktérych liczba parkigyajest skaczona, acislej mowigc, wynosi
jeden. § to nasgpujgce pary: 3.3.3.3.3.3 i 3.3.6.6, 3.4.6.4 i 384.3.3.4.12 i 3.3.3.3.3.3,
3.3.6.6 i 3.3.3.3.6. Natomiast dla pozostatychudastu par wierzchotkdéw, parkiet®-
Archimedesowy potrafimy utworzyna nieprzeliczalnie wiele sposobow.
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Wszystkie rysunki wykonatam samodzielnie.

Przy sporzdzeniu i opracowaniu rysunkow korzystatam z progranessellation Creator
dostpnego na stronie http://illuminations.nctm.org/Adlk.aspx?id=3533.
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