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Wstep

Ze szlakami, w postaci szlaczkow, spotykamy si¢ juz na poczatku szkoty podstawowej, ale
okazuje si¢, ze nie tylko ¢wiczg one nasze rece, ale majg tez matematyczny urok. Ta praca moze
by¢ pomocna nauczycielom, ktorzy chcieliby swoich uczniow zaciekawi¢ tym zagadnieniem.
Takze sami uczniowie (cho¢ raczej ze szkot ponadgimnazjalnych) moga do tej pracy siegnac i
poglebia¢ swoje zainteresowania matematyczne. StaraliSmy si¢ tak dostosowac jezyk, aby byt on
precyzyjny, ale zrozumialy takze dla niezbyt zaawansowanych (matematycznie) czytelnikow.
Dlatego tez umiesciliSmy w tekscie odniesienia do literatury, dla odbiorcow, ktérzy potrzebuja
uzupehi¢ wiedze¢ niezbedng do podazania za rozumowaniami przedstawionymi w pracy.

Praca ta przedstawia klasyfikacj¢ szlakow przy uzyciu metody J. H. Conwaya
przedstawionej w pierwszej czesci ksigzki The Symmetries of Things [1], gdzie zostata ona uzyta
do przeprowadzenia klasyfikacji typéw symetrii wzoréw plaskich. Nie jest to jednak doktadne
przytozenie metody do szlakéw, ale raczej nasza jej interpretacja.

Inspiracja dla tej pracy byta takze praca magisterska K. Kijewskiej O symetriach wzorow
plaskich [2], gdzie metoda Conwaya zostala uscislona, a pewne luki w dowodach, wynikajace z
popularnonaukowego charakteru ksigzki [1], zostaty uzupetnione.

Celem tej pracy jest wykazanie, ze dowolny szlak ze wzgledu na rodzaje symetrii nalezy
do jednego z siedmiu wymienionych i opisanych w pracy typow. Aby przeprowadzi¢ taka
klasyfikacje szlakow, potrzebne jest wprowadzenie pewnych poje€. Stad pierwsza cze$¢ pracy to
swego rodzaju wprowadzenie teoretyczne, na ktorym bazujgc i przechodzac kolejne etapy,

dochodzimy ostatecznie do dowodu gtownego twierdzenia.



1. Izometrie i symetrie

Definicja 1.1

Izomerig nazywamy takie przeksztatcenie ptaszczyzny, ktére zachowuje odleglosci.

To znaczy, ze przeksztatcenie f z ptaszczyzny w siebie jest izometrig wtedy i tylko

wtedy, gdy dla kazdej pary punktow a, b ptaszczyzny mamy, ze odleglos¢ pomiedzy

a i b jest taka sama, jak odlegto$¢ migdzy f(a) i f(b).

Wiadomo, ze izometriami ptaszczyzny sa translacje, obroty, odbicia wzglgdem prostych
oraz symetrie z poslizgiem, i tylko te przeksztalcenia. Dowod mozna znalez¢ na przyktad w
Rozdziale 1 ksigzki Wyktady z geometrii elementarnej R. Domana [3].

Poniewaz z translacjami, obrotami 1 odbiciami wzgledem prostych mamy szans¢ spotkac

si¢ w trakcie nauki szkolnej, przytoczmy tylko definicj¢ symetrii z poslizgiem, jako najmniej

znanej izometrii ptaszczyzny.

Definicja 1.2
Symetriq z poslizgiem nazywamy takie zlozenie translacji z odbiciem wzgledem

prostej, ze wektor translacji jest niezerowy oraz rownolegly do prostej, wzgledem
ktorej odbijamy.
Na Rysunku 1.1 zilustrowano przeksztalcenie wielokata przez pewna symetri¢ z

poslizgiem (zrodto tego oraz wszystkich nastepnych rysunkéw: opracowanie wiasne).

Rys. 1.1. Przeksztalcenie wielokata przez symetri¢ z poslizgiem

Prosta, wzgledem ktdrej odbijamy, nazywamy osig symetrii z poslizgiem. Jest ona jedyna

prosta, ktorg symetria z poslizgiem przeprowadza na siebie.

Uwaga 1.3

Kolejno$¢ sktadania translacji i odbicia w powyzszej definicji symetrii z poslizgiem
nie ma znaczenia, to znaczy ztozenie danej translacji z danym odbiciem da t¢ samg
symetri¢ z poslizgiem, co ztozenie w odwrotnej kolejnosci (odbicia z translacja).



Poniewaz praca ta jest poswigcona szlakom (a nie plaszczyznie), wigc beda nas

interesowaty tylko te izometrie, ktére zachowuja szlaki.

Definicja 1.4
Symetriq figury zawarte] w plaszczyznie nazywamy izometri¢ plaszczyzny

przeksztatcajaca te figure na siebie.

Uwaga 1.5

W tej pracy bedziemy mowic, ze figura F posiada pewien rodzaj symetrii. Na
przyktad kwadrat posiada symetri¢ obrotowa oraz symetri¢ odbiciowg i nie posiada
symetrii translacyjnej.



2. Szlaki, rodzaje ich symetrii oraz sformulowanie Gléwnego
Twierdzenia

Aby zdefiniowa¢ szlaki potrzeba doprecyzowaé, w jakiej przestrzeni bedziemy je
rozpatrywac. Zajmowac si¢ bedziemy szlakami, ktore ,,zyja” na ptaszczyznie euklidesowej, a
doktadniej — migdzy dwoma prostymi rownoleglymi. Bedziemy uzywaé nazwy pasa na czgsé
plaszczyzny zawartg miedzy prostymi ograniczajagcymi dany szlak.

Podstawowa wiasnoscig szlaku jest powtarzalno$¢ jego elementow. W tej pracy bedzie
mowa 0 szlakach, w ktérych da si¢ wyrd6zni¢ pewien najmniejszy fragment (skonczonej
dhugosci), ktory powtarza sie w catym pasie. Bardziej precyzyjnie wlasnosé t¢ ujmuje ponizsza
definicja.

Definicja 2.1

Szlakiem nazywamy figur¢ nieograniczong F mieszczaca si¢ w pewnym pasie P,

wraz z prostymi wyznaczajacymi pas P, taka ze posiada ona symetri¢ translacyjng o

wektory rownolegle do pasa P, wséréd ktorych istnieje najkrotszy wektor o

niezerowej dlugosci.

Ten najkrotszy wektor bedziemy nazywaé wektorem podstawowym szlaku. Jest on
okreslony z dokladnoscig do znaku, gdyz translacja o wektor przeciwny do wektora
podstawowego takze jest symetrig danego szlaku i wektor ten tez jest najkrotszy.

Proste wyznaczajace pas P bedziemy nazywac¢ prostymi brzegowymi szlaku.

Przyktad szlaku (a wlasciwie jego skonczonego fragmentu) z zaznaczonym wybranym
wektorem podstawowym przedstawiono na Rysunku 2.1.
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Rys. 2.1. Przyklad szlaku z zaznaczonym wektorem podstawowym

Aby wskaza¢ na znaczenie zalozenia o wektorze podstawowym w powyzszej definicji
szlaku, rozwazmy przyktad figury, ktora tej definicji nie speinia. Przedstawiona jest ona na
Rysunku 2.2. Nie da si¢ w niej wyr6ézni¢ wektora podstawowego niezerowej dlugosci. A
doktadniej, translacja o kazdy niezerowy wektor rownolegly do prostych brzegowych pasa jest

symetrig tej figury, wigc wsrod niezerowych wektordw translacji nie ma wektora najkrotszego.



Rys. 2.2. Figura, ktéra nie spetnia definicji szlaku

Zastanowmy si¢ teraz, ktore z izometrii plaszczyzny moga by¢ symetriami szlaku.
Zauwazmy, ze aby pewna izometria byla symetrig szlaku, musi przeprowadza¢ pas, w ktorym
znajduje si¢ szlak na siebie. Zatem musi w szczegdlnosci przeprowadzaé proste brzegowe tego
pasa na te same proste.

Z definicji kazdy szlak posiada symetri¢ translacyjna, o wektorach rownolegtych do
prostych brzegowych. Inne translacje nie przeprowadza prostych brzegowych na siebie, wigc nie
mogg si¢ pojawi¢ wsrdd symetrii szlaku.

Czy obrot moze by¢ symetrig szlaku? Gdyby przeprowadzatl jedng z prostych brzegowych
na siebie, to $§rodek obrotu musiatby leze¢ na tej prostej, za§ kat obrotu musiatby wynosi¢ 180°.
Ale wtedy druga prosta brzegowa nie mogtaby przej$¢ na siebie. Zatem jesli szlak ma mie¢
symetri¢ obrotowa, to musi ona przeprowadza¢ kazda z prostych brzegowych na te druga.
Bedzie tak tylko wtedy, gdy punkt, wokot ktoérego obracamy bedzie lezat doktadnie w potowie
odlegtosci migdzy prostymi brzegowymi, a obrot bedzie o 180°. Okazuje si¢ wigc, ze jedynymi
obrotami, ktore potencjalnie mogg si¢ pojawi¢ wsrdd symetrii szlaku sg obroty o 180° wokot
punktéw lezacych w potowie odlegtosci pomiedzy prostymi brzegowymi szlaku. Opisane
powyzej symetrie szlaku, o ile si¢ pojawig, bedziemy nazywac pélobrotami, natomiast punkty,
wzgledem ktorych obracamy bedziemy nazywac srodkami potobrotow.

Kolejnym rodzajem symetrii do sprawdzenia jest symetria odbiciowa. Czy odbicie
wzgledem prostej nachylonej do prostych brzegowych pod katem ostrym o moze przeprowadzaé
je na siebie? Nie, poniewaz kat migdzy prostg a jej odbiciem symetrycznym wynosi 2-a, wigc
dla a r6znego od 0° 1 od 90° prosta nie zostanie przeksztalcona (,,0dbita”) na siebie.

Stad jedyne katy, pod ktorymi moze by¢ nachylona o$ symetrii, to 0° 1 90°. Oznacza to, ze
0§ symetrii musi by¢ prostopadla badz rownolegla do prostych brzegowych. Jesli odbicie ma
przeprowadza¢ proste brzegowe na siebie, to rownolegta do nich 0§ symetrii moze leze¢ tylko w
potowie odleglosci miedzy nimi. Takg o$ bedziemy nazywali poziomg. Natomiast jesli chodzi o
osie prostopadie do prostych brzegowych, to odbicie wzgledem dowolnej z nich potencjalnie
moze by¢ symetrig szlaku. Jesli takie osie symetrii si¢ pojawia, bedziemy je nazywali pionowymi
osiami symetrii.

Pozostaje sprawdzi¢, czy symetria z poslizgiem moze by¢ symetrig szlaku. Zauwazmy, ze

prosta lezaca doktadnie w potowie odlegtosci miedzy prostymi brzegowymi musi zostaé przez



kazda symetri¢ szlaku przeprowadzona sama na siebie, gdyz odlegtos¢ od prostych brzegowych
musi zosta¢ przez symetri¢ (izometri¢) zachowana. Zatem jest to jedyna ,.kandydatka” na o$
symetrii z poslizgiem zachowujacej szlak. Poniewaz dowolna symetria z poslizgiem o takiej osi
przeprowadza pas na siebie, potencjalnie tak opisana symetria z poslizgiem moze by¢ symetrig
szlaku.

Ostatecznie mamy wigc pie¢ potencjalnych rodzajow symetrii szlaku, a sg nimi:

e translacje o wektor rownolegly do prostych brzegowych,

e potobroty wokot punktow lezacych na prostej przebiegajacej w potowie odleglosci

miedzy prostymi brzegowymi szlaku,

e odbicie wzgledem prostej poziomej,

e odbicia wzgledem prostych pionowych,

e symetrie z poslizgiem o osi polozonej w potowie odlegltos§ci miedzy prostymi

brzegowymi.

Podane rodzaje symetrii moga dla konkretnych szlakow wystepowaé w réznych
konfiguracjach, ktore w tej pracy bedziemy nazywac typami. Ponizej przedstawione sg przyktady
szlakdéw posiadajacych rozne typy symetrii wraz z ilustrujacymi je Rysunkami 2.3-2.9 (szlaki sg
oczywiscie nieograniczone, rysunki za to ze wzgledow praktycznych zawsze sa skonczone).

Typ I obejmuje szlaki, ktorych symetriami sg tylko translacje o calkowite wielokrotnosci

wektora podstawowego. Przyklad takiego szlaku jest pokazany na Rysunku 2.3.
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Rys. 2.3. Szlak typu |

Typ II charakteryzuje szlaki, wsrdd symetrii ktorych oprocz symetrii translacyjnych (jak w
typie I) jest odbicie wzglegdem poziomej osi. Ponadto symetrie z poslizgiem o poziomej osi 1
wektorze bedacym catkowita wielokrotno$cig wektora podstawowego takze przeprowadzaja ten
szlak na siebie. Na Rysunku 2.4 jest przedstawiony przykladowy szlak tego typu, zaznaczona

jest na nim takze pozioma 0§ symetrii.
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Rys. 2.4. Szlak typu 1l




Typ III opisuje szlaki, ktore majg symetrie translacyjne (jak w typie I) oraz odbiciowe
wzgledem pionowych osi symetrii, wystepujacych w odleglosci co '2 dlugosci wektora
podstawowego szlaku. Kilka sposrdd tych osi symetrii jest pokazanych na Rysunku 2.5, na

ktorym przedstawiono przyktadowy szlak tego typu.
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Rys. 2.5. Szlak typu 11l

Do typu IV zaliczamy szlaki, ktorych symetriami sg translacje (jak w typie I), odbicie
wzgledem poziomej osi symetrii oraz odbicia wzglgdem pionowych osi symetrii, wystepujacych
w odlegtosci co Y4 dtugosci wektora podstawowego szlaku. Ponadto na przecigciach osi symetrii
poziomej i pionowych znajduja si¢ punkty, wzgledem ktorych obrét o 180° jest symetrig szlaku.
Takze symetrie z poslizgiem o poziomej osi i wektorze bedacym catkowita wielokrotno$ciag
wektora podstawowego przeprowadzaja szlak typu IV na siebie. Na Rysunku 2.6 przedstawiony

jest przyktad szlaku tego typu, z zaznaczong pozioma osig symetrii 1 kilkoma osiami pionowymi.
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Rys. 2.6. Szlak typu IV

Typ V obejmuje szlaki, ktorych symetriami sg translacje (jak w typie I) i potobroty, ktorych
srodki leza w odlegtosci co Y2 dlugosci wektora podstawowego szlaku. Wszystkie te srodki, jak
juz wczesniej ustaliliSmy, leza na prostej przebiegajacej w potowie odlegtosci miedzy prostymi
brzegowymi szlaku. Niektore z nich sg zaznaczone na Rysunku 2.7, ktéry przedstawia przyktad

szlaku typu V.
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Rys. 2.7. Szlak typu V

Typ VI charakteryzuje szlaki, ktorych symetriami oprécz translacji (jak w typie 1) sa

odbicia wzgledem pionowych osi symetrii oraz potobroty, przy czym pionowe osie symetrii i
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srodki potobrotow wystepuja na przemian, w odlegltosci co V4 dlugosci wektora podstawowego
szlaku. Ponadto symetrie z poslizgiem o poziomej osi i wektorze bedacym nieparzysta
wielokrotnoscia /2 wektora podstawowego takze przeksztalcaja szlak typu VI na siebie. Przyktad
szlaku tego typu przedstawiono na Rysunku 2.8, na ktorym zaznaczonych jest takze kilka

srodkow potobrotow oraz kilka pionowych osi symetrii.

VAVAVAVAVA

Rys. 2.8. Szlak typu VI

Typ VII opisuje szlaki, ktorych symetriami sg translacje (jak w typie I) oraz symetrie z
poslizgiem o poziomej osi 1 wektorze rOwnym nieparzystej wielokrotnosci 2 wektora

podstawowego szlaku. Przyktad szlaku tego typu jest przedstawiony na Rysunku 2.9.

L L L L

Rys. 2.9. Szlak typu VII

Celem tej pracy jest dowdd nastepujacego Gtownego Twierdzenia:
GLOWNE TWIERDZENIE

Istnieje dokladnie 7 typow szlakow ze wzgledu na posiadane symetrie i sq to typy
szlakoéw od I do VII opisane powyzej.
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3. Charakterystyka Eulera i klasyfikacja powierzchni

Aby przeprowadzi¢ dowod Gtownego Twierdzenia, potrzebujemy wprowadzi¢ kolejne

pojecia, fakty i twierdzenia pomocnicze.

3.1. Charakterystyka Eulera powierzchni

Aby obliczy¢ charakterystyke Eulera powierzchni najpierw dzielimy dang powierzchni¢ na
obszary, ktore bedziemy nazywac trojbokami. Trojbok jest figurg izomorficzng z troéjkatem, ktora
ma 3 wierzcholtki i 3 boki, ktére nie muszg by¢ odcinkami, moga by¢ dowolnymi ciggtymi
krzywymi, pod warunkiem, ze przecinaja si¢ jedynie w wierzchotkach (przyktady trojbokow,

ktore nie sg trojkatami przedstawiono na Rysunku 3.1.1).

Rys. 3.1.1. Tréjboki, ktore nie sg trojkatami

Podzial powierzchni na trojboki bedziemy nazywaé triangulacjg. Dla danej triangulacji
wyliczamy charakterystyke Eulera odejmujac liczbe krawedzi od sumy liczby tréjbokow i liczby
wierzchotkow.

Charakterystyke Eulera powierzchni X bedziemy oznaczaé przez y(2). Dla powierzchni X,

ktora po triangulacji zawiera t trojbokow, W wierzchotkéw i k krawedzi mamy, ze
x2)=t+w-k

E?zl;;[fas};e}ystyka Eulera nie zalezy od triangulacji, to znaczy jest stata, niezaleznie od

tego, w jaki sposob bedziemy dzieli¢ powierzchnig na trojboki.

Powyzszy fakt przyjmujemy bez dowodu, a dociekliwych odsylamy na przyktad do
Rozdziatu 6 ksigzki Szkofa geometrii. Odczyty kaliskie [4] albo do rozdziatu 20.4 ksigzki Wstep
do geometrii dawnej i nowej [5].

Przedstawimy teraz wyliczenie charakterystyki Eulera (bezposrednio z definicji) dla kilku

wybranych powierzchni.
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Przyklad 1: sfera

Rys. 3.1.2. Triangulacja sfery

W przedstawionej na Rysunku 3.1.2 triangulacji sfery S wystepuja 4 wierzcholki: A, B, C,
D. Ponadto mamy 6 krawedzi: a, b, ¢, d, e, f.

Dzielg one sfere na 4 trojboki:

1. ABC o krawedziach: a, b, c;

2. ABC o krawedziach: a, d, c;

3. BCD o krawedziach: b, e, f;

4. BCD o krawedziach: d, e, f.

Stad mamy, ze charakterystyka Eulera sfery wynosi y(S) =4 +4 -6 = 2.

Przyklad 2: wstega Mdbiusa

W przedstawionej na Rysunku 3.1.3 triangulacji wstegi Mobiusa W wystepuja 2
wierzcholki: A i B. Ponadto mamy 4 krawedzie: a, b, ¢, b'. Dzielg one wstege na 2 trojboki.

Stad mamy, ze charakterystyka Eulera wstegi Mobiusa wynosi y(W) =2 +2 -4 =0.

A b B
a C a
B b A

Rys. 3.1.3. Triangulacja wstegi Mdbiusa
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Przyklad 3: dysk

W przedstawionej na Rysunku 3.1.4 triangulacji dysku D wystepuja 3 wierzchotki: A, B, C.
Ponadto mamy 4 krawedzie: a, b, ¢, d. Dzielg one dysk na 2 trojboki:

1. ABC o krawedziach: a, d, c;

2. ABC o krawedziach: b, d, c.

Stad mamy, ze charakterystyka Eulera dysku wynosi y(D) =2+3 -4 =1.

B

A
Rys. 3.1.4. Triangulacja dysku

3.2. Klasyfikacja powierzchni z brzegiem i ich charakterystyki Eulera

Powierzchnie dzielimy na zamknigte (bez brzegu) 1 te z brzegiem. Powierzchni¢ bedziemy
nazywac nieorientowalng wtedy, gdy zawiera jako podzbior wstege Mobiusa, a orientowalng
wtedy, gdy jej nie zawiera.

Ponizej przedstawiamy twierdzenie klasyfikujace powierzchnie z brzegiem i bez brzegu.
Mozna je znalezé na przyklad w Rozdziale 6 ksigzki Geometria poglgdowa [6], ale
przedstawiamy je w nieco przyjazniejszej formie, zaczerpnigtej z pracy magisterskiej
K. Kijewskiej O symetriach wzoréw plaskich [2], korzystajac z tego, ze zawiera ono

rownoczesnie wyliczenia charakterystyk Eulera.

Twierdzenie 3.2.1

Kazda zamknieta powierzchnia orientowalna jest, z dokladnosciq do cigglej
deformacji, jednq z nastepujgcych powierzchni: sferg (Rysunek 3.2.1), torusem
(Rysunek 3.2.2), ,,powierzchnig precla z dwoma dziurami” (Rysunek 3.2.3) lub
, powierzchniq precla z g dziurami” dla pewnego g>2 (Rysunek 3.2.4).
Powierzchnie te oznaczamy symbolem Xy, gdzie g oznacza liczbe dziur (oznaczenie
2o to sfera). Charakterystyka Eulera powierzchni Xy wynosi y(2g) = 2(1 — g).
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Rys. 3.2.1. Sfera Rys. 3.2.2. Torus Rys. 3.2.3. ,,Precel z 2 dziurami”

===

Rys. 3.2.4. ,,Precel z g dziurami”

Kazda powierzchnia zamknigta nieorientowalna jest, z dokiadnoscig do cigglej
deformacji, jedng z powierzchni Pn otrzymywanych w taki sposob, ze ze sfery
wycinamy wnetrza n parami rozigcznych dyskow i do kazdego brzegu po wycigtym
dysku doklejamy wstege Mobiusa. Charakterystyka Eulera takich powierzchni Py
wynosi x(Pn)=2—n.

Powierzchnia G z brzegiem jest, z doktadnosciq do ciggtej deformacji, jedng z
powierzchni zamknigtych z wycietymi wnetrzami m parami rozigcznych dyskow.
Jezeli wyzej wspomniang powierzchnie zamknietq oznaczymy przez G, to zachodzi
nastepujgcy wzor na charakterystyke Eulera powierzchni G: y(G) = y(G) —m.

15



4. Orbifold szlaku

Poniewaz szlaki sg z definicji obiektami nieskonczonymi, wiec wprowadzamy pojecie
orbifoldu, ktéore umozliwi nam analiz¢ ograniczonych powierzchni ,,reprezentujagcych” szlaki.
Wykorzystanie orbifoldow do analizy symetrii obiektow jest zasadniczym sktadnikiem metody

Conwaya, ktorg stosujemy w niniejszej pracy.

Definicja 4.1

Orbifoldem szlaku nazywamy obiekt, ktory powstaje przez natozenie (utozsamienie
ze sobg) wszystkich tych fragmentéw pasa zawierajacego szlak, ktore sg na siebie
przeprowadzane przez symetrie tego szlaku.

Zastandéwmy si¢ jak zatem wyglada orbifold szlaku typu I, ktérego symetriami sg tylko

translacje, a ktorego fragment przedstawiono na Rysunku 4.1.

Rys. 4.1. Szlak typu |

W orbifoldzie powinien si¢ znalez¢ fragment zawierajacy trojkat i obejmujacy obszar od
wybranej linii przerywanej do kolejnej linii przerywanej. Co si¢ stanie z liniami przerywanymi w
orbifoldzie? Utozsamiamy je ze soba, bo translacja o wektor podstawowy przeprowadza kazda
lini¢ przerywang na sasiednia. Zatem orbifoldem szlaku przedstawionego na Rysunku 4.1 bedzie

powierzchnia boczna walca, przedstawiona pogladowo na Rysunku 4.2.

i

Rys. 4.2. Orbifold szlaku typu |

Sprobujmy teraz ogdlnie przeanalizowac, jakie elementy moze zawiera¢ orbifold. Na

poczatek zastandéwmy sie, jak moze on wyglada¢ w poblizu swojego brzegu.



Kazdy orbifold zawiera fragment, ktory pochodzi od brzegu szlaku. To znaczy, ze punkty,
ktére nalezag do prostych brzegowych szlaku, w orbifoldzie réwniez bgda reprezentowane
punktami lezagcymi na brzegu. Fragmenty brzegu orbifoldu, ktoére pochodza od prostych
brzegowych szlaku bedziemy nazywali zwyklymi fragmentami brzegu.

Jesli dany szlak ma symetri¢ odbiciowa, to jakas$ cze$¢ brzegu jego orbifoldu bedzie
stanowi¢ fragment osi symetrii szlaku. To znaczy, ze punkt, ktory w szlaku lezat na osi symetrii
(ale nie na przecigciu osi symetrii), w orbifoldzie bedzie punktem lezagcym na brzegu. Wynika to
z tego, ze fragment szlaku po jednej stronie osi symetrii bedzie utozsamiony z fragmentem po
drugiej stronie tej osi. Opisane wyzej czesci brzegu orbifoldu bedziemy nazywacé lustrzanymi
fragmentami brzegu. Fragment orbifoldu zawierajacy lustrzany fragment brzegu pokazany jest
na Rysunku 4.3.

Rys. 4.3. Powstawanie lustrzanych fragmentow brzegu orbifoldu

Punkty, ktore leza w orbifoldzie na ,,potaczeniu” zwyklej czgéci brzegu z lustrzang
bedziemy nazywaé¢ punktami lustrzanymi korcowymi. Pochodza one od punktéw lezacych na
przecigciu prostej brzegowej szlaku z pionowg osig symetrii szlaku.

Jesli dany szlak ma i pozioma, 1 pionowe osie symetrii, to punkty, ktore w szlaku lezaty na
ich przecieciu, w orbifoldzie beda reprezentowane punktami ,,naroznymi”, to znaczy ze beda
leze¢ na brzegu, laczac dwie niewspotliniowe krawedzie. Punkty takie w orbifoldzie bedziemy

nazywa¢ punktami kalejdoskopowymi. Fragment orbifoldu zawierajgcy taki punkt przedstawiono

H—1

Rys. 4.4. Powstawanie punktow kalejdoskopowych w orbifoldzie

na Rysunku 4.4.
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Podsumowujac, brzeg orbifoldu sktada si¢ ze zwyklych fragmentéw brzegu (pochodzacych
od brzegdéw szlaku) oraz lustrzanych fragmentow brzegu (pochodzacych od osi symetrii szlaku).
Jesli fragmenty te lacza si¢, to na ich potaczeniu znajduja si¢ punkty lustrzane koncowe, w
ktorych orbifold ma naroze o mierze kata 90°. Ponadto wewnatrz fragmentéw lustrzanych moga
znajdowac¢ si¢ narozne wierzchotki kalejdoskopowe, oddzielajace od siebie ,,podfragmenty”
lustrzane brzegu.

ZastanoOwmy si¢ teraz, jakie punkty mogg naleze¢ do wngtrza orbifoldu.

Jesli szlak ma symetri¢ obrotowa, to znaczy, ze w jego pasie wystepujg srodki potobrotow.
Jezeli przez $rodek potobrotu przechodzi o$ symetrii szlaku, to odpowiadajagcy mu punkt
orbifoldu lezy na lustrzanym fragmencie brzegu orbifoldu, a wigc nie nalezy do jego wngtrza.
Natomiast te, ktore do niego naleza, w orbifoldzie beda reprezentowane przez punkty
,»stozkowe”, to znaczy ich mate otoczenie bgdzie przypominato stozek, ktérego srodek potobrotu
jest wierzchotkiem. Wynika to z tego, ze gdy utozsamimy punkty, ktére sa swoimi obrazami w
potobrocie wzgledem danego $rodka, pozostanie ,,potowa”, jak na Rysunku 4.5, ktorej ,,brzegi”
tez utozsamiamy ze sobg i powstaje stozek. Opisane wyzej punkty ,stozkowe” bedziemy

nazywac punktami potobrotowymi.

Rys. 4.5. Powstawanie punktow potobrotowych orbifoldu

Wewnatrz szlaku lezg takze punkty, wokot ktérych w matym otoczeniu nie ma ich obrazéw
przez symetrie szlaku. W orbifoldzie bgda one reprezentowane przez punkty o tej samej
wlasnosci, ktore bedziemy nazywac zwyklymi punktami.

Przedstawimy teraz orbifoldy dla typow szlakow opisanych w Rozdziale 2 wraz z
pogladowymi rysunkami.

Typ 1 zostat juz do$¢ szczegdtowo omdéwiony w przyktadzie na poczatku tego rozdziatu
(Rysunki 4.1 i 4.2). Przypomnijmy wiec tylko, ze orbifoldem szlaku tego typu bedzie
powierzchnia boczna walca, ktora w tej pracy bedziemy nazywali pierscieniem (gdyz jest nim z
doktadnoscia do cigglej deformacji). Brzeg takiego orbifoldu nie zawiera lustrzanych
fragmentow, a tylko zwyklte fragmenty. Brak wiec w nim takze punktow lustrzanych koncowych

i kalejdoskopowych, nie ma tez punktow potobrotowych.
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Typ II charakteryzuje szlaki, wéréd symetrii ktorych oprocz symetrii translacyjnych jest
odbicie wzgledem poziomej osi. Orbifold szlaku tego typu bedzie wygladat troche podobnie do
orbifoldu szlaku typu 1. Mozna mysle¢, ze najpierw nakladamy elementy przeksztalcane na
siebie przez symetri¢ translacyjng, a potem catos¢ ,,sktadamy na pot” wzdhuz poziomej osi
symetrii. Na Rysunku 4.6 przedstawiony jest przyktadowy szlak wraz z jego orbifoldem —
pierScieniem z jednym spojnym lustrzanym fragmentem brzegu oraz jednym spojnym zwyktym
fragmentem brzegu. W orbifoldzie tym nie wystepuja ani punkty lustrzane koncowe, ani

kalejdoskopowe, ani punkty potobrotowe.

— >

Rys. 4.6. Powstawanie orbifoldu szlaku typu Il

Typ III opisuje szlaki, ktére maja symetrie translacyjne oraz odbiciowe wzgledem
pionowych osi symetrii. Gdy juz nalozymy fragmenty przeksztatcane przez translacje na siebie,
to pozostaje ,,ztozy¢” wzdhuz osi symetrii fragment, ktory zostanie. Orbifoldem szlaku typu 111
bedzie prostokat o dwoch naprzeciwleglych krawedziach lustrzanych oraz dwoch zwyktych,
ktérego przyktad jest przedstawiony na Rysunku 4.7. Na polaczeniu fragmentu zwyktego i
lustrzanego brzegu wystepuja punkty lustrzane koncowe (stanowigce wierzchotki prostokata),

brak natomiast punktow kalejdoskopowych i potobrotowych.

AAAAAAA —\

Rys. 4.7. Powstawanie orbifoldu szlaku typu 11l

Do typu IV zaliczamy szlaki, ktorych symetriami sa translacje, odbicie wzgledem
poziomej osi symetrii oraz odbicia wzgledem pionowych osi symetrii. Po nalozeniu fragmentow
przeksztatcanych przez translacje na siebie, pozostaje natozy¢ na siebie fragmenty po obu
stronach osi symetrii. Ostatecznie orbifoldem szlaku tego typu jest prostokat o trzech kolejnych
krawedziach lustrzanych, potaczonych miedzy soba punktami kalejdoskopowymi, oraz jednej
krawedzi zwyklej. Na polaczeniu fragmentu lustrzanego brzegu ze zwykltym znajdujg si¢ punkty
lustrzane koncowe. W tym orbifoldzie nie wyst¢pujg punkty potobrotowe. Na Rysunku 4.8

znajduje si¢ przyktadowy szlak tego typu wraz z jego orbifoldem.
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Rys. 4.8. Powstawanie orbifoldu szlaku typu IV

Typ V obejmuje szlaki, ktorych symetriami sg translacje i potobroty. Gdy juz natozymy
fragmenty przeksztatcane przez translacje na siebie, to pozostaje fragment z srodkami obrotu (na
Rysunku 4.9 obiekt po pierwszej strzatce). Po utozsamieniu punktow, ktore przechodza na siebie
w symetrii obrotowej otrzymamy orbifold szlaku. Zawiera on dwa punkty pdtobrotowe
(,,stozkowe™) 1 caly jego brzeg jest zwykly. W zwigzku z tym, ze nie zawiera lustrzanego
fragmentu brzegu, nie wystgpuja w nim punkty lustrzane koncowe ani kalejdoskopowe. Na

Rysunku 4.9 przedstawiony jest przyktad szlaku z jego orbifoldem (,,z przodu” i ,,z gory”).

5855588888~ §— ()

Rys. 4.9. Powstawanie orbifoldu szlaku typu V

Typ VI charakteryzuje szlaki, ktorych symetriami oprocz translacji sa odbicia wzgledem
pionowych osi symetrii oraz polobroty, wystepujace na przemian. Po natozeniu fragmentow
przeksztatcanych przez translacje na siebie, pozostaje ztozy¢ pozostatg czgs¢ wzdhuz osi
symetrii, a na koniec utozsami¢ ze sobg punkty przeksztalcane na siebie przez potobrot. Na
Rysunku 4.10 pokazano przyktadowy szlak tego typu z opisanymi wyzej etapami powstawania
jego orbifoldu — czego$ na ksztalt stozka, ale z dwukatng podstawg. Zawiera on jeden punkt
potobrotowy (,,stozkowy”) oraz dwa punkty lustrzane koncowe, taczace fragment lustrzanego

brzegu ze zwyktym. W orbifoldzie tym nie ma punktéw kalejdoskopowych.

VAVAVA :>@:>ﬁ:> \ O

Rys. 4.10. Powstawanie orbifoldu szlaku typu VI

Typ VII opisuje szlaki, ktorych symetriami sg translacje oraz symetrie z poslizgiem. Gdy
juz natozymy fragmenty przeksztatcane przez translacje na siebie, to pozostaje fragment, w
ktorym sg jeszcze punkty przeksztatcane na siebie przez symetri¢ z poslizgiem. Zauwazmy, ze

jest tam element, ktéry si¢ powtarza, ale wystgpuje raz ,,zwyczajnie”, a raz jest obrdcony.
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Sklejenie jak na Rysunku 4.11 wzdhuz ,,$rodkowej” linii przerywanej, ale z odwroceniem, da

nam orbifold takiego szlaku, ktérym jest wstega Mdbiusa.

Rys. 4.11. Powstawanie orbifoldu szlaku typu VII
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5. Orbifoldowa charakterystyka Eulera

Orbifoldy to pewne powierzchnie, ale ze wzgledu na wystepowanie wymienionych
powyzej szczegbdlnych elementow orbifoldu, aby je opisywa¢ wprowadzimy modyfikacje
charakterystyki Eulera powierzchni, uwzgledniajacg wiasnie te specjalne punkty i krawedzie. T¢
zmodyfikowana charakterystyke bedziemy nazywaé orbifoldowg charakterystykg Eulera
orbifoldu.

Aby obliczy¢ orbifoldowa charakterystyke Eulera orbifoldu najpierw dzielimy dany
orbifold na tréjboki, analogicznie jak dla zwyktej charakterystyki Eulera, traktujac wszystkie
szczegllne punkty (kalejdoskopowe, potobrotowe 1 lustrzane koncowe) jak wierzchotki
podzialu, natomiast fragmenty brzegu jak krawedzie podziatu, z tym zastrzezeniem, ze
krawedzie zawarte w brzegu orbifoldu nie moga zawiera¢ wewnatrz zadnych punktow
specjalnych, czyli kazda krawedz podziatu lezy w catosci albo na lustrzanym fragmencie brzegu,
albo na zwyklym. Spelniajacy powyzsze warunki podzial orbifoldu na tréjboki réwniez
bedziemy nazywac triangulacja.

Po dokonaniu triangulacji w orbifoldzie pojawia si¢ dodatkowe krawedzie i wierzcholki.
Wszystkie krawedzie, ktore nie nalezg do lustrzanych fragmentow brzegu, bedziemy nazywac
zwyklymi krawedziami. Wierzchotki podziatu, ktore leza na krawedziach lustrzanych i nie sa
punktami kalejdoskopowymi (w tym punkty lustrzane koncowe), bedziemy nazywaé
wierzchotkami lustrzanymi. Ponadto wszystkie wierzchotki podzialu, ktére nie lezg na
krawedziach lustrzanych 1 nie s3 punktami potobrotowymi bedziemy nazywaé zwyklymi
wierzchotkami.

Dla danej triangulacji wyliczamy orbifoldowa charakterystyke Eulera odejmujac potowe
liczby krawedzi lustrzanych oraz liczbe zwyklych krawedzi od sumy: liczby trojbokow, liczby
wierzchotkéw zwyktych, polowy liczby wierzchotkow lustrzanych, Y4 liczby wierzchotkow
kalejdoskopowych i polowy liczby wierzchotkéw potobrotowych.

Orbifoldowa charakterystyke Eulera orbifoldu F bedziemy oznaczac przez yorn(F).

Dla orbifoldu F, ktéry po triangulacji zawiera t trojbokow, w; zwyktych wierzchotkow, wi
lustrzanych ~ wierzchotkdw, Wk kalejdoskopowych  wierzchotkow, W, wierzchotkow
potobrotowych, k; zwyktych krawedzi i ki lustrzanych krawedzi mamy, ze

yorb(F) =t +wz + 2w+ Vawk + %2 Wo — (K + 2 ki).

Fakt 5.1
Orbifoldowa charakterystyka Eulera nie zalezy od triangulacji.
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Powyzszy fakt przyjmujemy rowniez bez dowodu, gdyz jego dowod jest analogiczny jak
dowdd faktu, ze charakterystyka Eulera powierzchni nie zalezy od triangulacji.
Wprowadzimy teraz jeszcze pojgcie pierscienia podstawowego — Innej ograniczonej

powierzchni stowarzyszonej ze szlakiem.

Definicja 5.2

Pierscieniem podstawowym szlaku nazywamy obiekt, ktory powstaje przez natozenie

(utozsamienie ze sobg) wszystkich tych fragmentéw pasa zawierajacego szlak, ktore

sa na siebie przeprowadzane przez translacje o catkowite wielokrotno$ci wektora

podstawowego tego szlaku.

O pierscieniu podstawowym mozna mysle¢, ze to wyciety ustalony powtarzajacy sie
fragment szlaku. Stad jednemu punktowi pier$cienia odpowiada jeden punkt w ustalonym
fragmencie szlaku. Wyjatek stanowig punkty lezace w miejscu ,,sklejenia”, ktorym odpowiadaja
po dwa punkty z danego fragmentu szlaku — lezace na jego brzegu. Dos¢ dobrag analogia do
pier$cienia podstawowego, pochodzaca z zycia codziennego, jest malarski walek dekoracyjny.
Przyktadowe zdjecia takich watkow mozna znalez( na stronie  internetowej
http://projektcacko.pl/stare-walki-sa-i-stemple/.

Niech o bedzie przeksztalceniem z pierScienia podstawowego pewnego szlaku w jego
orbifold, takim ze punkty z pierScienia podstawowego sa ze soba utozsamione (sklejone), gdy sa
swoimi obrazami przez symetrie szlaku. Zauwazmy, ze dowolna triangulacja orbifoldu danego
szlaku ma swo0j odpowiednik — triangulacje stowarzyszong pierscienia podstawowego tego
szlaku. Triangulacja ta powstaje w ten sposob, ze:

e jej wierzchotkami sg przeciwobrazy przez o wszystkich wierzchotkow triangulacji

orbifoldu,

e jej krawedziami sg przeciwobrazy przez o wszystkich krawedzi triangulacji orbifoldu,

e jej trojbokami sg przeciwobrazy przez ¢ wszystkich trojbokoéw triangulacji orbifoldu.

Fakt 5.3
Dla danej triangulacji orbifoldu liczba trojbokéw w przeciwobrazie przez o
dowolnego trojboku z orbifoldu jest stata.

Dowod

Pokazemy najpierw, ze w przeciwobrazach przez ¢ dowolnych dwdch sasiednich
trojbokoéw A1 i Az jest tyle samo trojbokoéw (przez sgsiednie rozumiemy trojboki o
wspodlnej krawedzi).

Zauwazmy, ze skoro krawedz a nalezy do dwodch trojbokow, to znaczy ze nie
lezy na brzegu orbifoldu. Stad wynika, Ze jest zwykla krawedzia (gdyz krawedzie
lustrzane wystepuja jedynie na brzegu orbifoldu). Zatem powstala przez
utozsamienie ze soba zwyklych krawedzi, ktore nie lezaly na brzegu pierscienia
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podstawowego. Zatem krawedzie nalezace do przeciwobrazu a przez o tez sa
krawedziami wspolnymi dla pewnych dwoch trojbokow, przy czym z jednej strony
do krawedzi nalezacej do ¢7X(a) ,,przylega” trojbok nalezacy do przeciwobrazu przez
o trojboku 41, a z drugiej — trojbok nalezacy do przeciwobrazu przez o trojboku A».
Oznacza to, ze w przeciwobrazie przez ¢ sasiednich tréjbokow z orbifoldu jest po
tyle samo trojbokow (trojboki nalezace do przeciwobrazéw sgsiednich trojbokow
leza po przeciwnych stronach przeciwobrazow wspdlnej krawedzi).

Poniewaz od jednego tréjboku do drugiego da si¢ przejs¢ przez wspoOlne
krawedzie sgsiednich trojbokdw, zatem mamy teze.

Skoro wiemy juz, ze liczba trojbokow w przeciwobrazie dowolnego trojboku jest stata,
nazwijmy te charakterystyczng liczbe krotnocig odwzorowania. Sciste sformutowanie zawiera

ponizsza definicja.

Definicja 5.4

Niech krotnos¢ odwzorowania o bedzie liczbg trojbokdw w  pierScieniu
podstawowym danego szlaku w przeciwobrazie przez o dowolnego trojboku z
orbifoldu tego szlaku.

Teraz przedstawimy Fakt pomocniczy oraz Obserwacje, ktoére poézniej beda nam potrzebne

w dowodzie Twierdzenia 5.7.

Fakt pomocniczy 5.5
Dla dowolnej triangulacji pierscienia P jego charakterystyka Eulera wynosi 0.

Dowod
Pierscien powstaje z kuli przez wycigcie 2 parami roztagcznych dyskow, zatem z
Twierdzenia 3.2.1 jego charakterystyka wynosi y(P) =2 -2 =0.

Obserwacje 5.6

Rozwazmy triangulacje T orbifoldu F oraz stowarzyszona z nig triangulacj¢

pierscienia P, wyznaczong przez przeciwobrazy przez funkcj¢ o, gdzie o: P — F.

(@) Jesli w orbifoldzie F jest t trojbokow, to w pierscieniu podstawowym P jest k-t
trjbokow.

(b) Jesli e jest zwykta krawedzig w F, to o°}(e) sktada si¢ z k krawedzi.

(c) Jesli e jest lustrzang krawedzig w F, to o”(e) sktada sie z ¥ k krawedzi.

(d) Jesli v jest zwyktym wierzchotkiem w F, to 671(v) sktada si¢ z k wierzchotkow.

(e) Jesli v jest lustrzanym wierzchotkiem w F, to o'(v) sktada si¢ z %k
wierzchotkow.

(f) Jesli v jest kalejdoskopowym wierzchotkiem w F, to o}(v) sktada si¢ z Yk
wierzchotkow.

(g) Jesli v jest potobrotowym wierzcholkiem w F, to o}(v) sktada sie z %k
wierzchotkow.

Dowod

(@) Wynika to wprost z definicji krotno$ci odwzorowania.
(b) Rozpatrzmy dwa przypadki:
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Przypadek 1: e jest krawedzig zawartg w brzegu orbifoldu F

Skoro e jest zwykla krawedzig zawarta w brzegu, to znaczy, ze jest krawedzig
doktadnie jednego trdjboku w orbifoldzie. Ponadto jej przeciwobraz przez o
sktada si¢ z krawedzi zawartych w brzegu pierscienia podstawowego. Czyli
kazda krawedz nalezaca do przeciwobrazu e przez o jest krawedzia doktadnie
jednego trojboku w pierscieniu. Stad w przeciwobrazie € przez o jest doktadnie
tyle krawedzi, ile jest trojbokow w przeciwobrazie trojboku, ktorego e jest
krawedzia, czyli k.

Przypadek 2: e jest krawedzig zawartag we wnetrzu orbifoldu F

Skoro e jest zwykla krawedzig zawarta we wngtrzu F, to znaczy, ze jest
krawedzia wspdlna doktadnie dwoch trojbokoéw w orbifoldzie. Ponadto jej
przeciwobraz przez o sktada si¢ z krawedzi zawartych we wnetrzu pierécienia
podstawowego. Czyli kazda krawedz nalezaca do przeciwobrazu e przez o jest
krawedzig doktadnie dwoch trojbokow w pierscieniu. Stad w przeciwobrazie €
przez o jest dwa razy mniej krawedzi niz tacznie trojbokdéw w przeciwobrazach
trojbokow, ktorych e jest krawedzia, czyli K.

(c) Jesli e jest lustrzang krawedzig w F, to znaczy, ze powstala przy utozsamieniu ze
sobg powierzchni lezacych po dwoch stronach osi symetrii. Z definicji w
przeciwobrazie trojboku, ktorego jest krawedzig, bedzie K trojbokdw, ale beda
one mialy parami wspolne krawedzie zawarte we fragmencie osi symetrii. Stad
w przeciwobrazie e bedzie ¥ k krawedzi.

(d) Skoro v jest zwyklym wierzchotkiem w F, to znaczy, ze spotyka si¢ w nim n
zwyktych krawedzi (dla pewnego n > 1). Zatem w tym punkcie spotyka si¢ n
trojbokow, ktére maja parami wspolne zwykle krawedzie. Prowadzac
rozumowanie analogiczne jak w (b) dojdziemy zatem do wniosku, ze w
przeciwobrazie wierzchotka v jest k wierzchotkow.

(e) Jesli v jest lustrzanym wierzchotkiem w F, to znaczy, Zze powstal przy
utozsamieniu ze soba powierzchni lezacych po dwdch stronach osi symetrii. Z
definicji w przeciwobrazie trojboku, ktorego jest wierzchotkiem, bedzie k
trojbokéw, ale beda one mialy parami wspdlny wierzchotek zawarty we
fragmencie osi symetrii. Stad w przeciwobrazie v bedzie 4 k wierzchotkow.

(f) Jesli v jest kalejdoskopowym wierzchotkiem w F, to znaczy, ze powstal przy
utozsamieniu ze sobg powierzchni lezacych po czterech stronach przecinajgcych
si¢ (pionowej 1 poziomej) osi symetrii. Z definicji w przeciwobrazie trojboku,
ktorego jest wierzchotkiem, bedzie Kk trojbokéw, ale bedag one miaty czworkami
wspolny wierzchotek lezacy na przecigciu pionowej 1 poziomej osi symetrii.
Stad w przeciwobrazie V bedzie Y4 k wierzchotkow.

(9) Jesli v jest polobrotowym wierzchotkiem w F, to znaczy, ze powstat przy
utozsamieniu ze sobg powierzchni lezacych po dwoéch stronach srodka symetrii.
Z definicji w przeciwobrazie trojboku, ktorego jest wierzchotkiem, bedzie k
trojbokow, ale beda one miaty parami wspdlny wierzchotek bedacy srodkiem
symetrii. Stad w przeciwobrazie v bedzie ¥4 k wierzchotkow.

Majac uzasadnione powyzsze Obserwacje oraz Fakt pomocniczy mozemy przejsé do

sformutowania i uzasadnienia ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 5.7
Orbifoldowa charakterystyka Eulera orbifoldu dowolnego szlaku wynosi 0.
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Dowod
Rozwazmy orbifold O pewnego szlaku. Zatozmy, ze dla pewnej triangulacji T
tego orbifoldu zawiera ona:
e ttrojbokow,
kz zwyktych krawedzi,
ki lustrzanych krawedzi,
wz zwyktych wierzchotkow,
w lustrzanych wierzchotkow,
Wk kalejdoskopowych wierzchotkow,
W, potobrotowych wierzchotkow.

Niech o bedzie odwzorowaniem z pierscienia podstawowego P w orbifold O.
Wtedy przeciwobrazy przez funkcj¢ o wyznaczaja stowarzyszong triangulacje
pierScienia. Zaldzmy, ze krotno$¢ odwzorowania wWynosi K.

Z wymienionych wczeéniej Obserwacji wynika, ze w pierécieniu P (W
triangulacji stowarzyszonej) znajduje si¢:

o [t trojbokow,

o kk; krawedzi przeprowadzanych przez o na zwykle krawedzie w orbifoldzie,

o 5 kk krawedzi przeprowadzanych przez o na lustrzane krawedzie w orbifoldzie,
[ ]

k-w; wierzchotkdbw przeprowadzanych przez ¢ na zwykle wierzchotki w
orbifoldzie,

o !5 k'w wierzchotkow przeprowadzanych przez o na lustrzane wierzchotki w
orbifoldzie,

o Y4 k'wk wierzchotkow przeprowadzanych przez o na kalejdoskopowe wierzchotki
w orbifoldzie,

o ' k'wo wierzchotkdw przeprowadzanych przez ¢ na polobrotowe wierzchotki w

orbifoldzie.

Z Faktu pomocniczego 5.5 wiemy, ze

kwz + Y% kwi + Ya kewt Ve kewo — (k'kz + V2 kka) + ket = 0.
Wylaczajac wspdlny czynnik przed nawias dostajemy, ze
kefwz + Yawy + Yawg + Yawo — k. —Y2 ki +1] = 0.
Poniewaz k # 0, wigc rOwnowaznie mozemy zapisac, ze
Wz + YW+ Yawk + Y2 Wo —k; —%2 ki +1=0. *)

Wyliczmy teraz orbifoldowa charakterystyke Eulera dla triangulacji T.
Wynosi ona

xorb(O) = L-wz + Yoo + Yarwk + Yawo — (Lkz + Vark) + L.
Po uproszczeniu otrzymujemy
xorb(O) =wz + Yo w + Yawk + Y2 Wo— kz — 2 ki + .

Z réwnoscei (*) wynika, ze yorb(O) = 0, co nalezato dowies¢.

Do tej pory méwiac o orbifoldach, skupialiSmy si¢ na ich szczegélnych elementach, ale

mozemy popatrze¢ na nie takze jako na pewne ograniczone powierzchnie.
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Definicja 5.8

Niech O bedzie orbifoldem pewnego szlaku. Wtedy powierzchnig orbifoldu O
bedziemy nazywali orbifold O bez wyrdzniania charakterystycznych dla niego
elementow. Powierzchnig orbifoldu O bedziemy oznaczac |O|.

Twierdzenie 5.9
Dla orbifoldu O dowolnego szlaku zachodzi nierownosé yorn(O) < x(10)).

Dowod
Niech O bedzie orbifoldem pewnego szlaku. Rozwazmy triangulacj¢ T orbifoldu
O, takg ze zawiera ona:
o ttrojbokow,
k; zwyktych krawedzi,
ki lustrzanych krawedzi,
w; zwyktych wierzchotkow,
w lustrzanych wierzchotkow,
Wk kalejdoskopowych wierzchotkéw,
Wo potobrotowych wierzchotkow.

Wiemy, ze yorb(O) = 0, zatem mamy, ze
Wz +Yawi+ Yawk+ Y% Wo—k;— Y ki+t=0. (**)

Rozwazmy powierzchni¢ orbifoldu |O| i jej triangulacje T', odpowiadajaca
triangulacji T orbifoldu (t¢ sama, ale nieuwzgl¢dniajacg szczegdlnych elementow
orbifoldu).

Zauwazmy, ze kazda krawedz orbifoldu w triangulacji T na powierzchni |O|
bedzie rowniez krawedzia w triangulacji T'. Stad mamy, ze liczba krawedzi w
triangulacji T' bedzie rowna

K= kz + kl.

Podobnie bedzie dla wierzchotkow, to znaczy liczba wierzcholkow na

powierzchni |O| w triangulacji T' bedzie rowna
W =wz + wj + Wk + Wo.
Trojbokoéw natomiast bedzie na powierzchni |O| w triangulacji T' tyle samo co w

orbifoldzie w triangulacji T, czyli t.
Zatem charakterystyka Eulera powierzchni |O] wynosi

2(O) =W - K+t =w, + wj + Wk + Wo — (kz + ki) + 1.

Dazymy do sprawdzenia, ktora z wartosci — charakterystyka Eulera powierzchni
orbifoldu czy jego orbifoldowa charakterystyka Eulera jest wigksza, rozpatrzmy
zatem ich roznicg.

Mamy, ze

X(I0]) = xor(0) =
=Wz + W+ Wk +Wo— (Kz + ki) +t—[wz + %W+ Y4 wi + Y Wo — kz — Y2 ki + 1.

Po uproszczeniu dostajemy, ze

X(O) = xorn(0) =
=w,+w+Hwk+wo—k—ki+t—w—Yowi—Yawk— Y% wWo+k + %k —t.
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Redukujac wyrazy podobne otrzymujemy, ze
X(IO]) = xorv(0) = 2 Wi + ¥4 Wi + 2 Wo — 2 Ki.
Wylaczajac wspolny czynnik przed nawias dostajemy, ze
X(O]) = xorb(0) = Va-[wWi + */2 Wi + Wo — ki].

Fakt pomocniczy
W dowolnej triangulacji orbifoldu dowolnego szlaku liczba krawedzi lustrzanych
Jjest nie wigksza niz suma liczby wierzchotkow lustrzanych i kalejdoskopowych.

Dowod

Gdy popatrzymy na fragmenty brzegu zawierajace krawegdzie lustrzane, to
okaze si¢, ze sa dwa rodzaje — zamknigte i otwarte (porownaj Rysunek 5.2). We
fragmencie ,,zamknietym” krawedzi jest tyle samo co wierzchotkow, natomiast
we fragmencie ,,otwartym” krawedzi jest o 1 mniej niz wierzchotkdw. Skoro w
kazdym fragmencie zawierajacym krawedzie lustrzane liczba krawedzi
lustrzanych z tego fragmentu jest nie wieksza niz suma liczby wierzchotkow
lustrzanych 1 kalejdoskopowych zawartych w tym fragmencie, to taczng liczbe
krawedzi lustrzanych znajdujacych si¢ w orbifoldzie mozna oszacowad
nastgpujaco: Ki < wj + W, co byto do udowodnienia.

Rys. 5.2. Zamknigty (po lewej) i otwarty (po prawej) fragment brzegu

Kontynuujac poprzednie obliczenia, prowadzimy kolejne przeksztalcenia
10D — xorn(O) = Va-[Wi + ¥ Wi + Wo — ki] =

= Yo [wi + Wi — kit Wo + Y2 wi] =

= Va-[(W1 + Wi — ki) + (Wo + %2 Wil)].

Korzystajgc z faktu pomocniczego, zauwazamy, ze ostatnia suma W nawiasie
kwadratowym jest suma dwoch nieujemnych sktadnikow. Widzimy zatem, ze
x(IO]) = xorb(O) > 0, czyli rownowaznie x(|O|) > yorb(O), co nalezato dowiesc.

Whiosek 5.10
Dla powierzchni |O| orbifoldu O dowolnego szlaku zachodzi nierownosé y(|10|) > 0.

Dowod

Poniewaz x(|O|) > yorn(O), a ponadto yorb(O) = 0, wige z przechodnio$ci mamy, ze
x([O)) = 0.
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6. Potencjalne formy orbifoldow szlakow oraz dowod Glownego
Twierdzenia

Kolejnym krokiem w naszym dazeniu do przeprowadzenia klasyfikacji szlakow bedzie
okreslenie na podstawie Twierdzenia 3.2.1 (klasyfikujacego powierzchnie) oraz nieréwnosci
wyprowadzonych w poprzednim rozdziale, jakie powierzchnie moglyby by¢ orbifoldami
szlakow.

Przypomnijmy zatem, ze powierzchnie zamknigte orientowalne oznaczaliSmy przez Xy,
gdzie g oznacza liczbe dziur. Charakterystyka Eulera powierzchni 25 wynosi y(2g) = 2(1 — g).

Powierzchnie zamknigte nieorientowalne oznaczaliSmy przez Pn. Charakterystyka Eulera
powierzchni Pn wynosi y(Pn) =2 —n.

Natomiast kazda powierzchnia G z brzegiem jest jedng z wyzej opisanych powierzchni
zamknigtych z wycietymi wnetrzami m parami rozlacznych dyskow (oznaczmy ja przez G).
Charakterystyka Eulera powierzchni G wynosi: y(G) = x(G) —m.

Zauwazmy, ze orbifold nie moze by¢ powierzchnig zamknieta, musi zawiera¢ elementy
brzegu, ktore pochodza od prostych brzegowych szlaku.

Przeanalizujmy zatem, jakie sa mozliwe powierzchnie orbifoldéw szlakow.

Przypadek 1: powierzchnia orientowalna

Z Twierdzenia 3.2.1 mamy, ze
x(G)=2(1-g)-m.

Wiedzac, ze charakterystyka Eulera ma by¢ nieujemna, mozemy zapisac, ze

2(1-g)-m=>0.
Po uproszczeniu dostajemy, ze
1-g-%m=0.
Ostatecznie uzyskujemy
1-%m>g.

Ale wiemy, ze g > 0 (bo to liczba ,,dziur”), zatem mamy, ze
1-%m>0.
Po przeksztatceniach otrzymujemy, ze
2>m.
Zatem mozliwe wartosci mto 1 lub 2.
Dla m = 1 rozwazana wyzej nierdwnos¢ przyjmuje postaé
1-g-%2=>0.

Stad mamy, ze - > g. A poniewaz g > 0, zatem otrzymujemy, ze g = 0.
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Powierzchnia, ktora pochodzi od kuli, nie ma dziur 1 wycieto z niej 1 dysk, jest dyskiem.
Dla m = 2 rozwazana wyzej nierdwnos$¢ przyjmuje postaé
1-9g-1%2>0.
Stad mamy, ze 0 > g. A poniewaz g > 0, zatem otrzymujemy, ze g = 0.
Powierzchnia, ktora pochodzi od kuli, niec ma dziur i wyci¢to z niej 2 roztgczne dyski, to

pierscien.

Przypadek 2: powierzchnia nieorientowalna

Z Twierdzenia 3.2.1 mamy, ze

x(G)=2—-n-m.
Wiedzac, ze charakterystyka Eulera ma by¢ nieujemna, mozemy zapisac, ze
2-n-m2>0.
Stad dostajemy, ze
2-n>m.
Ale wiemy, ze m > 1, wigc
2-n>1.

A stad wynika, ze n < 1. Ale poniewaz n > 1, wiec jedyna mozliwa wartoscig n jest 1.
Gdy n = 1 powyzsza nierownos¢ przyjmuje postac

2—1>m.
Stad mamy, ze m < 1. Poniewaz wiemy, ze m > 1, wiec ostatecznie m = 1.

Powierzchnia o otrzymanych parametrach to wst¢ga Mobiusa.

OtrzymaliSmy zatem 3 powierzchnie, ktdre potencjalnie moga by¢ powierzchniami
orbifoldow szlakow. Popatrzmy na ich charakterystyki Eulera:
e dysk ma charakterystyke Eulera rowna 1 (obliczalismy to w Przykladzie 3 w
Rozdziale 3);
e pierScien ma charakterystyke Eulera réwng 0 (obliczaliSmy to w uzasadnieniu Faktu
pomocniczego w Rozdziale 4);
e wstega Mdbiusa ma charakterystyke Eulera rowng 0 (obliczaliSmy to w Przyktadzie 2 w
Rozdziale 3).
Z Twierdzenia 5.1 wiemy, ze orbifoldowa charakterystyka Eulera orbifoldu dowolnego
szlaku wynosi zero. Ponadto z Twierdzenia 5.2 wiemy, ze dla dowolnego orbifoldu jego
orbifoldowa charakterystyka jest nie wigksza niz charakterystyka Eulera jego powierzchni.

Zastanowmy si¢ zatem, jak ,,umieszczenie” na powierzchniach, ktére potencjalnie moglyby by¢
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orbifoldami, szczegdlnych elementow orbifoldu wptynie na ich orbifoldowa charakterystyke
Eulera.

Zastanowmy si¢ najpierw, co si¢ stanie, gdy zamienimy zwykty wierzcholek triangulacji
na wierzchotek potobrotowy (oczywiscie trzeba tak dobra¢ triangulacje, by byt taki wierzchotek
poza brzegiem powierzchni). W wyniku tej drobnej modyfikacji nie zmieni si¢ liczba
wierzchotkow, liczba krawedzi ani trojbokow, jedyna roznicg bedzie zmniejszenie ,,wagi”
jednego wierzchotka o 2 (zwykly wierzchotek miat ,,wage” 1, natomiast pdétobrotowy ma
»wage” '5). Zatem orbifoldowa charakterystyka Eulera zmniejszy si¢ o 2 na skutek zastgpienia
zwyklego wierzchotka wierzchotkiem potobrotowym.

Kolejng opcja do przeanalizowania jest pojawienie si¢ na powierzchni krawedzi lustrzane;.
Rozpatrzmy najpierw, co si¢ stanie, gdy zwykly fragment brzegu zastapimy lustrzanym bez
punktow kalejdoskopowych. W tym celu przypomnijmy, ze w dowodzie Faktu pomocniczego
wprowadzili$my rozréznienie na otwarte i zamknigte fragmenty brzegu (poréwnaj Rysunek 5.2).

Gdy zamknigty fragment zwykltego brzegu zamienimy na zamkniety fragment lustrzanego
brzegu (bez wierzchotkow kalejdoskopowych), to wszystkie wierzchotki triangulacji, ktore
lezaty na tym modyfikowanym brzegu, ze zwyktych wierzchotkéw zamienig si¢ na lustrzane. To
znaczy, ze je$li na zamknigtym kawalku brzegu bylo n zwyktych krawedzi i n zwyklych
wierzchotkow, to po zmianie jest na nim n lustrzanych krawedzi 1 n lustrzanych wierzchotkéw.
Jak zmieni si¢ orbifoldowa charakterystyka Eulera? Dokladnie n wierzchotkow zmniejszy
»wage” z 1 do 2 oraz n krawedzi zmniejszy ,,wage” z 1 do . Ale poniewaz do orbifoldowe;j
charakterystyki Eulera wchodza one z przeciwnymi znakami, nie ma znaczenia czy ich ,,waga”
to 1 czy Y2, bo 1 tak si¢ ,,znoszg”. Zatem warto$¢ orbifoldowej charakterystyki Eulera nie zmieni
sig, gdy zastagpimy zamknigty fragment zwyktego brzegu na zamkniety fragment lustrzanego
brzegu (bez wierzchotkow kalejdoskopowych).

Gdy otwarty fragment zwyklego brzegu zamienimy na fragment lustrzanego brzegu (bez
wierzchotkow kalejdoskopowych), to wszystkie wierzchotki triangulacji, ktore lezaty na tym
modyfikowanym brzegu, ze zwyklych wierzchotkéw zamienig si¢ na lustrzane (Sa co najmniej
dwa takie, gdyz jest to krawedz otwarta). To znaczy, ze jesli na modyfikowanym kawaltku brzegu
byto (w danej triangulacji) n zwyktych wierzchotkow i (n — 1) zwyktych krawedzi, to po zmianie
jest na nim (n—1) lustrzanych krawedzi i n lustrzanych wierzchotkéw. Jak zmieni si¢
orbifoldowa charakterystyka Eulera? Doktadnie n wierzchotkéw zmniejszy ,,wage” z 1 do Y2
oraz (n—1) krawedzi zmniejszy ,,wage” z 1 do Y. Poza tym zadna warto$¢ czgstkowa
orbifoldowej charakterystyki Eulera nie ulegnie zmianie. Jesli zatem przed modyfikacja ,,waga”

danego otwartego fragmentu brzegu wynosita 1'-n — 1-(n — 1) = 1, to po zastgpieniu ,,waga”
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bedzie wynosita Y2-n — Y%-(n — 1) = %. Zatem warto$¢ orbifoldowej charakterystyki Eulera
zmniejszy si¢ o Y4, gdy zastagpimy jeden otwarty fragment zwyktego brzegu na otwarty fragment
lustrzanego brzegu (bez wierzchotkow kalejdoskopowych).

Teraz zastanowmy si¢, jak na orbifoldowag charakterystyke Eulera wptynie dodanie
wierzchotka kalejdoskopowego. Zauwazmy, ze aby taki wierzchotek mogl sie¢ w orbifoldzie
pojawié, musi juz na nim wystepowaé krawedz lustrzana. Popatrzymy zatem w ten sposob: we
fragmencie brzegu juz zmienionym na lustrzany zamienmy K wierzchotkow lustrzanych na
kalejdoskopowe (gdy jest to otwarty fragment brzegu, to muszg wystapi¢ co najmniej (k + 2)
wierzchotki lustrzane, aby bylo to mozliwe). Jesli przed zamiang w tym fragmencie bylo n
lustrzanych krawedzi oraz m wierzchotkow lustrzanych, to po zastgpieniu bedzie tam n
lustrzanych  krawedzi oraz (m—k) wierzcholtkéw lustrzanych 1 k  wierzchotkow
kalejdoskopowych. Zatem ,,waga” fragmentu przed modyfikacja wynosita %2-m — '4-n, a po niej
byto to [Va-k + Ya-(m — K)] — ¥%o'n = Ya-k + Ya-m — Y-k — Ya-n = Yo-m — Ya-n — Y4-k. Widzimy wigc,
ze kazdy dodany na krawedzi lustrzanej wierzchotek kalejdoskopowy obniza orbifoldowa
charakterystyke Eulera o Ya.

Ostatecznie okazuje si¢, ze dodanie szczeg6lnych elementéw orbifoldu moze zmniejszy¢
charakterystyk¢ Eulera badZ jej nie zmienia. Zatem przeanalizujmy, do ktdrej z potencjalnych
powierzchni orbifoldu mozna co$ ,,dodac”.

Wstega Mdobiusa ma charakterystyke Eulera réwna zero, wigc jedyne, co potencjalnie
mozna byloby zrobi¢ (nie zmniejszajac charakterystyki), to zamieni¢ jej brzeg na zamkniety
fragment lustrzany. Ale nie mozna tego zrobi¢, bo wtedy nie zawierataby Zzadnego fragmentu
zwyklego brzegu, a wiemy juz, ze musi taki w orbifoldzie wystgpi¢. Ale nic nie stoi na
przeszkodzie temu, zeby wstgga Mobiusa bez zadnych dodatkowych elementow szczegdlnych
byta orbifoldem szlaku.

Rowniez charakterystyka Eulera pier§cienia wynosi zero, zatem (podobnie jak dla wstegi
Mobiusa) potencjalnie mozna zamieni¢ zamknigty fragment brzegu na fragment lustrzany. Obu
zamknigtych fragmentow brzegu nie mozna zamieni¢ na lustrzane, bo wtedy orbifold nie bedzie
mial fragmentu zwyklego brzegu, ale jeden tak, pod warunkiem, Ze nie bedzie na nim punktow
kalejdoskopowych. Czyli mozemy z powierzchni pierScienia uzyska¢ dwa rézne orbifoldy —
pierscien ,,bez dodatkow” oraz pierscien z jednym zamknietym fragmentem lustrzanego brzegu
bez punktéw kalejdoskopowych.

Najwigcej mozliwosci jest dla dysku, bo jego charakterystyka Eulera wynosi jeden, wigc

trzeba ja obnizy¢ do zera.
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Po pierwsze, mozna na dysku umiesci¢ dwa wierzchotki pétobrotowe. Kazdy z nich obnizy
charakterystyke Eulera o '%, wigc tacznie zmniejszy si¢ ona o 1, czyli bedzie réwna zero, a o to
nam chodzito.

Po drugie, mozna doda¢ jeden wierzcholek potobrotowy i1 otwarty fragment zwyktego
brzegu zastgpi¢ lustrzanym bez wierzchotkéw kalejdoskopowych. Obecno$¢ wierzchotka
polobrotowego zmniejszy charakterystyke Eulera o 2, takze zamiana otwartego fragmentu
brzegu na lustrzany obnizy charakterystyke o 2, wigc ostatecznie charakterystyka Eulera
zmniejszy si¢ o 1, czyli bedzie rowna zero.

Po trzecie, mozna zamieni¢ dwa rozlgczne otwarte fragmenty brzegu na lustrzane (bez
wierzchotkow kalejdoskopowych). Wtedy kazdy z nich obnizy charakterystyke Eulera o Y4, wigc
facznie obniza ja o 1 i1 bedzie rowna zero.

I wreszcie po czwarte, mozna zamieni¢ otwarty fragment brzegu na lustrzany, ale
zawierajacy dwa punkty kalejdoskopowe. Obecnos¢ fragmentu lustrzanego brzegu obniza
warto$¢ charakterystyki Eulera o '2, natomiast dodatkowo kazdy wierzcholek kalejdoskopowy
obniza charakterystyke Eulera o Y4, wigc tacznie obniza jg o 1, czyli bedzie réwna zero.

Zadna inna opcja dla powierzchni dysku nie jest mozliwa. Zamiana catego brzegu dysku
na krawedz lustrzang spowodowataby, Zze (jako potencjalny orbifold) nie bedzie on zawierat
zwyklego brzegu, a tak by¢ nie moze. Wystgpienie wierzchotka pétobrotowego powoduje, ze
charakterystyka Eulera obniza si¢ o 72, pozostaje zatem jeszcze 2 na inne elementy. Moze to by¢
drugi $rodek polobrotu (jak pokazaliSmy wyzej) lub otwarty fragment lustrzanego brzegu bez
wierzchotkow kalejdoskopowych (co juz réwniez przeanalizowaliSmy). Poniewaz punkty
kalejdoskopowe moga wystepowac tylko wtedy, gdy pojawi si¢ krawedz lustrzana, wigc facznie
z nig obnizaja charakterystyke Eulera o co najmniej %, wigc nie moga one wspodlistnie¢ (w
orbifoldzie o powierzchni dysku) z punktem potobrotowym. Pozostaje sprawdzi¢ ile punktow
kalejdoskopowych moze wystepowac na powierzchni dysku. Skoro kazdy z nich musi leze¢ na
krawedzi lustrzanej, wigc charakterystyka Eulera w zwigzku z jej obecno$cig zostaje obnizona o
Y. Pozostala 72 moze zosta¢ wykorzystana jedynie na dwa wierzcholki lustrzane, bo tylko wtedy
charakterystyka Eulera bedzie réwna zero.

Podsumowujac, z potencjalnych powierzchni uzyskali§my siedem orbifoldow:

wstega Mdbiusa,
e pierscien,

e pierscien z jedng krawedzig lustrzana,

dysk z dwoma punktami poétobrotowymi,
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e dysk z jednym punktem potobrotowym i jedng krawedzig lustrzang (bez wierzchotkow
kalejdoskopowych),

e dysk z dwoma roztagcznymi krawedziami lustrzanymi (bez wierzchotkow
kalejdoskopowych),

e dysk z krawedzig lustrzang i dwoma punktami kalejdoskopowymi.

Dowod Glownego Twierdzenia

Na skutek analizy przeprowadzonej w tym i poprzednich rozdziatach dowiedlismy, ze jest
doktadnie siedem mozliwych orbifoldow. Zauwazmy, ze orbifoldy te sg doktadnie tymi samymi,
co orbifoldy, ktore reprezentowaty siedem, wymienionych w Rozdziale 3, typow szlakow. Zatem
dowolny szlak musi naleze¢ do jednego z siedmiu typoéw opisanych wczesniej w tej pracy, CO

nalezato dowies$¢.
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