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Badanie wielo$cianéw zajmowalo centralne miejsce w geometrii Grekow, ale

dopiero Kartezjuszowi i Eulerowi przypadto w udziale odkrycie faktu dotyczacego
zalezno$ci pomiedzy liczba krawedzi, wierzchotkow i Scian wieloscianu prostego.
Z notatek Leibniza wynika, ze juz Kartezjusz znat ten niewatpliwie wazny fakt, ale za
jego odkrywce uznaje si¢ Eulera, ktory w liScie do Goldbacha z 1750 r opisuje swoje
odkrycie. Dzisiaj nazywamy je twierdzeniem Eulera. Dowod tego twierdzenia Euler
oglosit drukiem w 1758 r. W literaturze zostato przedstawionych kilka sposobow
przeprowadzenia dowodu tego twierdzenia. W ksigzce ,, Z geometria za pan brat™
zastosowano zestawienie wieloscianu z pewnej ilosci czworoécianow. Wychodzac od
czworo$cianu, ktory jak tatwo sprawdzi¢ spetnia wzor Eulera, badano niezmienno$¢
wzoru przy dostawianiu nastgpnego czworo$cianu jedna $ciang do juz zestawionej
czeSci. W literaturze mozemy spotkaé tez inny dowod, w ktorym konstruuje si¢ na
plaszczyznie obraz wielo$cianu, usuwajac jedna z jego Scian a pozostate tak deformujac
aby upadty na t¢ sama piaszczysz.

Tematem tej pracy jest przedstawienie nowego sposobu  przeprowadzenia
dowodu tozsamosci Eulera. Aby tego dokona¢ poshizono sig pryzmatoidem, jako
rodzajem wielo$cianu, dla ktérego wzor Eulera jest tatwy do udowodnienia. W celu
przeprowadzenia dowodu rozcigto dowolny wielo$cian wypukly na pryzmatoidy,
rodzing plaszczyzn rownolegtych. Zbadano mozliwe sposoby rozcinania i wplyw ich
wyboru na prawdziwo$¢ wzoru. Udowodniono, ze skoro pryzmatoidy powstate przez
rozciecie wyjsciowego wieloscianu wypuktego spelniaja tozsamos$¢ Eulera, to i

wieloscian wyjsciowy ja spetnia.

! W Krzysicki, H.Pisarewski, T.Swiatkowski, Z geometriq za pan brat, Warszawa 1992.
2 np. R.Courant, H.Robbins, Co fo jest matematyka, Warszawa 1962.
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§1 WIELOSCIANY WYPUKLE

Istnieje wiele definicji wielo$cianu. Najpowazniejsze wspotczesne dziefo o
wielo$cianach, E. Steinitza i H. Redemachera pt. Vorlesungen iiber die theorie der
Polyeder, rozpoczyna si¢ od nastepujacej uwagi o definicji wieloscianu. ,,Nie ma
jednolitej, ogolnie przyjetej definicji wieloscianu , a nawet nie jest wskazane ustalenie
takiej definicji”®> W rozmaitych badaniach definiuje si¢ wigc wielosciany rozmaicie, w

kazdym jednak przypadku trzeba si¢ trzyma¢ konsekwentnie obranej definicji.

WIELOSCIAN

Wieloécianem nazywamy kazdy uktad wielokatow, tak utozonych, ze w kazdej

krawedzi schodzq, sie dwa i tyko dwa wielokaty pod pewnym katem i ponadto z
dowolnego wielokata tego ukladu mozna przejs¢ do kazdego innego
przechodzac przez krawedzie.*

Jest to najczedciej stosowana definicja. My jednak postuzymy si¢ nastepujaca definicja.
Wielo$cian jest to cze$¢ przestrzeni ograniczona skornczong ilo$cig

$cian bedacych plaskimi wielokgtami.

Wieloécian nazywamy prostym’, jesli spetnione sa nastepujace warunki:

1. Wszystkie Sciany sa zwyktymi wielobokami.

2. Nie przylegajace, czyli nie sgsiadujace ze soba Sciany nie maja wspolnych

punktéw z wyjatkiem, by¢ moze jednego wspolnego wierzchotka.

3. Dwie sasiednie $ciany oprocz wspélnej krawedzi nie maja zadnych

wspolnych punktow.

4. Kazdy wierzchotek jest wierzchotkiem dokladnie jednego kata brylowego.
Wieloscian, ktory nie jest wieloscianem prostym, nazywamy zwigzanym lub
gwiezdzistym Wielo$cian prosty nazywamy wypuklym® jesli lezy on calkowicie po
jednej stronie kazdej ze swych Scian; wielo$cian taki mozna potozy¢ kazda $ciang na

plaszezyznie stolu tak, ze $ciana ta przylega do plaszczyzny wszystkimi swoimi

3 Cytat zaczerpniety z ksiazki Lommickiego, Wielosciany umiarowe, Lwow 1939.

4 Definicja wieloécianu wg ksiazki D.Hilberta, S.Cohn-Vossena, Geometria pogladowa, Warszawa 1956.
Definicja wielocianu prostego wg W.Krzysickiego, H.Pisarewskiego, T. Swiatkowskiego,

Z geometriq za pan brat, Warszawa 1992.

® Definicja wieloscianu wypuklego wg ksiazki Lomnickiego, Wielosciany umiarowe, Lwow 1939.




punktami. Czesto w zastosowaniu do bryt korzysta si¢ z drugiej definicji wypuktosci,
bardziej ogblnej majacej zastosowanie nie tylko do wieloscianow. Zgodnie z ta definicja
bryle, nazywamy wypukla, jesli catkowicie zawiera odcinek prostoliniowy taczacy dwa
dowolne punkty, nalezace do niej. Jednak w przypadku wieloscianow oba okreslenia
wypuktosci sa rownowazne.

Mimo, ze twierdzenie Eulera odnosi si¢ do wszystkich wielo$cianow
jednospojnych zaréwno wypuktych jak i niewypukiych my w dalszej czes$ci pracy
ograniczymy si¢ tylko do wielo$cianow wypuktych.

Poglad na konstrukcje wieloscianu wypuktego daje nam ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 1

Wieloscian wypukly jest przecigciem skoviczonej liczby polprestrzeni, majgcych
wspolne wewnetrzne punkty, i odwrotnie preciecie skoriczonej liczby polprzestrieni

jesli jest ograniczone i ma punkty wewnetrzne jest wielo$cianem wypuklym.

Dowéd’:

Niech P oznacz bryte, ograniczona, skoficzona liczba Scian ay, bedacych ptaskimi
wielokatami, czyli dowolny wielo$cian wypukly. Niech Ili bedzie ta plaszczyzng w
ktorej zawarta jest 'éciana a tzn. axc IL. Niech A oznacza wewngtrzny punkt
wieloscianu. Kazda z ptaszczyzn Tl dzieli przestrzen na dwie potprzestrzenie. Niech Ex
bedzie ta polprzestrzenia, do ktorej nalezy punkt A.(Ex — zamknieta polprzestrzen , tzn.
ar — Ey). Twierdzimy, ze przecigcie P’ wszystkich polprzestrzeni Ey jest wieloScianem
P. Rzeczywiscie niech XeP tzn. ze X nalezy do kazdej Ey, czyli nalezy do ich
przecigcia , zatem P P’

Niech teraz Y e P’. Pokazemy, ze Y € P. Tak jak X - punkt nalezacy do wngtrza
P, réwniez punkty odcinka XY, bliskie punktowi X takze naleza do P. Jesli Y nie
nalezalby do P, to odcinek XY przecina powierzchni¢ wieloScianu P w pewnym
punkcie Z. Punkt Z nalezy do jednej ze §cian ax. Zatem punkt X i Y lezg po roznych
stronach ay, a to zaprzecza okresleniu P’.

7 drugiej strony, przecigcie skoficzonej liczby pOlprzestizeni, jesli jest
ograniczone i ma punkty wewngtrzne, jest bryta ograniczona skoficzong liczba

plaszczyzn, zatem jest ono wieloscianem wypukdym.

" Dowéd zaczerpniety z ksigzki Pogorelowa, Geometrja, Moskwa 1941.




Twierdzenie 2°
Jezeli dowolny wieloscian wypukly przetniemy plaszczyzng, to priekrojem bedzie

figura wypukla, a dokladnie wielokqt wypukly. (rys. 1)

Dowaéd:

Oznaczmy P; — wieloscian wypukly, P, — plaszczyzna, P — przecigcie wieloscianu z
plaszczyzna., A i B — dowolne punkty nalezace do przecigcia. Na mocy definicji
przeciecia’ oba punkty A i B naleza zaréwno do figury P; jak i do figury P,. Ze wzgledu
na to, ze figura P; jest wypukta, wszystkie punkty odcinka AB naleza do figury Py, a ze
wzgledu na to, ze figura P, jest wypukta, wszystkie te punkty naleza rowniez do figury
P;. A wiec caty odcinek AB nalezy do przecigcia P, a to wlasnie znaczy, ze przecigcie P

jest wypukle.

Rys.1

Przeciecie P jest wielokatem, gdyz jest figura plaska ograniczona famana
zamknieta, utworzona z odcinkow bedacych czeSciag wspolng plaszczyzny P, i tych
$cian wielo$cianu, przez ktore ta ptaszczyzna przeszita. Odcinki te nazywamy bokami

wielokata, a liczba ich zalezy od tego przez ile scian poprowadzimy plaszczyzne tnaca.

# O wielu innych ciekawych wlasnosciach figur wypuklych mozemy przeczytaé w ksiazce J.H. Jagloma,

W.C Boltianskiego, Figury wypukte, Warszawa 1955. Wigkszo$¢ z podanych w ksigzce twierdzen o -

figurach wypuktych na plaszczyznie moze by¢ z reguly przeniesione na bryly wypukle w przestrzeni
niemal bez zadnych zmian w sformulowaniach i dowodach. Zagadnienia istotnie ,,tréjwymiarowe” mozna
znalez¢ w ksiazce L. Lusternika, Bryly wypukle, Moskwa 1941 i A. Aleksandrowa, Wielosciany wypukle,
Moskwa 1950
? Przecieciem dwéch (lub kilku) figur nazywamy figure zlozona ze wszystkich punktéw, ktore
jednoczesénie naleza do obu figur (lub do wszystkich figur, jesli jest ich kilka)

5




W kazdym wieloboku liczba wierzchotkow jest rowna liczbie bokow. Dla
wielo$cianow nie zachodzi tak prosty zwiazek ani miedzy liczba wierzcholtkow i $cian,
ani miedzy liczba wierzchotkéw i krawedzi, ani tez miedzy liczba krawedzi 1 $cian.
Zachodzi natomiast bardzo prosty zwiazek miedzy trzema liczbami, a mianowicie
miedzy liczba wierzchotkow, $cian i krawedzi. Zalezno$¢ t¢, od nazwiska tworcy

nazywamy tozsamoscia Eulera.

Oznaczmy:
W — liczba wierzchotkoéw
K - liczba krawedzi

S —liczba $cian

Twierdzenie 3

zwane TWIERDZENIEM EULERA

W kazdym wypuklym wielo$cianie suma liczby Scian i liczhy wierzcholkow jest o dwa
wigeksza od liczby jego krawedzi , tzn.
W+S=K+2

Jak wspomniano we wstepie znanych jest wiele dowodoéw tego twierdzenia,
poczawszy od dowodu Bulera z 1758r. Celem niniejszej pracy jest przedstawienie
nowego dowodu tego twierdzenia, opartego na pryzmatoidach, dla ktérych wzor Eulera

jest tatwy do uzasadnienia.




§2 DEFINICJE I PRZYKLADY PRYZMATOIDOW

PRYZMATOID

Pryzmatoidem nazywamy wielo$cian wypukty, ktorego wszystkie wierzchotki leza na
dwoch plaszezyznach rownolegtych, z ktorych kazda zawiera cho¢ trzy wierzchotki nie
lezace na jednej prostej. Plaszczyzny te sa plaszczyznami podstaw pryzmatoidu . Sciany
pryzmatoidu bedace czecia wspOlng kazdej z plaszczyzn podstaw pryzmatoidu i
powierzchni tego pryzmatoidu nazywaja si¢ podstawami pryzmatoidu. Sciany
pryzmatoidu lezace na ptaszczyznach podstaw pryzmatoidu nazywaja si¢ odpowiednio
podstawq gorng i podstaws dolng pryzmatoidu. Pozostate ptaszczyzny ograniczajace
pryzmatoid sa ptaszczyznami $cian bocznych pryzmatoidu. Sciany pryzmatoidu bedace
cze$cia wspolng kazdej z ptaszczyzn $Scian bocznych i powierzchni tego pryzmatoidu

nazywajq si¢ §cianami bocznymi pryzmatoidu.

Sciany boczne pryzmatoidu moga byé trojkatami lub czworokatami, bowiem moga
mie¢ one z kazda z podstaw gorna i dolng co najwyzej dwa wspdlne wierzchotki.

Sciana boczna moze taczyé krawedzie podstaw, wowczas §ciang boczng jest czworokat.
badz laczy¢ wierzcholek jednej z podstaw z krawedzia drugiej podstawy, wowczas
$ciana, boczng jest trojkat. Latwo zauwazyé, ze wielokat o wigkszej niz 4 liczbie
wierzcholkéw nie moze by¢ $ciana boczna, pryzmatoidu, gdyz przynajmniej jeden z jego
wierzchotkéw musialby lezeé na innej plaszczyznie niz plaszczyzny podstaw, a to jest

sprzeczne z definicja pryzmatoidu.
Przyktady pryzmatoidow

1. Kazdy graniastostup jest pryzmatoidem

Graniastostup jest to wieloscian, ktorego wszystkie
wierzcholki lezg na dwdch réznych plaszczyznach

rownolegtych, a krawedzie nie zawarte w tych

Yo = plaszczyznach sa rownolegte




2. Kazdy antygraniastostup jest rtowniez pryzmatoidem

Antygraniastostup jest to wieloscian, ktorego
dwie rownoleglte $ciany sa przystajacymi
n — katami foremnymi i potaczone sg
,paskiem” z na przemian ulozonych trojkatow

roOwnobocznych.

3. Ostrostup Sciety, cze$é ostrostupa zawarta miedzy plaszczyzna jego podstawy a

réwnolegta, don ptaszczyzng przechodzaca przez punkt wewnetrzny ostrostupa.

Ostroslup $éciety jest wieloscianem, ktdrego
brzeg sktada si¢ z dwu wielokatow podobnych F
i F° oraz pewnej liczby trapezow (Scian

bocznych)

4. Pryzma , jak sugeruje nazwa jest rowniez przykladem pryzmatoidu

Pryzma jest wielo§cianem, ktorego dwie
prostokatne $ciany lezg w plaszczyznach
rownoleglych, a przeciwlegle §ciany boczne sa
jednakowo nachylone do podstawy, ale po
przedluzeniu nie przecinaja si¢ w jednym

punkcie

5. Przyktad pryzmatoidu, ktory ma w podstawach wielokaty o roznych ilosciach

bokow.




PRYZMATOID ZDEGENEROWANY

Pryzmatoidem zdegenerowanym nazywamy wieloscian wypukly, ktorego
wszystkie ~ wierzcholki leza na dwoch plaszczyznach, przy czym jedna plaszczyzna
zawiera n>3 wierzchotkow wieloscianu, a druga plaszczyzna zawiera jeden
wierzcholek badz dwa wierzchotki (czyli krawedz). Wielokat zawarty w jednej z
plaszczyzn bedziemy nazywa¢ podstawg pryzmatoidu zdegenerowanego, a
plaszczyzne, w ktérej jest zawarty plaszczyzng podstawy tego pryzmatoidu.
Plaszczyzne, zawierajaca pozostale wierzchotki (1 lub 2) plaszczyzna gorng

pryzmatoidu.

Przyktady pryzmatoidéw zdegenerowanych:

Klin jest to wielo$cian, ktorego podstawa jest

/ prostokat, a §cianami bocznymi sg dwa trapezy

rownoramienne i dwa trojkaty rownoramienne.

Pryzmatoid zdegenerowany, ktorego podstawa,
jest pieciokat, a plaszczyzna gorna zawiera

krawedz tego pryzmatoidu.

Ostrostup  jest  przykladem  pryzmatoidu
zdegenerowanego
Ostroslup  jest to  wieloécian,  ktorego

powierzchnia sktada si¢ z wielokata — zwanego

podstawa, ostrostupa i pewnej liczby trojkatow —

Scian bocznych o wspolnym wierzchotku.




§3 TOZSAMOSC EULERA DLA PRYZMATOIDOW

Z poprzedniego rozdzialu wiemy juz, ze pryzmatoid jest pewnym rodzajem
wieloécianu wypuktego, a twierdzenie 3 z §1 mowi o tym, ze kazdy wielo$cian wypukly
spetnia tozsamo$¢ Eulera. Mozemy zatem podejrzewac, ze dzieje si¢ tak tez dla
pryzmatoidow. Nie trudno sprawdzi¢, ze pryzmatoidy przedstawione w poprzednim
rozdziale spelniaja wzor Eulera. Musimy jednak dowies¢, ze wzor ten jest prawdziwy

dla wszystkich pryzmatoidow. Postaramy sig to udowodni¢ w niniejszym rozdziale.
Dowéd tozsamos$ci Eulera dla pryzmatoidéw.

Wprowadzmy dodatkowe oznaczenia.

Niech:

m — bedzie liczba wierzchotkéw jak rowniez krawgdzi dolnej podstawy pryzmatoidu.
n — bedzie liczba wierzchotkéw jak rowniez krawedzi gornej podstawy pryzmatoidu,
k — bedzie liczba krawedzi bocznych pryzmatoidu.

Liczba k jest rowniez liczba Scian bocznych pryzmatoidum.

Nasz dowod przeprowadzimy w dwoch etapach, oddzielnie dla pryzmatoidow

niezdegenerowanych i zdegenerowanych.

Pierwsza czes¢ dowodu,

dotyczy pryzmatoidow niezdegenerowanych.

— liczac wierzchotki pryzmatoidu sumujemy wierzchotki obu podstaw: W=m + n;
— liczac krawedzie pryzmatoidu sumujemy krawedzie obu podstaw i krawedzie
boczne: K=m+n+k;

— liczac $ciany sumujemy 2 podstawy i k écian bocznych: S = k+2;

W+S=(m+n)+(k+2)=m+n+k+2.

10 ¥ a7da krawedZ boczna laczy dwie éciany boczne, ale §ciany zliczane sa podwojnie, bo kazda Sciane
boczng ograniczaja dwie krawedzie boczne. Zatem s = k
10
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K+2=m+n+k+2
Mamy zatem: W+ S =K+ 2.
W drugiej czesci dowodu,

sprawdzimy co dzieje sie w przypadku pryzmatoidow zdegenerowanych

Iprzypadek: m 23in=2

— liczac wierzcholki pryzmatoidu sumujemy wierzcholki podstawy i 2 wierzcholki
podstawy gornej: W =m + 2;

— liczac krawedzie pryzmatoidu sumujemy krawedzie obu podstaw i krawedzie
boczne: K=m+k+1;

— w tym przypadku mamy jedng $ciang podstawy i k $cian bocznych: S = k+1;

W+S=m+2)+(k+1)=m +k+3.
K+2=m+k+1+2=m+k+3.

Mamy zatem: W+ S=K+2.

I przypadek: m=23in=1

— analogicznie jak w przypadkuI: W=m + 1,

— liczac krawedzie pryzmatoidu sumujemy krawedzie podstawy i krawedzie boczne:
K=m+k;

— takjak wprzypadkul: S= k+1;

W+S=(m+1)+(k+1)=m+k+2.

K=m+k +2.
Mamy zatem: W+ S =K + 2.

Jak widzimy wzor Eulera spetniony jest we wszystkich przypadkach.
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§4 ROZCINANIE WIELOSCIANU WYPUKLEGO
PLASZCZYZNA A TOZSAMOSC EULERA

Pokazali$my, ze wszystkie pryzmatoidy spetniaja tozsamos$¢ Eulera.
Zanim rozetniemy nasz wieloécian na pryzmatoidy, zobaczymy czy wielo$cian rozcigty
na dwa dowolne wieloéciany spetniajace wzor Eulera, rowniez go spetnia. Sprawdzimy

jaki wplyw ma sposob przeprowadzenia ptaszczyzny tnacej na prawdziwos¢ wzoru.
Twierdzenie 4

Jesli wielosciany P; i P, powstale priez rogciecie wieloScianu wypuklego P

plaszczyzng spelniajq toizsamosé Eulera, to i wielo$cian P jg spelnia.

Chcemy pokazaé, ze dla naszego wyjsciowego wieloscianu zachodzi wzor
W+ S =K+ 2, gdzie:

W — oznacza liczbe wierzchotkow wieloscianu P,

S — oznacza liczbe $cian wieloscianu P

K —oznacza liczbe krawedzi wieloécianu P

Oznaczymy odpowiednio wielkosci W, Sy, K; dla wielocianu B i Wy, 8, K, dla
wielo$cianu P, .
Zaktadamy, ze dla F}: W+ S =K; +2,

idla P): W, + S =Ky +2,

Zbadamy jakie s wielkosci W, S, K w zaleznosci od odpowiednich wielkosci w

wielo$cianie P11 Pa.
Rozpatrzymy nastepujgce przypadki:

Przypadek 1

ody. plaszczyzna rozcinajaca omija wierzchotki i nie zawiera krawedzi wieloScianu P

W miejscu przeciecia wieloscianu plaszczyzna powstaja nam nowe wierzchotki.
Oznaczmy ich liczbe przez n. Przekréj wieloscianu jest wigc n- katem i co za tym idzie

n jest rowniez liczba nowo powstatych krawedzi. Widaé, ze n $cian wyjSciowego
12




wielo§cianu zostato po rozcigciu podzielonych na dwie czesci. Zatem obliczajac W, S,
K sumujemy odpowiednie elementy nalezace do wieloscianow P; i P, i odejmujemy
elementy zliczone podwdjnie, raz dla Py drugi raz dla P,, ktorych wieloscian P nie

posiadat, a ktore powstaty przy rozcinaniu. (rys. 2)

Rys.2

— liczac wierzchotki wieloScianu P sumujemy wierzchotki P; i P, odejmujemy
dwukrotnie n nowo powstatych wierzchotkéw: W =W+ Wz — 2n;

_ Liczac $ciany P musimy pamigta¢ o odjeciu n écian, ktore podzielita ptaszczyzna
tnaca i o przekroju wielo$cianu P, ktory jest ciana zarowno P; jak i Py
S=§+S,—-n-2;

— W przypadku krawedzi tak jak w przypadku wierzchotkow musimy pamigtac o
dwukrotnym odjeciu n krawedzi przekroju P i n krawedzi, ktore na dwie czesci

podzielita plaszczyzna tnaca: K=K; +K;-n-2n=K; + Kz -3n;

W+S=(W;+Wz-2n)+(S1+S;-n-2)=W; + S;+Wz+S;-3n-2.
Poniewaz z zalozenia P;iP; spetniaja tozsamo$¢ Eulera, wiemy ze:
W; + S =K+ 2o0raz Wy + S, =Ky + 2.
Podstawiajac te rownos$ci do powyzszego wzoru otrzymujemy:
W+S=K;+2+K,+2-3n-2=K; +K;-3n+2.
7 drugiej strony mamy
K+2=K;+Ky-3n+2,
a zatem:

W+S=K+2.
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Przypadek I1

gdy, plaszczyzna rozcinajaca zawiera wierzcholki. ale nie zawiera krawedzi

wieloscianu P.

Oznaczmy przez p ilos¢ wierzcholkow, przez ktore przechodzi ptaszczyzna rozcinajaca,
za$ przez n ilos¢ nowych wierzcholtkow. Przekroj wieloscianu jest (n + p) - katem. Przy
rozcinaniu zostalo podzielonych na dwie cze$ci n  krawedzi (to sa te krawedzie na

ktorych powstaly nowe wierzchotki) i (n + p) $cian. (rys. 3)

Rys.3

— liczac wierzchotki wieloscianu P sumujemy wierzchotki P; i Py, odejmujemy
dwukrotnie n nowo powstatych wierzchotkow i p wierzchotkow, ktore zliczono
podwojnie: W =W;+ W, —2n —p;

— liczac $ciany P postepujemy analogicznie jak przy liczeniu $cian w przypadku I,
pamigtajac, ze tym razem podzielono (n + p) $cian: S=S8;+S,—(n+p)—-2;

— krawedzie réwniez liczymy analogicznie jak w przypadku I:

K=K;+K;—n-2(n+p),

W+S=(W;+W;-2n-p)+(S1+S;,—(n+p)-2)=
Wi+S+Wy+S;,-3n-2p-2.

Poniewaz z zalozenia P; 1 P spetniaja tozsamo$¢ Eulera, wiemy ze:
Wi+ S =Ki+2 oraz Wy + S, =K, + 2.

Podstawiajac te rownosci do powyzszego wzoru otrzymujemy:
W+S=K;+2+K;+2-3n-2p-2=K; +Ky—-3n-2p+2.

Z drugiej strony mamy
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K+2=K1+K2—n—2(n+p)+2=K1+K2—3n—2p+2,
zatem:

W+S=K+2.

Przypadek 11 - ogdlny

odv. plaszczyzna rozcinajaca przechodzi przez krawedzie i1 wierzchotki wieloscianu P

Zalozmy, ze plaszczyzna rozcinajaca wyznacza n nowych wierzchotkdéw, przechodzi
przez p starych wierzchotkéw i przez k starych krawedzi. Wsréd p starych
wierzchotkOw sa rOwniez te, ktore sa koncami krawedzi zawartych w plaszczyznie

przekroju, oznaczymy je symbolem pg. (rys. 4).

Rys.4

— zliczanie wierzcholkéw odbywa sie doktadnie tak samo jak w przypadku II:
W=W;+W;-2n-p,

— w tym przypadku nalezy zwrdci¢ uwage na to, ze zliczono podwojnie (n+p-k) Scian, \
gdyz przy k krawedziach, przechodzaca plaszczyzna tnaca nie dzielita $cian P:
S =81+S-(n+p-k)-2 |

— liczac krawedzie postepujemy analogicznie jak w poprzednich przypadkach: po "
zsumowani wszystkich krawedzi P; iP,, odejmujemy n podzielonych krawedzi, |
odejmujemy dwukrotnie krawedzie nalezace do przekroju pamigtajac o ponownym |
dodaniu k krawedzi, ktore nalezaty do wieloscianu P:

K=K; +K;—-n-2(n+p)+k;




WH+S=W;+W,-2n-p)+(S1+S;—-(n+p-k)-2)=
Wi+W,-2n—-p+S+S-(n+p-k)-2=W; +S;+Wy+S5;-3n-2p+ k-2
Korzystajac z zatozenia, ze P1i P, spelniaja tozsamos¢ Eulera, mamy:
Wi+ S =Ki+2iWy+S5;=K;+2.
Podstawiajac te rownosci do powyzszego wzoru otrzymujemy:
W+S=K;+2+Ky+2-3n-2p+k -2=K; +K;-3n—-2p+k+2.
Z drugiej strony mamy
K+2=K;+K;—n-2(n+p)+k+2=K;+K;-3n-2p +k+2,
zatem i w tym przypadku:
W+S=K+2.

Tym sposobem udowodniliémy, ze niezaleznie od tego jak poprowadzimy
plaszczyzne tnaca , wielo$cian wypukly P spetnia tozsamo$¢ Eulera, jesli wielosciany

P, i P, powstale przez rozcigcie wieloscianu P ja spetniaja.
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§5 ROZCINANIE DOWOLNEGO WIELOSCIANU
WYPUKLEGO NA PRYZMATOIDY RODZINA
PLASZCZYZN ROWNOLEGLYCH

W poprzednim paragrafie rozcinaliSmy wieloscian plaszczyzng na dwa
wielociany. Wyobrazmy sobie, ze powtarzamy operacj¢ cigcia na tych
nowopowstatych wieloécianach. Przy odpowiednim poprowadzeniu nastepnych
ptaszczyzn tzn. tak by wszystkie plaszczyzny byly rownolegte i tak by kazdy
wierzchotek wielo$cianu zawarty byt w ktorej$ z tych plaszczyzn, tatwo pokusi¢ si¢ o

stwierdzenie nastepujacych faktow:

Fakt A
Rozcinajgc  dowolny wieloscian wypukly rodzing plaszczyzn  rownoleglych,

prrechodzqcych przez wierzcholki wyjsciowego wielo$cianu otrzymamy pryzmatoidy.

Fakt B
Kaidy wieloscian wypukly moina rozcigé na pryzmatoidy rodzing plaszczyzn

réwnoleglych w taki sposob, by tadna plaszczyzna tnqca nie zawierata jego krawedzi.

Fakt C 4
Kazdy wieloscian wypukly moina rozcigé na pryzmatoidy rodzing plasiczyzn
rownoleglych w taki sposob, by kaida z plaszczyzn rozcinajqcych zawierala dokladnie

Jjeden wierzcholek wieloscianu.

Powyzsze fakty wskazuja nam sposob rozcinania wielocianu P. Zanim jednak je
uzasadnimy przedstawimy sposob konstruowania ptaszczyzn tnacych.

Opis sposobu rozcinania;

1. Wezmy wieloscian P.
2. Wybieramy kierunek plaszczyzny
a) dowolny,
b) taki, by ptaszczyzna o tym kierunku nie byta réwnolegta do zadnej krawedzi
wielo$cianu P (Fakt B),
c¢) taki, by ptaszczyzna o tym kierunku nie byla rownolegla do zadnego
odcinaka taczacego wierzchotki wieloscianu P (Fakt C),
3. Prowadzimy plaszczyzny o wybranym kierunku przez kazdy wierzcholek

wieloscianu P. To daje nam rodzing ptaszczyzn rownoleglych.
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Wybér kierunku plaszczyzny wiaze si¢ z tym w jaki sposob chcemy rozciaé nasz
wieloscian P. Postaramy sie zilustrowa¢ mozliwosci prowadzenia plaszczyzn. Dla
przejrzystosci rysunkéw postuzymy si¢ w miare ,prostymi” wieloscianami. Ilo$¢
plaszczyzn potrzebnych do rozcigcia wieloscianu na pryzmatoidy zalezy od stopnia
,.skomplikowania” wieloscianu i od sposobu prowadzenia plaszczyzn.

Mozemy rozcia¢ wieloscian:

a) dowolnie

Niezaleznie od doboru kierunku ptaszczyzny (kierunek dowolny), rodzina
plaszczyzn poprowadzonych wedlug powyzej przedstawionego opisu, rozcina

wieloscian na pryzmatoidy (Fakt A).

Uzasadnienia faktu A

Prowadzac plaszczyzny rownolegle i tak by kazdy wierzcholek wielo$cianu lezal na
jednej z tych plaszczyzn, gwarantujemy sobie, ze wielosciany zawarte migdzy dwiema
sasiednimi plaszczyznami, maja swoje wierzcholki tylko na tych dwoch plaszczyznach,
a taki wieloscian zgodnie z definicja z §2 jest pryzmatoidem. Gdyby jednak zdarzyto
sie, ze miedzy tymi dwoma plaszczyznami znalazlby si¢ wierzchotek, zawsze mozemy
poprowadzi¢ nastepng plaszczyzne rownolegla do pozostalych i zawierajaca ten
wierzchotek. 4

Rysunki 5a i 5b przedstawiaja sytuacje, w ktorych ptaszczyzny tnace

poprowadzono dowolnie. W przypadku 5a ptaszczyzny zawierajg krawedzie, a w

przypadku 5b $ciany wieloScianu.

k




Rys.5b

Fakt B wskazuje na inny sposob rozcinania wielo$cianu.
b) Tak, by zadna plaszczyzna tngca nie zawierala krawedzi wieloScianu.
‘ W tym celu musimy nieco staranniej dobra¢ kierunek ptaszczyzny, a mianowicie
| tak, by plaszczyzna o tym kierunku nie byta rownolegta do zadnej krawedzi naszego

wieloscianu. (rys. 6)

I

Rys.6
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Dobor kierunku plaszezyzny decyduje czy plaszczyzny tnace nie beda zawieraly
niepozadanych elementow (w tym wypadku krawedzi). Nasuwa sie pytanie, czy zawsze

mozna znalezé tak dobrze dobrang plaszczyzng, ktéra nam to zagwarantuje.

Uzasadnienie faktu B

Niech S oznacza sfere o $rodku s i promieniu r, niech n oznacza liczbg krawedzi
wieloscianu P.

Wezmy dowolna, krawedz ki

Wyznaczmy $rednice d; sfery rownolegla do krawedzi k.

Poprowadzmy ptaszczyzne przez $rednice sfery rownolegla do krawedz ki(rys.7a).
Wowczas wektor prostopadly do tej plaszczyzny o poczatku w punkcie s i dlugosci
rownej promieniowi sfery S wyznaczy na sferze punkt A. Nazwijmy ten wektor
wektorem normalnym plaszczyzny i oznaczmy go 7i. Jezeli poprowadzimy przez
srednice d; wszystkie ptaszczyzny rownolegte do krawedzi ki, to konce wektorow
normalnych tych plaszczyzn wyznacza nam na sferze S okrag o1.

Wezmy teraz krawedz k, i wszystkie ptaszczyzny do niej rownolegte. Postepujac tak jak
z krawedzia k; otrzymamy okrag 0;.

Postepujemy tak z kazda z n krawedzi, otrzymujac n okregow na sferze. Jezeli, ktores z

krawedzi sq ze soba rownolegle, wowczas ich okregi pokryja sig.

A kergreoils

e rownolegla do ki
krawcdz’ k1
Rys. 7a

Liczba krawedzi w wieloscianie P jest skonczona, zatem liczna okregow utworzonych

na sferze S rowniez bedzie skonczona. Istnieje zatem na sferze punkt X nie nalezacy do
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zadnego z tych okregéw. Wektor s jest wektorem normalnym pewnej plaszczyzny,
tzn. wyznacza nam plaszczyzne, ktora nie jest rownolegta do zadnej z krawedzi

wieloscianu P.

Rys. 7b

Fakt C wskazuje na jeszcze staranniejsze rozcinanie.

¢) Tak, by kazda z plaszczyzn tnacych zawierala dokladnie jeden wierzcholek.
Kierunek plaszczyzny w tym przypadku musi by¢ taki aby, by ptaszczyzna nie byta
rownolegta do zadnego odcinaka taczacego wierzchotki wieloscianu. (rys.7)

Ten sposob wymusza na nas najwigksza liczbe cigc.

Rys.7

Tutaj réwniez musimy si¢ zastanowi¢, czy zawsze znajdziemy taki kierunek

plaszczyzny , ktory pozwoli pocia¢ wieloscian w zadany sposob.
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Uzasadnienie faktu C

Wystarczy znalezé takg plaszczyzne, by nie byla réwnoleglta do zadnego odcinka
taczacego dwa dowolne wierzchotki wielo$cianu P.

Niech S oznacza sfere o srodku s 1 promieniu r.

Niech n oznacza liczbe krawedzi k wieloscianu P, a m oznacza liczbe odcinkow q
taczacych wierzcholki wieloscianu, nie nalezace do jednej krawedzi. Postepujac tak jak
w uzasadnieniu faktu B rozwazamy dla kazdej krawedzi k i dla kazdego odcinka q
plaszczyzny rownolegle do nich i przechodzace przez $rodek sfery. Wektory normalne
tych plaszczyzn wyznaczaja okregi na sferze S. Poniewaz jest ntm wszystkich
odcinkow taczacych dwa wierzchotki wieloscianu, zatem bedzie n+tm okregdw na
sferze. Jesli ktores z tych odcinkow lub krawedzi sq rownolegle ich okregi pokryja sig.
Zawsze jednak mozemy znalezé punkt X nie nalezacy do nt+m okregow na sferze.
Wektor s¥ jest wektorem normalnym pewnej ptaszczyzny, ktora nie jest rownolegta do

zadnego z n+m odcinkow taczacych dwa wierzchotki wielo§cianu P.
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§6 DOWOD TOZSAMOSCI EULERA DLA
DOWOLNEGO WIELOSCIANU WYPUKLEEGO.

Y poprzednich paragrafach
szczegotowo omowiliSmy zagadnienia, ktore
teraz wykorzystamy do przeprowadzenia
dowodu tozsamosci Eulera dla dowolnego
wieloscianu. Dowod ten bedzie sktadal sie z
kilku etapow, w ktorych odwotamy si¢ do

rezultatow naszych wczesniejszych rozwazan.

Dowéd: rys.8

Niech P bedzie dowolnym wielo$cianem wypuklym.
(przyktadowy wieloscian przedstawia rys. 8, natomiast rys. 9 obrazuje ponizszy dowod)
1. Rozcinamy wieloscian P na pryzmatoidy jednym ze sposobéw z rozdziatu 5.

Niech n oznacza liczbe plaszczyzn tnacych, a pr dla ke {1,2,3...,n+1} kolejne

pryzmatoidy na ktére rozpadt si¢ nasz wyjsciowy wieloscian. Liczba n zalezy jak juz
wezesniej wspomnieliSmy od stopnia ,,skomplikowania” wieloscianu i od sposobu
rozcinania. Wielo$cian ktéry ma w wierzchotkoéw, mozna pociaé¢ na w-1 pryzmatoidow,
gdy wybierzemy trzeci sposob rozcinania, tzn. ten w ktérym ptaszczyzna tnaca zawiera
dokladnie jeden wierzchotek wieloscianu P. Najmniejsza liczbe pryzmatoidow
otrzymamy, gdy wielo$cian rozetniemy pierwszym sposobem, prowadzac pierwsza
plaszczyzne przez jak najwigksza liczbe wierzchotkow wieloscianu P. Moze si¢
zdarzyé, ze juz pierwsza plaszczyzna przetnie nasz wieloscian na dwa pryzmatoidy, ale
w wigkszosci przypadkdéw wieloscian rozpada si¢ na wigcej niz dwa pryzmatoidy.

Kazdy z tych pryzmatoidéw spetnia tozsamo$¢ Eulera, co pokazano w rozdziale 3.

Skoro k pryzmatoidow powstalo po rozcigciu naszego wieloscianu P, to skladajac te
pryzmatoidy ze soba otrzymamy nasz wyjsciowy wielo$cian P.

2. Wezmy dwa sgsiednie pryzmatoidy p; i p2.
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Mozemy zatozy¢, ze powstaly one po rozcigciu pewnego wieloscianu Py .

3. Laczac ze sobg pryzmatoid p; i p; otrzymamy ponownie wielo$cian P.

W rozdziale 4 udowodniliSmy, ze taki wieloscian spelnia tozsamo$¢ Eulera.

Mozemy zalozy¢, ze wieloScian Py i pryzmatoid p; powstaly po rozcigciu

pewnego wieloscianu P,.

4. Laczymy wieloScian Py z pryzmatoidem p; i otrzymujemy wieloScian P, itd.

5. Laczymy wieloScian Py z ostatnim pryzmatoidem py i otrzymujemy nasz

wyjsciowy wieloScian P, ktéry spelnia tozsamos¢ Eulera, co bylo do

udowodnienia.
Rys. 9
p1
P

P2 P,

P3 p3 .
\

Pis

Pk-1 Px-1
-

Px

Px-

Px
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Powyzej przedstawiony dowod moze mie¢ kilka wariantow.

W zaleznoéci, od tego jaki sposob rozcinania wybralismy w punkcie 1 dowodu,

bedziemy argumentowa¢ prawdziwos¢ wzoru Eulera dla wieloscianu, rozcietego na dwa

wielo$ciany spelniajace tozsamos¢ Eulera.

Mozemy wybra¢ najprostsze cigcie, tzn. takie w ktorym kierunek plaszczyzn
tnacych jest dowolny. Woéwczas ptaszczyzna moze przejs¢ przez krawedzie
wielo$cianu . W tej sytuacji trudniej jest uzasadnié, ze wielo$cian rozciety w
ten sposob spetnia tozsamo$é Eulera o ile spelniaja go dwa wielosciany,
ktore powstaly przez to rozcigcie (przypadek III z rozdziatu 4)

Drugim wariantem dowodu jest ten, w ktérym bardziej starannie rozetniemy
wielo$cian. Wybierajac kierunek ptaszczyzny tak, by nie byta rownolegta do
zadnej krawedzi, badz do zadnego odcinka taczacego dwa wierzchotki
(Przyktad II lub III z paragrafu 5). Plaszczyzny w tym wypadku nie
zawieraja krawedzi wielo$cianu, dlatego mozna przytoczy¢ prostszy
rozumowanie o prawdziwosci wzoru Eulera dla wieloscianu przy tym

sposobie rozcinania (przypadek IT w rozdziale 4)

Podsumowujac nasze rozwazania widzimy, ze kazdy wielo$cian wypukty mozna pocia¢

rodzing, ptaszczyzn rownolegtych tak by podzielily one ten wieloécian na pryzmatoidy.

Kazdy z pryzmatoidow speinia tozsamo$¢ Eulera 1 tym samym nasz wielo$cian rowniez

ja spelnia.
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