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W trakcie nauki szkolnej poznajemy rézne bryly, a posrdd nich

graniastostupy prawidlowe.

Znajac juz dobrze pojecie graniastostupow prawidtowych i ich wlasnosci
mozemy z nich tworzy¢ nowe bryly. Wezmy dwa przystajace wielokaty

foremne i nat6zmy je na siebie, tak aby boki si¢ pokrywaly. Nastepnie jeden z
tych wielokatow skrecamy o kat = (gdzie n to ilos¢ wierzchotkoéw wielokata
n

foremnego) i podnie$Smy go prostopadle w gore na wysokos$é A. Laczac kazdy
wierzcholek jednej z podstaw z dwoma najblizszymi wierzchotkami drugiej

podstawy otrzymujemy krawedzie boczne.

Otrzymana figura przestrzenna to graniastostup skrecony skladajaca sie z
podstaw, ktére sa przystajacymi wielokgtami foremnymi a $ciany boczne sa

przystajacymi trojkatami rownoramiennymi.

Mozna zauwazy¢ pewne podobienistwo miedzy graniastostupem
prawidtlowym a graniastostupem skr¢conym. W obu brylach podstawy sa
wielokatami foremnymi a Sciany boczne sa przystajace. R6znica polega na tym,
ze w graniastostupie skreconym $ciany boczne sg trdjkatami réwnoramiennymi i

jest ich dwa razy wigcej niz w graniastostupie prawidtowym.

Oto niektére przyklady graniastostupow prawidtowych i skreconych o
tych samych podstawach.
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Wstep

W  niniejszej pracy zajmiemy si¢ wlasnoSciami graniastostupow

skreconych.

W rozdziale I podamy definicj¢ graniastostupa skreconego i wyznaczymy

pewne wielkosci potrzebne do opisania jego wtasnosci.

W rozdziale II policzymy pole powierzchni bocznej graniastostupa

skreconego a w III pokazemy jak obliczy¢ jego objetosc.

W rozdziale IV podamy definicj¢ bryly Archimedesowej i wyznaczymy
taka wlasnos$¢ graniastostupa skreconego, aby jego Sciany boczne byly

trojkatami rownobocznymi.

W rozdziale V pokazemy, jaki musi by¢ promien sfery, aby mozna jq byto

opisa¢ na graniastostupie skreconym.

W rozdziale VI wyliczymy, jak nalezy dobra¢ wysokos$¢ graniastostupa

skreconego, aby w ten graniastostup mozna byto wpisaé kule.
W rozdziale VII rozpatrzymy symetrie graniastostupa skreconego.

W rozdziale VIII podamy warunek na to, aby mozna byto wpisaé kule w

krawedzie graniastostupa skreconego oraz wyliczymy promien tej kuli.




Definiowanie pojec.

I. Definiowanie poijeé.

Graniastostup skrecony jest to wieloscian, ktérego podstawy, sa
przystajacymi  wielokatami  foremnymi, lezacymi w  plaszczyznach
réwnoleglych, z ktérych jeden obrocony jest w stosunku do drugiego o pewien
kat 8 tak, ze Sciany boczne sg przystajacymi tréjkatami réwnoramiennymi a
krawedzie boczne sg odcinkami taczacymi wierzchotek jednej z podstaw z

dwoma sasiadujagcymi wierzchotkami drugiej podstawy.

Wysokosciaq graniastostupa skreconego % jest odcinek taczacy s$rodki
gornej i dolnej podstawy pod katem prostym do obu tych podstaw. (rys. 1)

rys.. 1

Dla pelnej definicji brakuje wartosci kata 8, o ktoéry jedna podstawa jest

obrécona w stosunku do drugiej. Skoro z definicji $ciany boczne sg tréjkatami

rOwnoramiennymi, to sposob obrocenia podstaw musi wygladaé¢ jak na

rys.unku 2.
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Definiowanie poj¢c.
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rys.. 2
. : . . 2%
Z rys.uunkéw wynika, ze kat S stanowi potowe kata a =— bedacego
n
najmniejszym katem obrotu bedacego symetria n—kqta foremnego czyli: |

p=2-Z==.

' 2 n n

W kolejnych dziatach bedziemy wprowadza¢ wzory opisujace
poszczegdlne wiasnosei graniastostupow skreconych. Skorzystamy w nich z

dwoch wielkosci: x 1 y.

Przez y oznaczyli$my odcinek, ktory taczy srodek podstawy z wierzchotkiem,
przez x, odcinek aczacy S$rodek podstawy ze Srodkiem krawedzi podstawy

(rys. 3)




Definiowanie pojec.

rys.. 3

Wyrazmy wielkosci x 1 y wzorami korzystajac z wlasnosci trojkata.
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Pole powierzchni boczne;.

II. Pole powierzchni bocznei.

Powierzchnia boczna graniastostupa skreconego sklada sie z 2n (n— ilogé
wierzcholkéw w podstawie) przystajacych tréjkatéw réwnoramiennych o

. podstawie a. Aby obliczy¢ ich pole nalezy wyznaczyé wysokosé $ciany boczne;.
Rozwazmy przekrdj graniastostupa plaszczyzng prostopadla do podstaw,
dzielaca je na dwie réwne czesci. Fragment przekroju przedstawiony jest na

rys.unku 4.

rys. 4
W tym przekroju mozna wyr6zni¢ tréjkat prostokatny. Przeciwprostokatna jest
wysokoscia $ciany bocznej /4, jedna z przyprostokatnych to wysokos¢
graniastostupa skreconego 4 (odcinek faczacy srodki gornej i dolnej podstawy)
a druga odcinek bedacy réznica odcinkéw y i x opisanych w rozdziale I.

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy:

hj =h? +(y—x)2,




Pole powierzchni bocznej.

2 2
a(l —coszj az(l—cosz)
2 n n
—x) - = .

. T /4
2sin — 4sin* =
n n

gdzie (v

Wykorzystujac wyznaczone w rozdziale I wielkosci x i y, wyznaczymy

wysokos$¢ $ciany bocznej:

2
az(l—cos”j
ho= W+ n;_,

Y
4sin® =
n

Zatem pole powierzchni bocznej P, wynosi:

2
Vs
a’*|1—cos=
2 n

Pb=2n-PS:2n-%-a h™ + =a-n|h*+

P, —pole trojkatnej $ciany bocznej.
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Objetosé.

ITI. Objetosé.

Aby obliczyé objetosé V graniastostupa skreconego, przedstawimy ja jako

l réznice objetosci bryl, ktore tatwo jest policzyc.
Do graniastostupa dobudujemy wzdtuz kazdej sposréd 2n $cian bocznych
pewne ostrostupy, aby otrzymaé graniastostup prawidtowy. Nastepnie
policzymy objetos$¢ ¥V, powstatego graniastostupa i odejmiemy od niej objetosé

2n-V, ostrostupéw dobudowanych. Sposob dobudowania ostrostupow,

przedstawia rys.unek 5:
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Objetosé.

W ten sposob otrzymaliSmy objetos¢ graniastostupa skreconego, ktéra

wyrazamy wzorem:
() V=Ve= 20V,
Policzymy teraz objetos¢ graniastostupa prawidtowego :
Ve=P, h.

Po dobudowaniu ostrostupéw powstat graniastostup prawidlowy o podstawach

2n—kata foremnego.

__/Z/ \,\\Tt
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rys.. 6

Aby obliczy¢ pole podstawy podzieliliSmy ja na 2n tréjkatéw réwnoramiennych,
ktorych ramiona sg réwne y. Rozwazmy jeden z tych trojkatow (rys. 6)

i obliczmy jego pole P,. Poniewaz wiemy, ze f = Z, skorzystamy z ogo6lnego
n
wzoru na pole tréjkata

P, = %ob'sin 7.

Podstawiajac nasze dane otrzymujemy:
1 . T
Py = —-yysin —.
i 2 n

: : : |
Stad pole podstawy graniastostupa prawidlowego wynosi: |
\

; |
| P, =2n(—-y2 -Sinz) =n-y’ . sin’. |
2 n n |
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Objetosé.

: . a
Wiedzac, ze y=
2sin—
n
: : a’ . n-a
otrzymujemy ostatecznie P =n- cSin—=
4 T VA
. 3 n .
4sin” — 4 sin—
n n

Majac pole podstawy mozemy policzy¢ objetos¢ graniastostupa prawidtowego:

2
n-a
V = -h.
g . T
4sin—
n

Policzmy teraz objetos¢ dobudowanych ostrostupéw. Wszystkie dobudowane

ostrostlupy majq taka samag objetosé, ktéra wyraza si¢ wzorem:

Wyliczymy teraz pole P, podstawy ostrostupa, ktéra jest trdjkatem

roéwnoramiennym o podstawie a i wysokosci y —x (rys.. 7).

rys.. 7

Wstawiajac dane do wzoru na pole trojkata:

1
p=ta -3

13




Objetosé.

otrzymujemy

a(] — cosg) az(l — coszj
n n

P =—-qa-: =

1
Py

LT T
2sin— 4sin—
n n

Majac pole podstawy mozemy policzy¢ objetosé ostrostupa:

az(l — coszj az(] - cosz)
v _1 L . n

. T . T
4sin— 12sin—
n n

Znajac juz objetos¢ graniastostupa prawidtowego i ostrostupa policzymy

objetos¢ graniastostupa skreconego, wyrazona wzorem (+)

2 ’az(] - coszj 3a’n-h- ZaZn(] = cosz[—) azn[.?h — 2(1 — coszﬂ
V= _7% ‘h=2n- p LT . - n)_ . n
4-sin— 12sin— 12sin— 12sin—
n n n n

OtrzymaliSmy og6lny wzdr na objetos¢ graniastostupa skreconego.

14




Dla jakiej wysokosci Sciany boczne sg trojkatami rownobocznymi?

IV.Dla jakiej wysokosci $ciany boczne sa
trojkatami réwnobocznymi?

Graniastostup  skrecony, ktérego Sciany boczne sa trojkatami
réwnobocznymi, nazywamy graniastostupem skreconym Archimedesowym.

Jest on jednym z przyktadéw bryt archimedesowych (7ys.. 8).

rys.. 8

Bryta archimedesowa, to wieloscian wypukty, ktorego katy wieloscienne
sq przystajace, krawedzie sg jednakowej dlugosci, a $ciany to wielokaty

foremne.
Aby wyznaczy¢ wysoko$¢ graniastostupa skreconego archimedesowego
skorzystamy z tego, ze jego Sciany boczne sg trojkatami rGwnobocznymi, wiec

znana jest ich wysoko$¢, ktéra wynosi /4, :%. Przypomnijmy, ze w II

rozdziale wyliczyliSmy zalezno$¢ h’ =h’ + (y - x)2 , ktéra mozemy zastosowac
do wyliczenia wysokosci graniastostupa skreconego 4. Wstawiajac wartosci za

h.i (y —x)’ wyliczone w II rozdziale otrzymujemy:

n=hl—(y-x)

15




Dla jakiej wysokosci $ciany boczne sg trojkatami rownobocznymi?

1

2 2
. d’| 1-cos™ 3a°| sin* 2 |- a?’| 1-cos™ 2a°| 1-2cos” ~ + cos ™
hz_Sa B n) _ _

n n n
L B LT B LT
4 4sin’ = 4sin’ = 4sin’
n n n
stad
T T
2a2(] —2cos’ = + cos—j
a / /s T
h= Z LE — 2(1—200S2—+COS—).
4s5in’ = 2sin=— n n
n




Promien sfery opisane;j.

V. Promien sferv opisanei.

Sfera opisana na graniastostupie skreconym zawiera wszystkie jego

wierzchotki. Promien sfery R jest réwny odcinkowi Ilgczacemu s$rodek

wysokosci graniastostupa z dowolnym wierzchotkiem (7ys.. 9a).

1 rys.. 9a rys. 9b
Powstaje trojkat prostokatny o przyprostokatnych rownych potowie wysokosci
graniastostupa i1 odcinkowi o dlugosci y (zdefiniowanemu w rozdziale I).

Przeciwprostokatna jest szukanym promieniem sfery opisanej (rys. 9b).

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa mamy zalezno$¢:

1 2
R'=y’+|=h
g (zj

a podstawiajac do niej wyliczony w rozdziale I zwigzek y =

otrzymamy:

2s8in—
n

17




Promien sfery opisanej.

2

2
R = a +(ﬁ) .
2sinz 2
n

Po przeksztatceniach otrzymujemy nastgpujacy wzor na promien sfery opisanej

na graniastostupie skreconym:

18




Kula wpisana w graniastostup skrecony.

VI.Kula wpisana w graniastostup skrecony.

Nie w kazdy graniastostup skrecony (podobnie jak to ma miejsce dla
zwyktych graniastostupéw) mozna wpisaé kule. W tym rozdziale wyliczymy,
jak nalezy dobra¢ wysokos¢ 4 graniastostupa skreconego (do z géry zadanej
dtugosci krawedzi), aby w ten graniastostup mozna bylo wpisac kule.

Kula wpisana w graniastostup skrecony jest styczna do jego S$cian.
Wysoko$¢ graniastostupa skreconego jest réwna srednicy kuli 2r. Aby obliczyé
jej dlugo$¢ rozwazmy fragment przekroju graniastostupa skreconego
plaszczyzna prostopadta do podstaw, przechodzaca przez wysokosé

graniastostupa skreconego oraz przez wysokosé jednej ze Scian bocznych

(rys. 10).

Nl

rys.. 10

Powstaje trdjkat prostokatny w ktérym jedna przyprostokatna jest rowna
h, druga odcinkowi y — x. Przeciwprostokatna w tym tréjkacie, to wysokogé
Sciany bocznej A,. Cheac wyznaczy¢ jej dtugosé zauwazmy, ze punkt stycznosci
promienia z wysokodcig $ciany podzielit ja na odcinki ¢ i b. Korzystajac z
wiasnosci stycznej do okregu otrzymujemy ¢ = x, b = y. Wysokoéé $ciany

bocznej jest zatem réwna h,= x + y. Stosujac twierdzenie Pitagorasa

19




Kula wpisana w graniastostup skrecony.

wyznaczymy wzor na wysoko$¢ graniastostupa skreconego, w ktdry mozna

wpisa¢ kule:
W=hn-(y-x)

a

W =x’+2xy+y’ —y" + 2xy—x’

h=./4xy.
Wyliczmy teraz iloczyn x - y:

T , T
acos— 4 a’ cos—
X y = n B —_ n
. T . T .27
2sin— 2sin— 4sin’ =
n n n

2 VA T
a‘cos— a.|lcos—
n
stad h= |4 n — .
.2 T . T
4sin° — Sin—
n n

Aby w graniastostup skrecony o podstawie n—kqta o boku dhugosci a

mozna byto wpisa¢ kulg wysokos$¢é powinna wynosié:

Teraz policzymy promien kuli wpisanej, ktory jest réwny potowie

wysokosci i wynosi:
T
a,lcos— a,|cos—
1 1 n
r=—h=-— n_
. 7T :
sin— 2sin—
n n

20
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Symetrie.

VII. Svmetrie.

W tym rozdziale rozpatrzymy wszystkie symetrie graniastostupow
skreconych. Symetrie bryly sa to takie przeksztalcenia przestrzeni, ktore
zachowujg odlegtosci miedzy punktami oraz przeksztatcaja dang bryle na sama
siebie.

Omoéwimy teraz przyklady symetrii graniastostupéw skreconych

n-katnych.

1. Obroty.

Graniastostup skrecony ma 2n symetrii bedacych obrotami. Sg to: »
obrotow o 180° dookota prostych taczacych srodki przeciwlegtych krawedzi
bocznych (rys. 11a) i n obrotow dookota prostej taczacej srodki podstaw o katy

k-—ZE, dlak = 0,1,...,n-1 (rys. 11b). Dla k = 0 otrzymuje obrdt o kat zerowy,
n

czyli przeksztalcenie tozsamosciowe.

?

rys. 11a rys. 11 b

21




Symetrie.

2. Odbicia wzgledem plaszczyzny.

Aby znalez¢ wszystkie symetrie graniastostlupa skreconego bedace
odbiciami wzgledem plaszczyzn, przeanalizujemy dwa rodzaje graniastostupow

skreconych.

Pierwszy to graniastostup skrecony, ktory ma w podstawie wielokat o
nieparzystej liczbie wierzchotkéw. Prowadzimy w nim plaszczyzny przez
rownolegle odcinki podstaw taczace wierzchotek ze srodkiem przeciwleglego

boku podstawy (rys. 12a). W ten sposéb otrzymujemy # plaszczyzn symetrii.

A
K /N /
N yai i
i \~. \ / /1 / ”
\ O\ i / J |
L ¥ / A A £\ |
i /N 1] i\ i A
[N/ S\ [ 71\ |
/ f i { / \ |
| /I \ i \‘ ! il \ / \ 1
| / \ \ ]‘ I\ / LU
/A A { \ LY |
A SATAN o\ \ |
| \ S Il \ |
/ \ / \ \ { N \ \ 1
/ ) / \ i {f \ \ |
| / \ : \ | iy -~ J \
| / x‘\.' / \ | i \‘ A
| / / \ / \ | : X !
i / \ I ! = \
2 [ \ | }4/ P \
| / \ ’ / \\ \ f
\ \
i v/ & ™ \ P

rys. [2a rys. 12b

Drugi przypadek to graniastostup skrecony, ktory ma w podstawie
wielokat o parzystej liczbie wierzchotkoéw. Prowadzimy w nim plaszczyzny
prostopadle do podstaw, przechodzace przez przekatng jednej z podstaw i
odcinek faczacy s$rodki jednej z par przeciwlegltych bokéw drugiej podstawy
(rys. 12b). Otrzymujemy 7 plaszczyzn symetrii.

W obu przypadkach ilo$¢ odbi¢ wzgledem ptaszczyzn jest réwna n. Dla

kazdego graniastostupa skreconego potrafimy wskazaé n plaszczyzn symetrii.

22




3. Odbicia obrotowe.

Symetria z obrotem jest to przeksztalcenie przestrzeni, ktore jest
zlozeniem symetrii wzgledem pewnej plaszczyzny oraz obrotu wokét pewnej

prostej prostopadtej do tej plaszczyzny.

Obracamy graniastostup skrecony dookota prostej taczacej srodki podstaw

(rys. 13a) o kat £+k2—7r dla k = 0, 1, ...,n—1. Otrzymujemy graniastostup
n n

skrecony w nowym potozeniu (rys. 13b). Nastepnie odbijamy graniastostup
skrecony wzgledem plaszczyzny rownolegtej do podstaw i przechodzacej przez
srodek jego wysoko$ci. Otrzymujemy w ten sposob bryle pokrywajaca si¢ z
brylq wyjsciowa (rys. 13c). Z tego wniosek, ze graniastostup skrgcony zostal
przeksztalcony sam na siebie i takich przeksztalcen jest 7.

odbicie :

rys. 13a rys. 13b rys. 13c

przeksztatcenn symetrycznych, czyli dla kazdego graniastostupa skreconego
wskazaliSmy 4n przyktadéw jego symetrii. Jest to pelna lista graniastostupow

skreconych cho¢ w tej pracy nie bedziemy tego udowadniac.

Rozpatrujac przyktady symetrii otrzymaliSmy kolejno 2n, n, 1 n
23
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Kula wpisana w krawedzie.

VIII. Kula wpisana w krawedzie.

Kula wpisana w krawedzie, to kula ktora jest styczna do wszystkich
krawedzi bryty. Graniastostup skrecony posiada kule wpisana w krawedzie tylko
wtedy, gdy jego wysokos$¢ jest odpowiednio dobrana. W tym rozdziale
znajdziemy warunek na to, aby w krawedzie graniastostupa skreconego mozna
byto wpisa¢ kule.

Jesli wieloscian posiada kule wpisang w krawedzie, to odlegtos¢ tych
krawedzi od $rodka kuli jest stata i rowna promieniowi 7, tej kuli.

Jedli kula jest wpisana w krawedzie, to punkty stycznosci krawedzi z tg kulg sa
rzutami prostokatnymi Srodka tej kuli na proste zawierajace te krawedzie

(rys. 14).

|0S)| = |0Ss| = ... = |0S/| =r.

rys. 14
Srodek wysokosci graniastostupa skreconego jest jedynym punktem statym jego
symetrii (opisanych w rozdziale VII). Poniewaz s$rodek kuli wpisanej w
krawedzie musi by¢ punktem statym wszystkich symetrii, to srodek ten musi
wypas¢ w $rodku wysokosci graniastostupa. Zauwazmy, ze w graniastostupie

skreconym rzuty prostokatne S$rodka wysokosci na poszczegélne krawedzie

wypadaja w srodkach tych krawedzi. Stad punkty stycznosci z kula wpisang w
krawedzie beda, srodkami tych krawedzi.
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Teraz policzymy promien kuli wpisanej w krawedzie. W tym celu
przyjrzyjmy si¢ przekrojowi graniastostupa skrgconego i kuli wpisanej w jego
krawedzie, plaszczyzng réwnolegla do podstaw i przechodzaca przez srodek

wysokosci graniastostupa (rys. 15a).

rys. 15a rys. 15b

Przekrdj graniastostupa jest 2n—kqtem foremnym i jest on opisany na okregu,
bedacym przekrojem kuli. Odcinki y dzielg wielokat foremny na trojkaty
rownoramienne. Promien kuli jest wysokoscig trojkata réwnoramiennego

(rys. 15b). Korzystajac z wlasnosci trojkatow, otrzymujemy:

1 T
==
2 2n
’ cos—="k
2n y
T , a
rk=y-cos2—, gdzie y= -
2sin—
n

Po wstawieniu, promien kuli wpisanej w krawedzie graniastostupa skreconego

jest rowny
T
4 - a-cosz—
v, = -cos2—=4’1.
. T n . T
28in— 2s8in—
n n

Teraz obliczymy wysokos$¢ £ graniastostupa skreconego, dla ktorej bedzie
mozliwe wpisanie kuli w jej krawedzie. W tym celu rozwazmy tréjkat o

nastepujacych wierzchotkach: jednym z nich jest $rodek kuli O, ktéry jest
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jednoczesnie srodkiem wysoko$ci graniastostupa skreconego, drugim punkt S,
ktory jest $rodkiem krawedzi podstawy, zas trzecim jest punkt L, bedacy
srodkiem podstawy. (rys. 16a) Jest to trojkat prostokatny, w ktérym jedng

. : 1 . . .
z przyprostokatnych jest odcinek Eh (rowny potowie wysokosci graniastostupa

skreconego), druga odcinek x (odcinek taczacy srodek podstawy ze srodkiem

krawedzi podstawy), a przeciwprostokatna jest promieniem kuli wpisanej
(rys. 16b)

rys. 16 a rys. 16 b

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy zaleznos¢:

T s
a’ -cosz—z— a’ -cos® =
gdzie r,f SR (S (A
.2 T .2 T
4sin" — 4sin” —
2n n

Po podstawieniu otrzymujemy
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wiec wysokos¢ jest rowna

2 2 U 2 T g JE , T
al|lcos ——cosS — a, cos ——CcosS —
2n n) 2n n

.2 T . T
Sin — Sin—
n n

f=

Zatem, aby wpisa¢ kule w krawedzie graniastostupa skreconego wysokos¢

graniastostupa musi wynosi¢

2 T 2 T

a.|cos '__2 —COS —

n n

h= :

. T
Sin—
n

Woéwczas promiefi kuli wpisanej w krawedzi tego graniastostupa skreconego

Wynosi

a-Ccos—
n

/A
28in—

L




