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Wstep

Niniejsza praca po$wiecona jest zbadaniu liczby wierzchotkow, krawedzi i $cian

w wielo$cianach wypuklych.

Sklada sie ona z czterech rozdzialow. W pierwszym rozdziale wprowadzone zostaja
ogblne ograniczenia na liczbg wierzchotkow, krawedzi i Scian wielo$cianu wypuklego.
W drugim, trzecim i czwartym udowadniam kolejno, ze kazda trojka liczb (W, K, S),
gdzie W to liczba wierzcholkow, K - liczba krawedzi, a § — liczba $cian, spelniajaca
wprowadzone w czesci pierwszej ograniczenia daje sig zrealizowaé za pomoca pewnego

wieloscianu wypuklego.




Rozdziat 1.

Ogoblne ograniczenia na ilos¢ Scian, krawedzi
i wierzchotkéw w wieloscianach wypuktych.

Wielo$cianem (powierzchnia wielo$cienng) nazywamy zbior skladajacy si¢ ze
skonczonej liczby plaskich wielobokow, nazywanych $cianami wieloscianu,
zestawionych w przestrzeni w ten sposob, ze spelnione sa trzy nastgpujace wlasnosci:

1. dowolny bok kazdego z tych wielobokéw jest rowniez bokiem dokladnie jeszcze
jednego wieloboku;

2. kazde dwa wieloboki a, b tego zbioru mozna polaczy¢ ze soba za pomoca ciagu
aj, as, ... , ai takich wielobokéw nalezacych do tego zbioru, ze wielobok a ma
wspolny bok z a;, a; ma wspolny bok z az, ... , wielobok a;ma wsp6lny bok z b;

3. jezeli jakiekolwiek dwa wieloboki a, b maja wspolny wierzcholek 4, to zawsze
mozna wybraé taki ciag wielobokéw a;, az, ... , ai speliajacych oba poprzednie
warunki, aby kazdy z nich miat wierzcholek 4.

Powyzsza definicje zaczerpnetam z ksigzki ,,Z geometria za pan brat” autorstwa:
Wlodzimierza Krysickiego, Heleny Pisarewskiej i Tadeusza Swiatkowskiego
[Wydawnictwo Akapit Press £.6dz 2000].

Wieloboki tworzace wieloscian nazywamy jego Scianami, natomiast boki tych
wielobokéw nazywaé bedziemy krawedziami wieloscianu, a wierzchotki wielobokéw -
wierzchotkami wieloscianu. Zatem kazdemu wieloscianowi mozemy przypisaé trojke
liczb (W, K, S), gdzie W oznacza liczb¢ wierzchotkow, K liczbe krawedzi, a S liczbeg
Scian.

W tej pracy pokaze, jakie tréjki liczb (W, K, S) realizujg si¢ jako ilosci

wierzcholkéw, krawedzi i Scian w wieloScianach wypuklych.

Dla wieloscianéw wypuklych zachodzi twierdzenie Eulera, ktore brzmi nastgpujaco:
W kazdym wypuklym wieloscianie suma liczby wierzchotkow W i liczby Scian S jest
o dwa wieksza od liczby jego krawedzi K, tzn.
W—-K+S=2 1




Zatem jesli bedziemy zna¢ dwie sposrod trojki liczb W, K, S, opisujacych wieloscian,
trzecia wyznaczymy ze wzoru Eulera. Jezeli znamy liczbe wierzchotkow (W) i liczbe
Scian (S), to liczbe krawedzi mozemy wyznaczy¢ ze wzoru Eulera. Bedzie ona wynosita:

K=W+S8-2 2)

Zamiast wigc bada¢ trojki liczb (W, K, S), bede bada¢ pary liczb (S, W) wiedzac, ze
dla kazdej takiej pary (S, W) liczbe krawedzi moge wyznaczy¢ wykorzystujac wzor
Eulera (wedlug wzoru 2).

Bedziemy méwic, ze jesli jakas badana para (S, W) bedzie realizowala sie za pomocq
wieloscianu wypuklego, to znaczy, ze bedzie istnial, co najmniej jeden wieloScian o S

$cianach i W wierzcholkach.

W dalszych rozwazaniach pary (S, W), gdzie S, We N bede interpretowa¢ jako punkty
ukladu wspéhrzednych (lezace w pierwszej ¢wiartce ukladu wspétrzednych).

Wiemy, ze aby zbudowaé wielo$cian musi on mie¢, co najmniej cztery $ciany i co
najmniej cztery wierzcholki. Czyli:

3)
S>4 4

Zatem pary liczb (S, W) na pewno znajduja si¢ w obszarze wyznaczonym przez
powyzsze nierownosci, ale beda to tylko punkty opisane naturalnymi wsp6trzednymi
(S, We N). Mozna to zobrazowaé¢ w ukladzie wspotrzednych (rysunek 1.1):




Rysunek 1.1

Widaé, ze jesli para liczb bedzie realizowata sie jako ilo$¢ wierzcholkéw i $cian
wieloscianu wypuklego, to punkt o takich wspétrzednych na pewno bedzie lezat

W zacieniowanym obszarze.

W dalszej czgsci tego rozdzialu wyprowadze nierownosci dokladniej okreslajace
obszar, z ktorego pl,inkty (o naturalnych wspotrzednych) beda realizowane jako ilosci
wierzchotkow i $cian wieloscianéw wypuklych.

Oznaczmy przez S, liczbg¢ $cian n-katnych (gdzie #»=3,4,5,6,...). Z przyjetych
oznaczen wynika, ze liczba krawedzi wszystkich trojkatnych $cian wynosi 383, liczba
krawedzi wszystkich $cian czworokatnych 4S, itd. Sumujac liczbe krawedzi wszystkich
rodzajow $cian otrzymamy podwdjng liczbe krawedzi wieloscianu:

385+ 48y +5S5+..=2K (5).

Liczba Scian tréjkatnych, czworokatnych, pieciokatnych,..., n-katnych daje razem
liczbe wszystkich Scian wielo$cianu:

S=Sy+S; +Ss+... (6).

Nastepnie, wykorzystujac zalezno$¢ (6), przeksztatlcamy i grupujemy réwnosé (5):
2K:3S3+4S4+5S5+...=(3S3+3S4+3S5+..)+S4+2S5+... > 385+3854+3S85+...=
3(S5+S4+S5+...)=3S




Czyli 2K>3S ).

Oznaczmy przez W, liczbe wierzchotkéw, w ktorych schodzi sie » $cian (tzn. jest to
liczba n-éciennych katow gdzie n=3,4,5,6,...). Z przyjetych oznaczen wynika, ze liczba
krawedzi wychodzacych ze wszystkich wierzcholkow, w ktorych schodza si¢ trzy
krawedzie wynosi 3W3, liczba krawedzi wychodzacych ze wszystkich wierzchotkow,

w ktérych schodzg sig cztery krawedzie wynosi 4%, itd. Sumujac liczbe krawedzi,
schodzacych si¢ we wszystkich rodzajach wierzchotkow, otrzymamy podwoéjng liczbe
krawedzi wieloscianu:

3Ws+ 4Wy +5Wst+...=2K (8).

Liczba wierzcholkéw, w ktérych schodza si¢ dwie, trzy, cztery, ... ,n $cian, daje
razem liczbe wszystkich wierzcholkéw wieloscianu:

W=Ws+ Wy +Wst... ©9).

Nastepnie, wykorzystujac zalezno$¢ (9), przeksztatcamy i grupujemy réwnos¢ (8):
2K=3 Wt AW+ 5Wst.. =G Wit3 Wyt 3Wst A Wat2Ws+... = 3Wyt3Wat3Wst..=
3(WitWytWst..)=3W
Czyli 2K>3W (10).

W powyzszej nieréwnosci (10) wielkosé K zastepujemy, korzystajac z réwnosci (2),
wynikajacej ze wzoru Eulera, przez W+S-2, mamy, wiec:
3W< 2(W+S-2).

Przeksztalcajac dalej:
3W<2W+2S-4,
otrzymujemy:
W<25-4 (11).

Nastepnie w nierownosci 3S<2K wielkos¢ K zastepujemy, korzystajac z réwnosci
(2), wynikajacej ze wzoru Eulera, przez W+K-2, mamy, wigc:
3S<2(W+S-2).




Przeksztalcajac dalej:
3S<2W+25-4
2W>S5+4,
otrzymujemy:

w2 %S+2 (12).

Zatem pary liczb (S, W) realizujace wielosciany wypukle znajdowac sie beda
w obszarze wyznaczonym przez powyzsze nieréwnosci (1 1) i (12). Beda to punkty

o naturalnych wspohrzednych lezace w sektorze ograniczonym potprostymi W=%S+2,

dla S>4 i W=2S-4, dla S>4 oraz na tych pélprostych, co pokazuje wykres
(rysunek 1.2).

Rysunek 1.2

W dalszej czeéci mojej pracy udowodnig, ze kazda para liczb (W, S), gdzie
WeNiSeN lezgca w obszarze wyznaczonym przez nieréwnosci (11)
i (12), daje si¢ zrealizowa¢ jako ilos¢ wierzcholkéw i $cian wieloScianu

wypuklego.




Rozdziat 2 .

Trzy potproste i dwa obszary, na ktére dzielg one obszar
wyznaczony przez nierownosci (11) i (12).

W tym rozdziale rozwaz¢ badane punkty (S, W), gdzie S, We N, lezgce na
pélprostych opisanych réwnaniami:

e W=2S5-4,dlaS> 4 (13),

e W=S,dlaS> 4 (14),

o =—;—S+2, dla $>4 (15)

oraz opisz¢ jako iloSci wierzcholkéw i Scian jakich wieloscianéw wypuklych sg one

realizowane.

Punkty z polprostej W=2S-4, dla S> 4 opisuja wielosciany o S Scianach i (25-4)
wierzchotkach. Sa to na przykiad graniastostupy (S-2)-katne, poniewaz taki graniastostup
ma S $cian, w tym (S-2) Scian bocznych i 2 $ciany bedace podstawami oraz (2S5-4)
wierzchotkow, poniewaz w kazdym graniastoslupie o n-katnej podstawie ilos¢
wierzchotkoéw wynosi 2n, czyli 2(S-2)=2S-4. Na przyklad para (6, 8) opisuje
graniastostup o podstawie czworokatne;.

Wszystkie punkty (S, W) lezace na pélprostej W=S, dla S=4 opisuja ostrostupy
o (S-1) katnej podstawie. Taki ostrostup ma (S-1) $cian bocznych i jedng Sciang bedaca
postawa, czyli S wszystkich $cian oraz ((S-1)+1) wierzchotkow, czyli W. Na przyklad
para (8, 8) opisuje ostrostup o podstawie bedacej siedmiokatem.

Badamy jedynie punkty o naturalnych wspélrzednych, a wszystkie takie punkty

lezace na potprostej W=%S+2, gdzie S>4 maja parzysta wspotrzedng S. Zatem, kazdy

punkt (S, W) lezacy na pélprostej W=%S+2, gdzie S>4 opisuje wieloscian powstaly




przez zlaczenie podstawami dwoéch ostrostupéw o %-kactnych podstawach. Taki

wieloscian ma 2-% , czyli S Scian i (%—FZ) wierzchotkoéw.

Wiemy juz, wige jak punkty (S, W), lezace na potprostych:
e W=25-4,dla S>4,
e W/=S,dla $>4,

° W=%S+2, dla >4

sq realizowane jako ilosci wierzcholkéw i Scian w wieloscianach wypuklych.

Punkty (S, W), ktore potrafimy juz zrealizowaé, przedstawia ponizszy wykres.

W W=25-4 W=S
W=1§S+2
4+

3,_

24

144

1 2 3 4 S
Rysunek 2.1
9




Rozdziat 3 .
Sektor ograniczony poétprostymi (13) i (14) (sektor A).

W tym rozdziale:

e w pierwszym kroku opisz¢ przeksztalcenie, ktére zastosuj¢ do
wieloScianéw realizujgcych jako iloSci wierzcholkow i Scian punkty
lezgce na poélprostej (13) (otrzymam dzigki niemu nowe wielo$ciany),

e w drugim kroku takze opisz¢ przeksztalcenie, ktore zastosuj¢ do
wieloScianéw otrzymanych w pierwszym kroku,

e w trzecim kroku zdefiniuj¢ pewng grupe wieloscianow.

Dzigki tym trzem krokom skonstruuj¢ lub opisz¢ wielosciany wypukle, ktére

realizujg jako iloSci wierzcholkow i Scian wszystkie punkty z sektora A.

Krok 1
Tworze przeksztalcenie, ktére zastosowane do kolejnych graniastostupow
o podstawie n-katnej pozwoli utworzyé nowe wielosciany. Polega¢ ono bedzie na

odcinaniu od danego graniastostupa ostrostupow o podstawie trojkatne;.

Opisywane przeksztalcenie pokazuje ponizszy rysunek dla graniastostupa

o podstawie pigciokata.

Rysunek 3.1

10
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Wierzcholkiem takiego obcinanego ostrostupa jest wierzcholek wieloscianu (nie

zawierajacy si¢ w przekatnej, wedlug ktorej $cinamy), jedna z krawedzi podstawy jest

przekatna, wedlug ktorej scinamy, a dwie pozostale krawedzie to odcinki laczace
konceprzekatnej z punktem lezacym na krawedzi bocznej graniastostupa zawierajace]
wierzchotek obcinanego ostrostupa.

Kazdorazowe zastosowanie przeksztatcenia spowoduje, ze W wielo$cianie zwigkszy
sic 0 jeden liczba $cian, a liczba wierzchotkow pozostanie nie zmieniona. Scinajac
ostroslup tracimy jeden z wierzcholkéw, ale po $cieciu powstaje nowy lezacy na
krawedzi bocznej graniastostupa. Zatem ilos¢ wierzchotkéw nie zmienia si¢. Przyjrzyjmy
sie, co dzieje si¢ z liczbg Scian nowo powstatego wieloscianu. Nie tracimy zadnej ze
$cian naszego wielo$cianu, zyskujemy za to jedna nowa trojkatna Sciang. Jak z tego
widaé, z graniastostupa realizujacego jako ilos¢ wierzcholkow i $cian pare liczb (S, W),
powstaje wieloscian, ktéry realizuje jako ilogé wierzcholkoéw i $cian parg liczb (S+1, W).
Stosujac przeksztatcenie kolejny raz otrzymujemy wielo$ciany realizujace jako ilosci
wierzcholkéw i $cian punkty (S+2, W), (S+3, W),..w zaleznosci od tego, ile razy
wykonujemy przeksztalcenie.

Opisze, w jaki sposob wybieram przekatne wedlug ktérych odcinam ostrostup.

Numerujemy wierzcholki wielokata od 1 do 7 i laczymy wierzcholki (2i-1) i (2i+1) dla
¥

i=1,2,3,...,{§J (gdzie symbol [_aJ oznacza czesé catkowita z liczby a zaokraglong w dot

tzn. l_a_l <a). Kazdy wielokat o n bokach ma{gJ takich przekatnych. Na ponizszym

rysunku zaznaczone sg te wybrane przekatne dla dziewigciokata.

Rysunek 3.2 |

11




Zatem, poniewaz graniastostlup ma dwie n-kaine podstawy, nasze przeksztalcenie

mozemy wykona¢ na graniastoshipie (2 - [gJ) razy. Czyli dla n=2k (gdzie keN)

mozemy wykonaé je n razy ( g-razy wedlug przekatnych gérnej podstawy i g—razy
wedlug przekatnych dolnej podstawy), a dla n=2k+1 (gdzie keN) mozemy je wykona¢
(n-1) razy (czyli E;—l-razy wedlug przekatnych gdérnej podstawy i 2;—1-razy wedhug
przekatnej dolnej podstawy).

Zaobserwujmy dzialanie naszego przeksztalcenia na graniastostupie, opisanym

punktem (8, 12), czyli na graniastostupie o podstawie szesciokatne;.

/
/
/ P
// = e i //
/ i / /
/ A I/
[T / &
./
» \ I
Rysunek 3.3

Jak pokazuje powyzszy rysunek wykonujac jednorazowo przeksztalcenie na
graniastostupie o podstawie szesciokatnej otrzymujemy wielodcian, ktory ma nadal 12
wierzchotkéw, ale 9 $cian. Wykonujac przeksztalcenie po raz drugi otrzymamy
wielodcian takze o 12 wierzcholkach, ale juz teraz o 10 $cianach. Wykonujac
przeksztalcenie po raz trzeci zauwazymy, Zze otrzymaliSmy wieloscian tez o 12
wierzchotkach, ale o 11 $cianach.

Zatem otrzymaliémy wszystkie wielodciany o 12 wierzchotkach opisane punktami
lezacymi pomiedzy polprostymi: W=2S5-4 i W=S.

12




Jak juz wezesniej napisatam, cig¢ mozemy dokonywa¢ wedtug przekatnych dolnej

i gémej podstawy graniastostupa. Jesli obetniemy ostrostupy wedlug wszystkich
wezedniej opisanych przekatnych gérnej podstawy graniastostupa (o podstawie r-katnej)
i nie otrzymamy jeszcze wieloscianéw realizujacych jako ilosci wierzcholkow i scian
wszystkie punkty (S, W), gdzie S, We N i W=2n (z sektora ograniczonego polprostymi
(13) i (14)) to reszte punktow otrzymamy obcinajac ostrostupy wedlug przekatnych
dolnej podstawy graniastostupa.

Ponizej opisze i pokaze na rysunku, jak dokonujemy odcigcia ostroslupéw wedug

przekatnych dolnej podstawy graniastostupa (gdy mamy juz odcigte ostrostupy wedhig
przekatnych gornej podstawy).

Wierzcholkiem takiego ostrostupa jest wierzcholtek dolnej podstawy (nie zawierajacy
sie w przekatnych, wedlug ktérych Scinamy), jedng z krawedzi tego ostrostupa jest
przekatna, wedtug ktérej $cinamy. Dwie pozostate krawedzie podstawy ostrostupa to
odcinki laczace konce przekatnej z punktem, lezacym na krawedzi bocznej
graniastoshupa (zawierajacej wierzcholek $cinanego ostrostupa), ale nie bedacym
koncami tej krawedzi.

Zaobserwujmy, jak dziala opisane przeksztalcenie na graniastostupie, w ktorym
trzeba bedzie, oprocz ‘s'cinania gornej podstawy, scina¢ dolng podstawe.

Wezmy graniastoslup o podstawie siedmiokata, czyli wielokat wypukly, ktory
realizuje jako ilo$é wierzchotkéw i $cian punkt (9, 14). Opisywane przeksztalcenie moge
zastosowaé na tym graniastostupie 6 razy (3 razy na gornej podstawie i 3 razy na dolnej
podstawie). Po trzykrotnym odcigciu ostrostupéw, wedlug przekatnych gérnej podstawy,
otrzymamy wielosciany realizujace jako ilosci wierzchotkéw i $cian wieloscianu
wypuklego punkty (10, 14), (11, 14), (12, 14). WieloScian realizujacy punkt (13, 14)
otrzymamy wykonujac przeksztalcenie czwarty raz, to znaczy odcinajac ostrostup wedlug
przekatnej dolnej podstawy.

13
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Cztery wykonane przeksztalcenia obrazuje kolejny rysunek (rysunek 3.4):

B = - <

ot | — i
/\\\ TN | ‘\
> B
— \</// | \\<///
— —< T
//L\»»..N\ [ — I M
T priapr
\\)// \\ - \\/
Rysunek 3.4

Aby uzyskaé wszystkie zadane wielosciany, opisywane przeksztalcenie musimy
zastosowaé do wszystkich graniastostupéw lezacych na prostej W=2S-4. Ponizej pokaze,
ile doktadnie razy musimy je zastosowac.

Odleglo$¢ miedzy dwoma punktami o tej samej wspoirzednej W, lezacymi na

polprostych: W=2S-4 i W=S, dla $>4 wynosi: W-(% W+2)=W-% W-2=% W-2.

A poniewaz ilo$¢ wierzcholkow graniastostlupéw realizujacych punkty z pélprostej
W=28-4 wynosi 2n (gdzie n to ilos¢ wierzcholkow jednej podstawy graniastostupa),

opisana odleglo$¢ wynosi % -2n-2=n-2. Na odcinku o takiej dtugosci punktow

o naturalnych wspéirzednych (nie bedacych koncami tego odcinka) bedzie o jeden mniej,
czyli n-3.

14




Przeksztalcenie musimy, wigc zastosowaé n-3 razy, ale zawsze mozemy to zrobié,

poniewaz jest ono wykonalne dla n=2k (gdzie keN) n razy, a dla n=2k+1 (gdzie keN) n-1
razy.

Jak pokazatam, w sektorze ograniczonym polprostymi (13) i (14), kazdy punkt
W, S), gdzie S, WeN i W jest parzyste, realizuje si¢ jako ilo$¢ wierzchotkéw i krawedzi
wieloscianu wypuklego.

Punkty z sektora A, ktére potrafimy zrealizowaé dzieki opisanemu przeksztatceniu,
przedstawia wykres (rysunek 3.5).

W W=2S-4 W=S

Rysunek 3.5

Krok 2

Tworzg przeksztalcenie, ktére zastosuje do otrzymania nowych wieloscianéw
realizujacych nie opisywane wczesniej pary (S, W). Polegaé¢ ono bedzie takze na
odcinaniu ostroslupa o podstawie trojkata. Przeksztalcenie to musi spowodowaé, Ze nie
zmieni si¢ liczba $cian, a liczba wierzcholkow zmniejszy sie o jeden. Stosujemy je do
wieloscianéw powstatych po wykonaniu poprzedniego przeksztatcenia. Graniastostupy

Scigte wezesniej plaszczyzng przechodzaca przez przekatng i punkt lezacy na krawedzi
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bocznej graniastostupa (ale nie bedacy koncem tej krawedzi), $cinamy ponownie.

Plaszczyzna ciecia przechodzi takze przez przekatna i przez wierzchotek dolnej podstawy

(ten wierzchotek jest jednoczesnie koficem krawedzi, na ktorej poprzednio wybieraliSmy

punkt).

Zaobserwujmy, jak dziala to przeksztalcenie na wielo$cianie opisanym parg liczb

(12, 9), czyli na wieloscianie powstalym przez jednokrotne wykonanie poprzedniego

przeksztalcenia na graniastostupie o podstawie szesciokatnej. Jak pokazuje rysunek 3.6,

wykonanie tego przeksztatcenia spowoduje powstanie wieloscianu opisanego parg liczb

(11, 9).
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Nastepnie wykonujemy to przeksztalcenie na poprzednio utworzonym wieloscianie

opisanym parg liczb (12, 10). Otrzymujemy, jak pokazuje ponizszy rysunek (3.7),

wieloscian o 11 wierzchotkach i 10 $cianach.
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Stosujac to przeksztatcenie do wszystkich otrzymanych poprzednio wieloscianow
o parzystej liczbie wierzchotkow, otrzymamy juz prawie wszystkie pary (o nieparzyste]
liczbie wierzcholkéw) z obszaru wyznaczonego przez proste: W=25-4 i W=S.

Punkty ilustrujace te otrzymane pary (0znaczone kolorem czerwonym) przedstawia
nastepujacy wykres (rysunek 3.8).

w

= N

Rysunek 3.8

Krok 3

Pozostaje pokazaé, jak realizowane sa za pomocg wielo$cianow wypukltych punkty
(S, W), gdzie S,WeN, lezace na prostej W=2S-5, dla S, W=>4. Wielosciany realizujace te
punkty beda mialy o jeden wierzcholek mniej w stosunku do graniastostupow
realizujacych punkty na pélprostej W=2S-4, gdzie S>4 (sa to punkty zaznaczone na
powyzszym rysunku na czarno).
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Bierzemy dwa przystajace n-katy. Numerujemy ich wierzcholki od 1 do n. Nastepnie

laczymy te wielokaty wierzchotkiem o numerze 1 pod dowolnym katem z przedziatu
(R %). Nastepnie laczymy odcinkiem kazdy k-ty wierzchotek jednego n-kata z k-tym

wierzcholkiem drugiego n-kata. Na nastepnym rysunku (rysunek 3.9) widaé, jak
utworzy¢ taki wieloscian dla siedmiokata, czyli jak realizowany jest za pomoca

wieloscianu punkt (13, 9).

Rysunek 3.9

Na wykresie (rysu‘nek 3.10) punkty, ktore potrafimy dzigki konstrukcji opisanej
w kroku 3 zrealizowa¢ za pomoca wieloscianéw, oznaczone sg kolorem zielonym. Maja
o jeden mniejsza wspotrzedng W od punktéw lezacych na poélprostej W=25-4, dla S>4.
Zatem pélprosta, na kiorej si¢ zbieraja opisujemy wzorem W=2S-5, gdzie S=>4.
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Wiemy juz, wiec jak realizowane sa jako ilosci wierzchotkéw i $cian wszystkie
punkty (S, W) z sektora A. Punkty otrzymane dzigki przeksztalceniom lub konstrukcjom
zaznaczone sa odpowiednio na rysunku 3.10 (krok 1 — punkty zaznaczone na niebiesko,

krok 2 — punkty zaznaczone na czerwono, krok 3 — punkty zaznaczone na zielono).

1
5 S5+2

Rysunek 3.10 ‘
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Rozdziat 4 .

Sektor ograniczony poétprostymi (14) i (15) (sektor B).

W tym rozdziale zajme si¢ tym, jak realizowane sg punkty z obszaru

ograniczonego polprostymi: W=S, dla S> 4 i W=%S+2, dla S> 4.

W tym przypadku takze wyznacz¢ przeksztalcenie, ktore jak poprzednio pozwoli
skonstruowaé szukane wielosciany. Przeksztalca¢ bede ostroshupy, realizujace jako ilosci

wierzcholkéw i $cian punkty zbierajace si¢ na potprostej W=S, dla S> 4.

Przeksztalcenie polega¢ bedzie na ,,doklejaniu” ostrostupéw o podstawie trojkatnej
do tréjkatnej $ciany bocznej przeksztalcanego ostrostupa o podstawie n-katnej.
Spowoduje ono utrat¢ jednej $ciany, ale w jej miejsce zyskamy trzy nowe $ciany (Sciany
boczne doklejanego ostrostupa). Zatem zastosowanie tego przeksztalcenia zwigkszy
liczbe $cian o dwie, a liczbe wierzchotkow o jeden.

Nastgpnym krokiem bedzie ponowne »doklejenie” ostrostupa o podstawie trdjkatne;.
Doklejamy ten ostrostup do trdjkatnej $ciany bocznej poprzednio dostawianego
ostrostupa (do $ciany, ktorej jedng z krawedzi jest krawedZz podstawy wyjSciowego
ostrostupa). Zaobserwujmy, jak wyglada kolejno przeksztalcany wieloscian na rysunku
4.1 (dotyczy on przeksztalcania wieloscianu opisanego parg liczb (6,6)).
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Rysunek 4.1

Musimy jednak caly czas pamietaé, aby nowo powstaly wieloscian zachowywat
wypuklos¢. Jesli jeden raz ,dokleimy” ostrostup, wtedy kat nachylenia majacych wspolng
krawedz $cian boczny‘ch doklejanego ostrostupa do $cian wyjsciowego ostrostupa musi
by¢ mniejszy od 180°, czyli uzywajac oznaczen z rysunku 4.2 otrzymujemy:

a+ f1<180°.
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Rysunek 4.2

Kolejny raz ,doklejamy” ostrostlup do tréjkatnej sciany bocznej poprzednio
dostawianego ostrostupa (do $ciany, ktorej jedna z krawedzi jest krawedz podstawy
wyjéciowego ostrostupa). Nadal kat nachylenia majacych wspélng krawedz $cian
bocznych doklejanego dstrostupa do $cian poprzednio utworzonego wielos$cianu musi
by¢ mniejszy od 180°. Poniewaz zawsze jedna ze $cian bocznych doklejanego ostrostupa
ma wspélng krawedZ ze $ciang wyjSciowego ostroslupa (jest to jedna z krawedzi
podstawy), zatem kat nachylenia takiej Sciany (nalezacej do ostatniego z dostawianych
ostroslupéw) do plaszczyzny podstawy musi by¢ mniejszy od 180°. Z tego wynika, ze
suma katéw nachylenia kazdej takiej $ciany dostawianego ostrostupa do poprzedniej oraz
kata nachylenia $ciany bocznej wyjsciowego ostrostupa ($ciany, na ktore; dokonujemy
opisywanego przeksztalcenia) do plaszczyzny podstawy musi byé mniejsza od 180°.
Uzywajac oznaczen z nastgpnego rysunku (rysunek 4.3) otrzymujemy rownosc:

a+ B+ ot fy+..<180°,
gdzie 1,82 B3... to katy nachylenia kolejnych scian bocznych doklejanych
ostrostupéw (majacych wspélng krawedz z plaszczyzna podstawy) do poprzedniej takiej
Sciany, a « to kat nachylenia $ciany bocznej wyjsciowego ostrostupa do plaszczyzny
podstawy. Doklejajac kolejne ostrostupy musimy pamietaé, aby zachowana byla ta

nierdwnosc¢.
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Rysunek 4.3

Ponizej uzasadnie, ze kazdy punkt (S, W) z sektora B bedzie zrealizowany przez
wieloscian, ktéry powstaje przez k-krotne zastosowanie opisanego przeksztatcenia, gdzie
k jest pewna liczba na‘turalna[.

Wezmy dowolny punkt (Sz, Ws) z sektora B. Jezeli bedzie on realizowany przez
wieloscian, ktéry powstaje przez k-krotne zastosowanie opisywanego przeksztalcenia do
ostrostupa realizujacego punkt (S, ) lezacy na prostej W=S; to wspdlrzedna Sp bedzie
postaci:

Sp=S+k-2 (16),

a wspOtrzedna Wp:
Ws=W+k-1 (17).

16)

a7’ gdzie w réwnaniu (17) podstawiamy W=S,

Rozwigzujac uklad rownan {

otrzymamy S=W=2Wp-Sp i k=Sp-Wp, a poniewaz Sp,Wpe N czyli S, W, ke N.
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Dodatkowo, poniewaz punkty z sektora B ograniczone sg polprostymi: W=S, dla §=>4

i W=% S+2, dla $>4 dlatego spetia¢ beda dwie nieréwnosci:

WB>%SB+2 17)

i Wp<Sp (1 8).

Przeksztalcajac nieréwnos¢ (17) otrzymujemy:
2W-Sp>4,
a poniewaz S=W=2Wp-Sa,
czyli S=W>4.

Przeksztalcajac za$ nierdwno$¢ (18) otrzymujemy:
Sp-Wg>0
a poniewaz k= Sp-Wsp,

czyli 0.

Zatem wielo$cian realizujacy punkt (Sp, W) powstaje przez k-krotne (gdzie £>0
i ke N) zastosowani® przeksztalcenia opisanego na poczatku rozdzialu czwartego na

ostrostupie opisanym para (S, W) (gdzie S, WeN i S=W>4) wyznaczong z ukladu
16)
17)°

Zastosowanie k-krotne tego przeksztalcenia do ostroshupa opisanego parg liczb (S, W)
spowoduje powstanie wielocianu opisanego parg liczb (S+4-2, W+k1), gdzie S'i W to
wspOtrzedne wyjsciowego ostrostupa.

Zastosowanie tego przeksztalcenia do ostrostupéw realizujacych, jako ilosci
wierzcholk6éw i $cian wielo$cianu wypuklego, kolejne punkty na prostej S=W, spowoduje
utworzenie wielo$ciandw, ktdére zrealizuja jako ilosci wierzcholkow i Scian wszystkie
punkty z sektora ograniczonego pélprostymi (14) i (15). Punkty realizujace te
wielo$ciany bedg zbiera¢ si¢ na polprostych, rozpoczynajacych si¢ w punktach,
oznaczajacych wyjsciowe ostroshupy. Ilustruje te pélproste kolejny wykres
(rysunek 4.4.).
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Zatem potrafimy zrealizowaé jako ilosci wierzchotkéw i $cian wszystkie punkty
(S, W) z sektora B.

= B
T

Rysunek 4.4
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Podsumowanie.

Opisane w mojej pracy przeksztalcenia i konstrukcje pozwolily mi udowodnic,
jakie pary liczb (S, W) sa realizowane jako ilosci wierzcholkéw i $cian w wieloScianach
wypuklych, a co z tego wynika, jakie trojki liczb (W, K, S) sa realizowane jako ilosci
wierzchotkow, krawedzi i §cian w wielo$cianach wypuklych.

Zatem jesli trojka liczb (W, K, S) jest realizowana za pomocg wieloscianu wypuklego,
to dwie sposrdéd nich - para (S, ) - musi spetia¢ dwie wyznaczone nier6wnosci:

o W<25-4 (11)

o W2 %S+2 (12).

A jesli para (S, W) spelnia opisane zaleznosci, wystarczy sprawdzi¢, czy dla trojki
(W, K, S) zachodzi wzér Eulera, jesli tak to trdjka taka realizuje si¢ jako wieloscian
wypukly. Nie spehienie przez trojke liczb jednego z dwoch warunkéw méwi nam, Ze nie
realizuje si¢ ona jako ilo$¢ wierzchotkow, krawedzi i $cian Zadnego wieloscianu

wypuklego.
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