Zadania do wykladu “Grupy Coxetera i geometria”
Lista 6: geometryczne grupy Coxetera - ciag dalszy.

Przestrzenie odbiciowe U(WW, X)

1.

Niech X bedzie przestrzenia z lustrami dla systemu Coxetera (W,S). Dla w € W, niech wX :=
{[w,z] € UW,X) : x € X}. Uzasadnij, ze przeciwobraz zbioru wX przez odwzorowanie ilorazowe
qg:WxX —[WxX/~]=UW,X) jest domkniety w przestrzeni W x X.

Niech (W, S) bedzie dowolnym systemem Coxetera. Niech C' = Cone(S) bdzie stokiem nad zbiorem S, i
niech rodzina podzbioréw Cs := {s} C Cone(S), dla s € S, zadaje n C strukture przestrzeni z lustrami.
Uzasadnij, ze przestrzeni U (W, C) jest ekwiwariantnie homeomorficzna z grafem Cayleya Cay(W,.S).
Niech X bedzie przestrzenia z lustrami X dla systemu Coxetera (W,S), i niech Y C X bedzie
podprzestrzenia. Niech T := {s € S : Y N Xy # 0}. Potraktujmy przestrzeii Y wraz z rodzina
podprzestrzeni Y; := Y N X, t € T, jako przestrzen z lustrami dla systemu Coxetera (Wp,T). Dla
dowolnego ustalonego g € W niech f, : U(Wrp,Y) — U(W, X) bedzie zadane przez fy([w,y]) = [gw,y].

(a) Uzasadnij, ze odwzorowanie f, jesdt dobrze okreslone.

(b) Uzasadnij, ze f, jest wlozeniem.

(c) Uzasadnij, ze jesli Y jest otwartym podzbiorem X, to obraz odwzrowania f, jest otwarty w U (W, X).

Uzasadnij, ze przestrzen U(W, X) jest drogowo spdjna wtedy i tylko wtedy, gdy X jest drogowo spdjna
oraz X # () dla kazdego s € S.
Niech X bedzie przestrzenia, z lustrami dla systemu Coxetera (W, S), i niech Y bedzie dowolna, przestrze-
nia z dzialaniem grupy W. Dla kazdego s € S, niech Y; bedzie zbiorem punktow stalych przeksztalcenia
$:Y =Y. Niech f: X = Y bedzie dowolnym odwzorowaniem takim, ze f(X,) C Y;. Uzasadnij, ze
istnije jedyne rozszerzenie f do W-ekwiwariantnego odwzorowania f UMW, X) =Y.

Lokalne homeomorfizmy i nakrycia

Lokalny homeomorfizm to takie przeksztalcenie f : X — Y, ze kazdy punkt x € X posiada otwarte

otoczeniu U w X, ktére f przeksztalca homeomorficznie na otwarty podzbior w Y.

6. Podaj przykad lokalnego surjektywnego homeomorfizmu f : X — Y, gdzie X jest przestrzenia spdjna,

ktéry nie jest nakryciem. Czy mozna znalezé taki przyklad gdy Y jest jednospdjna (np. Y = S2,
Y = E?)?

7. Niech X bedzie przestrzenia metryczna lokalnie spéjna, i niech f : X — Y bedzie lokalnym homeomor-

fizmem, ktéry jest ponadto lokalna, izometria. Uzasadnij, ze jesli X jest zupelna, to f jest nakryciem.

Skonczone grupy generowane przez odbicia

8. Niech G bedzie skoriczona podgrupa w grupie O(n) (ortogonalnych przeksztalcen liniowych przestrzeni

R™ ze standardowym iloczynem skalarnym) generowans przez ortogonalne odbicia wzgledem pod-
przestrzeni H; < R", i € I. Uzasadnij, ze G jest geometryczna grupa odbiciowa odpowiadajaca
pewnemu wielo$ciennemu stozkowi C™ C R™, jako wieloscianowi fundamentalnemu. (Réwnowaznie,
po obcieciu dzialania G do sfery S"~! C R", jest to geometryczna grupa odbiciowa z wielo$cianem
fundamentalnym P"~! = C" N S"~ 1)) Inaczej méwiac, istnieje zbiér S C G zlozony z odbié taki, ze
para (G, S) jest systemem Coxetera (zbiér S na ogét bedzie rézny od wyjsciowego zbioru generujacego).
Niech @ C S™ bedzie wielo$cianem parkietujacym odbiciowo sfere S™, i niech G bedzie grupa, generowana
przez odbicia wzgledem Scian wieloscianu Q. Zalézmy, ze G nie jest prosto tranzytywna w dzialaniu
na klepkach parkietazu Ilg. Postugujac si¢ poprzednim zadaniem uzasadnij, ze mimo wszystko G jest
sferyczna, grupa, odbiciowa. Pokaz tez, ze wielo$cianem fundamentalnym dla G jest pewien wypukly
wieloscian P powstaly z podzialu @ na kilka jednakowych czesci (ile?).

10. Niech G bedzie skonczona, grupa, przksztalcen liniowych przestrzeni R™.

(a) Uzasadnij, ze istnieja taki iloczyn skalarny w R™, dla ktérego wszaystkie przeksztalcenia z grupy G
sa, ortogonalne.

(b) Uzasadnij, ze jedli g/inG jest nietrywialnym przeksztalceniem zachowujacym pewng (n— 1)-wymia-
rowa, podprzestrzen V' < R"™, to wzgledem iloczynu skalarnego z punktu (a) g jest ortogonalnym
odbiciem wzgledem V.



