
Zadania do wyk ladu “Grupy Coxetera i geometria”
Lista 7: bry ly platońskie i grupy Coxetera.

Ogólne w lasności wielościanów

0. Uzasadnij, że w dowolnym wypuk lym wielościanie Q dowolne dwie flagi można “po-
 la

‘
czyć” za pomoca

‘
cia

‘
gu flag, w którym każde dwie kolejne flagi różnia

‘
sie

‘
tylko na

jednej pozycji.

Bry ly platońskie i ich symbole Schla̋fli’ego

1. Uzasadnij bezpośrednio z definicji, że:
(a) k-wymiarowy sympleks regularny jest bry la

‘
platońska

‘
o symbolu Schla̋fli’ego

[3, 3, . . . , 3];
(b) k-wymiarowa kostka [0, 1]k ⊂ Ek jest bry la

‘
platońska

‘
o symbolu Schla̋fli’ego

[4, 3, . . . , 3];
(c) k-wymiarowy hiperośmiościan, czyli otoczka wypuk la w Ek końsów wektorów

±e1, . . . ,±ek, jest bry la
‘
platońska

‘
o symbolu Schla̋fli’ego [3, 3, . . . , 3, 4].

2. (opis 24-komórki) Rozważmy parkietaż P w 4-wymiarowej przestrzeni euklidesowej E4

za pomoca
‘
jednostkowych 4-wymiarowych kostek (o wszystkich wierzcho lkach maja

‘
-

cych ca lkowitoliczbowe wspó lrze
‘
dne). Niech Q0 = [0, 1]4 be

‘
dzie wyróżniona

‘
klepka

‘
tego parkietażu. Niech A be

‘
dzie zbiorem środków wszystkich tych klepek parkietażu

P , które przylegaja
‘
do Q0 wzd luż jej 3-wymiarowych ścian, i niech B be

‘
dzie zbiorem

wszystkich wierzcho lkw Q0. Niech Ω be
‘
dzie otoczka

‘
wypuk la zbioru A ∪B.

(a) Uzasadnij, że Ω, jako zbiór, jest suma
‘

kostki Q0 oraz tych cze
‘
ści klepek Q

przylegaja
‘
cych do Q0 wzd luż 3-wymiarowych ścian, które wyrażaja

‘
sie

‘
jako afi-

niczny stożek z wierzcho lkiem w środku kostki Q i z podstawa
‘

be
‘
da

‘
ca

‘
wspólna

‘
ściana

‘
Q z Q0.

(b) Uzasadnij, że każda z 3-wymiarowych ścian w Ω jest ośmiościanem platońskim
posiadaja

‘
cym naste

‘
puja

‘
cy ogólny opis:

niech Q i Q′ be
‘
da p lytkami parkietażu P przyleg lymi do Q0 wzd luż 3-wymiaro-

wych ścian, i za lózmy że ich przekrój jest 2-wymiarowa
‘
ściana (kwadratem), która

‘
oznaczamy przez K; niech a i a′ be

‘
da

‘
środkami Q i Q′ odpowiednio; wówczas a,

a′ i K leża
‘
we wspólnej 3-wymiarowej afinicznej podprzestrzeni w E4 i rozpie

‘
ty

przez nie wielościan w tej podprzestrzeni jest 8-́scianem platońskim oraz ściana
‘

w Ω.
(c) sprawdź, że Ω spe lnia pozosta le warunki z definicji bry ly platońskiej i uzasadnij,

że jej symbolem Schla̋fli’ego jest [3, 4, 3].
3. Uzasadnij, że jeśli grupa symetrii wielościanu wypuk lego Q dzia la tranzytywnie na

jego flagach, to Q jest bry la
‘
platońska

‘
.

Parkietaże platońskie

Euklidesowy parkietaż platoński to taki parkietaż przestrzeni euklidesowej dowolego
wymiaru, którego klepkami sa

‘
jednakowe bry ly platońskie, i w którym dwie różne klepki

sa
‘
albo roz la

‘
czne, albo ich przekrój jest CA LA

‘
ściana

‘
pewnego niższego wymiaru w każdej

z nich.
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4. Podaj definicje
‘

wspó lczynnika Schla̋fli’ego parkietażu platońskiego, i uzasadnij, że jest
to jednoznaczne poje

‘
cie. Naste

‘
pnie podaj definicje

‘
symbolu Schla̋fli’ego parkietażu

platońskiego.
5. Wyznacz symbol Schla̋fli’ego platońskiego parkietażu przestrzeni euklidesowej Ek za

pomoca
‘
k-wymiarowych kostek.

6. Podaj opis platońskiego parkietażu przestrzeni E4 za pomoca
‘
24-komórkowych klepek,

oraz wyznacz symbol Schla̋fli’ego tego parkietażu. Wskazwka: wykorzystaj opis 24-
komórki z zadania 2.

7. Uzasadnij, że grupa symetrii euklidesowego parkietażu platońskiego dzia la prosto
tranzytywnie na zbiorze flag (maksymalnych) tego parkietażu.

8. Niech P be
‘
dzie euklidesowym parkietażem platońskim, niech Q be

‘
dzie jego klepka

‘
, i

niech Σ be
‘
dzie sympleksem barycentrycznego podzia lu bry ly Q.

(a) Uzasadnij, że Σ jest wtedy wielościanem fundamentalnym euklidesowej grupy
odbiciowej, i że ta grupa odbiciowa pokrywa sie

‘
z grupa

‘
Sym(P ) wszystkich

symetrii parkietażu P .
(b) Wyznacz miary ka

‘
tów dwuściennych w sympleksie Σ, w terminach symbolu

Schla̋fli’ego parkietażu P , i sprawdź, że diagram Dynkina stowarzyszonej grupy
odbiciowej jest “linearny”, z wyk ladnikami kolejno równymi liczbom wyste

‘
puja

‘
-

cym w symbolu Schla̋fli’ego.

Pewien sposb klasyfikacji bry l platońskich

9. Uzasadnij, że nie ma innych bry l platońskich niż podane w twierdzeniu klasyfika-
cyjnym, za pomoca

‘
analizy ich potencjalnych symboli Schla̋fli’ego, i bez korzystania z

klasyfikacji skończonych grup Coxetera. Skorzystaj z naste
‘
puja

‘
cych w lasności:

(1) każda bry la platońska wyznacza grupe
‘
Coxetera która jest skończona i ma linearny

diagram Dynkina z etykietami krawe
‘
dzi równymi wyrazom w symblu Schla̋fli’ego;

(2) każdy euklidesowy lub hiperboliczny parkietaż platoński wyznacza grupe
‘

Cox-
etera która jest nieskończona i ma linearny diagram Dynkina z etykietami krawe

‘
-

dzi równymi wyrazom w symblu Schla̋fli’ego;
(3) poddiagram diagramu Dynkina jest diagramem Dynkina odpowiedniej podgrupy

specjalnej;
(4) podgrupa specjalna skończonej grupy Coxetera nie moe być nieskończona;
(5) naste

‘
puja

‘
ce symbole Schla̋fli’ego odpowiadaja

‘
euklidesowym parkietażom platoń-

skim, i dlatego stowarzyszone z nimi grupy odbiciowe sa
‘

nieskończone: [p, q] -
gdzie 1

p + 1
q = 1

2 , [3, 4, 3, 3] oraz [4, 3, . . . , 3, 4] z dowolna
‘
≥ 0 liczba

‘
trójek;

(b) naste
‘
puja

‘
ce symbole Schla̋fli’ego odpowiadaja

‘
hiperbolicznym parkietażom pla-

tońskim, i dlatego stowarzyszone z nimi grupy odbiciowe sa
‘
nieskończone: [p, q] -

gdzie 1
p + 1

q < 1
2 , [3, 5, 3], [5, 3, 4], [5, 3, 5], [5, 3, 3, 3], [5, 3, 3, 4] oraz [5, 3, 3, 5].
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