wyczerpywania jest procedurg bardzo prostg w opisie 1 niewiele bar-
skomplikowany jest dowod jej poprawnosci. W stosowaniu wymaga jednak
duze] inwencji — z tego tez wzgledu zostala w czasach nowoiytnych za-
metodami znacznie mniej blyskotliwymi, ale niewymagajacymi prawie nic
mika: calkq Riemanna i catkg Lebesgue’a,
a wyczerpywania to naslepujaca procedura.
figury, kiora cheemy zmierzyd, wyjmujemy jej czesc, ktorej miarg znamy (na
wielokat czy wicloscian), przy czym musi byé ona wicksza od polowy calej fi-
{co trzeba udowodnié, a to moze byé nietrywialne, skoro przeciez nie znamy
calej figury). Miarg tej czescl oznaczmy przez S, . Z pozostala czescia figury
jemy tak samo, otrzymujac kolejno 5,, 5, itd., za kazdym razem wyjmujac
i niz polowe tego, co jeszcze zostalo, Eudoksos twierdzi, z¢ suma

S +8, 48 4 8
lepiej praybliza miare figury, im wigksze jest #, oraz Ze nicskonczona suma
miare figury.
Dla udowodnienia poprawnosci metody Eudoksosa niezbedne jest stwierdze-
. ze

) l+£+l+---+l+...=]_

2 4 8 2" m
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Dzis nie kazdy navezveiel umie Jest to jednak informﬂfjﬂr !{t{!IS_, juz Wtf:d}’ GI‘QC}'
wythimaczyé uezniom, se ulamek  posiedli. Rozumieli ten trudny do przekazania i dzisiaj
nicskoniczony 0,99999.._ jest fakt, ze jesli dwie liczby roznig si¢ dowolnie malo, to sg
oWy L swne - zdyby bowiem réwne nie byly, istnialaby mie-
dzy nimi konkretna réinica, powiedzmy r: nie réznilyby sie wiee dowolnie malo —
na pewno ich réznica bylaby wicksza od r/2. Poniewas (co jest oczywistym wnio-
skiem z rysunku VI.3)

| — _]..;_l.‘._i +"'+I_. =LI_
2 4 8 2!. 2|‘.

y é— + } + | wigc wystarczy stwierdzic, ze liczba 1,:‘2” moze bvé do-

e : 7 wolnie mala. To zas niezbicie stwierdza aksjomat Ar-

. §: chimedesa zastosowany do liczh (dodatnie liczby to tez

L. - — sa wielkosci). Wezmy bowiem bardzo malg (dodatnig)

4 | liczbgxiliczbe 1. Aksjomat Archimedesa orzeka (patrz

. 7 poczatek wykladu), ze istnieje taka liczba (naturalna) &,

3 zelfx<f alek<2” wiecl{x< 2" czy!il‘z’:z"q <x Ato,

wobec dowolnoéci obrania i czbyx oraz wobec faktu, 7¢

Rys. VL3 lewa strona wzoru (*) nie moze przekroczye jedynki

(rys. VI.3), dowodzi réwnoséci w tym wzorze. Przy tvch

informacjach dowéd poprawnosci metody wyezerpywania jest nastgpujacy: oz-
naczmy przez & poszukiwang miare (przy zaloZeniu, e taka istnicje) — wowezas

=28, +5, +5, 42 1;+E e =
B 2 4 §

Pierwsza nierownosé wynika 7 fakuu, ze wyimowaliSmy zawsze czesci mierzonej fi-

gury (i byly one rozlgczne), réwnosé jest konselowencjg wzoru (%), Pozostaje pyta-
nie, skad wziela sie druga nicréwnosc.

Z zalozenia mamy §, > §/2. Nastgpnie
$,+8,>8, +1(5-5)=3,:15 .5,
) 2 Z o 2 4

Ty

B S SN +.3'2J+é{5—[.3'] +8,))=2+=(5, +5,)>

2
;:..'.1;4.1 .“E-j-"‘: =£+.‘E+£
2 4 8

23l
i dalej w ten sam sposab:

S+ 48, +5, >(5, +,..+.Th__,}+%{j‘-{.?1 kS 4 5 )

Fod | bt

)

=£+]—|[JfJ e O
Z .2 Lx i :
}é-'-]_ £+.-.+_.‘3_ =£+£+...+i
2 2 2 2.-:—] 2 4 2?1

m To, jak wiadomo, koficzy dowad potrzebnej nierdwnosei (dzig d

smy: przez indukcje).
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Mysle, ze wielu sposrod Czytelnikow zadaje sobie pytanie, po co tak szcze-
golowo przedstawiam uzasadnienie metody wyczerpywania. Powod jest prosty
~ nie widz¢ innego sposobu przekazania informacji o tym, jak bardzo precyzyjne
i pozbawione luk byly rozwazania matematykéw okrest wojny peloponeskiej, jak
dalece matematyka, kiorg oni uprawiali, jest ta sama matematyka, ktorg uprawia
sie dzisiaj.

Tak wige uzasadniona zostala slusznosé metody wyczerpywania. Pozostaje po-
kaza¢, jak si¢ nig poslugiwano w praktyce.

Pierwszy przyklad pochodzi z pracy Archimedesa
Kwadratura paraboli. Zadanic, ktére nalezy rozwiazad,
to zmierzenie pola odcinka paraboli, czyli figury ogra-
niczonej przez parabolg i jej cigeiwe. Archimedes po-
stepuje w nastgpujacy sposob. Przez srodek § cieciwy
AB prowadzi prostg réwnolegla do osi paraboli, ktora
to prosta przecina parabole w punkcie C (rys. VL4).
Pole odcinka paraboli jest réwne 4/3- A ABC.

Tak tez jest wistocie. Pozostaje jeszeze kwestia, jak
to wykazac. Potrzebne sq do tego pewne informacje o Eys. VL4
paraboli — uwaga! — niemieszezace sie W programie
szkoly sredniej, a o ile mi wiadomo, réwniez w programach uczelni wyzszych — tam
problem pola odcinka paraboli rozwigzuje sic za pomoca catkowania, co daje wy-
nik w postaci nicnadajacej si¢ nawet do poréwnania z podanym przez Archimede-
sa. Jakie sg to wiadomosci? Pierwsza z nich to fakt, ze styczna do paraboli w punk-
cie C jest rownolegla do cieciwy AB. Dalsze podam za chwile.

Wyczerpywanie paraboli przeprowadza Archimedes w ten sposob, ze jako 5,
bierze trojkat ABC. Aby wykazac, e wyjal wigcej niz polowe odcinka paraboli,
prowadzi w punkcie C styczna do paraboli, a w punktach A i B— proste rownolegle
do osi paraboli. W ten sposob powstaje réwnoleglobok A4 B’ B (patrz rys. VL.4)
o polu réwnym dokladnie podwojonemu polu tréjkata ABC. Ale odcinek paraboli
zawicra sig istotnic w tym réwnolegloboku. Tréjkat ABC stanowi wige wigce] niz
polowg odcinka paraboli. To, co z paraboli zostalo, to dwa jej odeinki (ograniczo-
ne cigciwami AC i BC). Archimedes stosuje do kazdego z nich ten sam zabieg co
poprzednio, otrzymujac S, w postaci dwach trojkatow (ACD i BCE) — nigdzie nie
bylo powiedziane, Ze to, co wyjmujemy, ma byé w jednym kawatku. Dowéd po-
prawnosci wyjecia S, jest identyczny jak poprzednio — sytuacja jest przeciez taka
sama. W nastepnym kroku Archimedes wyjmuje (réwnoczeénie) cztery trojkaty
z powstalych czterech odcinkéw paraboli, w nastepnym osiem itd,

Druga informacja, w ktorej posiadanie przez znaczaca czesé Czytelnikow
powatpiewam, to fakt, Ze trojkaty wyjmowane w kolejnym kroku sq 8 razy mniej-
sze (pamigtajmy — chodzi o pole). Archimedes to wiedzial, m Ogl wiec zauwaziyé, ze
w kolejnych krokach wyjmuje cztery razy mniej pola (bo trojkatow tych jest dwa
razy wigeej) niz w poprzednich. Prowadzi to do konkluzji, ze

S +5, 45, +-=A ABC -[I +.]_}+%+m ]:i;-ﬁ:’lﬁ(?_

Przyklad ten jest pouczajacy rowniez z tego wagledu, ze mose przekonac m

A
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nas, iz wiedza nickoniecznie powicksza sig, ze sg ob-
szary (np. umicjetnos¢ rozwigzywania zadan geome-
trycznych), gdzie moglibysmy =z kretesem przegrac
z naszymi poprzednikami sprzed 2200 lat.

Drugi przyklad ma mawet swojg historig. Roz-
wiazane z okazji demonstracji teorii proporcji zadania
umozliwiajg wprowadzenie znanych wzoréw na pole
trojkata. Sadzono, ze podobnie mozna uzyskaé wzor
na objeto$¢ czworoscianu. Tymezasem Euklides wzor
ten uzyskal, poslugujac sie metoda wyczerpywania, co
jest (nie ma co ukrywa¢) metody bardziej zawila, chot-

Rys. VL5 by przez uzycie w nicj przejscia nieskonczonego. Przez

wieki uwazano to za fanaberie Euklidesa, ale elemen-
tarnego sposobu znalezé nie umiano. Waga problemu przez to rosla — postawiono
pytanie, czy taki sposob w ogole istnieje. Pytanie takie znalazlo si¢ nawet wérod
slawnych probleméw Hilberta z 1900 roku (patrz wyklad XXII). I dopiero wtedy,
w tymze 1900 roku Dehn znalazl odpowiedz — byla ona negatywna: wzoru na obje-
toié crworoécianu nie mozna uzyskaé elementarnie, trzeba uzyc jakichs przejsc
granicznych, jakichs calek, Na przyklad postapic tak jak Euklides i uzy¢ metody
wyczerpywania.

Prrzedstawione nizej zastosowanie metody wyczerpywania do tego problemu
jest nieco zmienione w stosunku do Elementow — polaczylem kilka twierdzen
i przedstawiam to tutaj w postaci bardziej wspolczesne] (w nadziei, ze jest stuszna
decyzja przedstawic pomysl, a nie zagubic sie w merezkach i okretkach).

W stosunku do graniastostupéw metody cigeia i ukladania z kawalkéw innych
bryl pozwalaja na znalezienie odpowiedniego wzoru na objetoéc. Euklides istotnie
korzysta z tego faktu. Wyczerpuje mianowicie czworoscian, wyjmujac z niego
(jako §,) dwa graniastostupy. Sg one przedstawione na rysunku VL5 — punkty K,
L, M, N, P, O sa srodkami odpowiednich krawedzi. Graniastostupy KLBNQP
i KMNLCQ stanowia wigcej niz polowe czworoscianu ABCD, gdyz ,pozostalosci”
— caworosciany AKMN i NPQD mozna zmiescic w wyjmowanych graniasto-
stupach (pierwszy z nich praesunigty wezdhuz AC zmiesci sie w KMNLCQ), drugi,
podobnie, przesunigty wzdiuz DB - w KLBNQP). Nastepnie powtarza t¢ operacjg
dla kazdego z pozostawionych czworoscianow, otrzymujac jako §, cztery grania-
stoslupy itd. Kazdy z pozostawionych czworoscianow jest podobny do wyjsciowe-
go (nawet jednokladny) w stosunku 1:2, a wigc objetosci ich sa w stosunku 1:8.
Tym sposcbem, zupelnie tak, jak w poprzednim przykladzie, za kolejnym razem
wyjmuje si¢ 1/4 tego, co wyjmowalo si¢ za poprzednim razem. Ostateczny wiec wy-
nik stanowi i tu 45, /3. Pozostaje sig zainteresowac, ile te# to jest. Graniastoshup
KLBNQP ma podstawe rowng podstawy crworoscianu ABCD, a wysokosc rowna
1/2 wysokosci tego czworoscianu — jego objetosé jest zatem réwna 1/8 iloczynu
tvch wielkosci. Na graniastostup KM NLCQ moina spojrzed jak na polowe grania-
stostupa o podstawie KMCL i wysokosci takiej, jak poprzedniego graniastoslupa.

Poniewaz jednak réwnoleglobok KLMN to polowa podstawy czworoscianu
m ABCD, wiec i ten graniastoslup ma objgtosc rowna 1 /8 iloczynu podstawy

crworoscianu ABCD przez jego wysokosc.




Endoksos, Riemann i Lebesgue

Ostatecznic mamy

8 8
Metoda WyCzerpywania Jest matematyeznie prostsza
od pozniejszych koneepeji miary. Ma jednak te niedo-
godnosé, o czym juz pisalem, ¢ Wymaga ,artystyczne-
go” talentu, aby j zastosowac. Tam, gdzie umiemy ja
zastosowac do figury, dla ktorej okreslona jest miara
Peano-Jordana (miarowy odpowiednik calki Rieman-
na) i miara Lebesgue’a, wynik kazdego z tych trzech
sposobow mierzenia bedzie taki sam. Tam jednalk,
gdzie miara Peano-Jordana jest nicokreslona, wyniki
uzyskane metoda Eudoksosa 4 rozne (mnicjsze) od
wynikow uzyskanych metods Lebesgue’a.
Wyposazenie matematyki w tak potezny orez, jak
liczby i mierzenie, musialo spowodowac bardzo szybki
skok naprzad. Tak sie tez stalo, glowmie za sprawsg wy-
mienianych tu wielokrotnie Euklidesa i Archimedesa,
ktorym poswiecony jest nastepny wyklad.

3

4[ 2 ]:% loczynu pola podstawy przez wysokosc.
2

W rzeczywistosci problem polega
na wykazaniu, e objetodc
COWOrosciany jest postaci

cos - pale poditawy - wsolog,
pray czym Lo o fest stale. I tego
wlasnie dowodzil Euklides. Jedli
sig wie, fe ten staly wspalczynnil
istnigje, to sprawdsic, i jest on
rowny akurat 1/3, modna bardzo
elekiownie. Fuklides uzyl w tym
celu rysunku ta kicgo,

jak rysunck V6,

Rys. VL&



