[Matematyka] dzielf sig na tendencje do lindi preei-
stej i tendencie do linii krzvwe), Epoki finii prosief

frwajg swvkle krdeej nit Tl krovwey,
Stanistaw Mackiewicz [1]

O wielkosciach geometrycznych » Poréwnywa-
nie wielokatéw co do pola » Poréownywanie
przez rozktad skoriczony « Pordwnywanie przez
dopelnienie « Rola postulatu Archimedesa -
O kwadraturach « Przypisy

Rozdziat V

W starozyinodei klasycznej — juz byta o tym mowa — diugosci odcinkéw,
pula | objetosei figur, ciezary ete. nie byly traktowane jak liczby. Stanowity
idigbne rodzaje wielkosei i byly specyficzne dla kazdego rodzaju wielkosci
sposaby  pordwnywania, Postugiwano si¢ nimi tak, jak my sie postugujemy
W, licebami mianowanymi: nie mieszamy rozmaitych ich rodzajéw przy do-
diswaniu | odejmowaniu; takze przy mnozeniu i dzieleniu, i za niesensowne
Uwizamy pytanie np. o to, ile razy droga przebyta w danym ruchu jest wigksza
o cansu,

Niezbedng cecha kazdego rodzaju wielkoéci jest mozliwosé pordwnywania.
i Wige istnienie kryteriéw orzekajacych o réwnosci i nieréwnodci, od ktérych
Wymaga si¢ spelnienia pewnego minimum warunkéw formalnych,

Do warunkéw wykraczajacych poza ten prosty formalizm, nalezy wymaga-
nie, by wielkodei stosowaly sie do postilatu Archimedesa.

Bez tepo wymagania nie zawsze byloby sensownym przekonanie, 7e Jeden
odeinek, jesli miesci sie w drugim, mieci si¢ w nim okrelona maksymalng
HOsE razy,

Byla mowa juz o tym, Ze nazwa postulatu jest umowna. Znal go i stosowal
juz Fuklides, a — wedtug Archimedesa — Jego sformulowanie i pierwsze za-
stosowanie pochodzi od Eudoksosa.

Dwie figury uwaza sie za réwne co do pola, jesli przy pewnych rozktadach
Iych figur — na skoriczenie wiele wiclokatéw stykajacych sie co najwyzej
brzegami — daje sie ustali¢ odpowiednio$¢ wzajemnie jednoznaczng migdzy
elementami obu rozkladéw taky, #e odpowiadajace sobie czeéci 54 przystajgce.
Figury uznane za réwne co do pela na zasadzie tego kryterium sa nazywane
PrEvstajgevmt preez rozkdad [2].

Twierdzenie Pitagorasa glosi, ze kwadrat zbudowany na przeciwprostokatni
ojkata prostokainego jest réwny co do pola figurze ztozonej z kwadratow
shudowanyeh na przeciwprostokatniach. Dowdd, podany w poprzednim roz-
dednle (Rys. 1), polegal na ustaleniu przystawania obu figur przez rozklad,

W ten sposob trdjkat jest rowny co do pola rdwn bukowi o tef samej
o trdjkat podstawie 1o polowie jego wysokodel
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Mys. 1. Trojkat i réwnoleglobok réwne co do pola prrez rozklad.

. pr i do innego réwnolegloboku o fe]
moleglobok przystaje przez mzkiadl > 10 . .
uumlrif;;ngaiﬁf podstawie i tej samej wysokosci (Rys. 2), jesli ich drugie podstawy

wig przecinaja.
L g

Rys, 2. Dwa rdwnolegloboki rdwne co do pola przez rozklad,

; - . 3 i
Ale jesli drugie podstawy sig nie przecinaja, to ten prosty sgosob p;:-rfjmm:lr .
sawodzi, Mimo to stwierdzenie pozostaje prawdziwe. Dzigki postula

chm&i::;aﬁnwiem P i Q beda réwnoleglobokami o wspdlnej Podstawieé;&;@;lygh
wysokosciach, Z postulatu Archimedesa wynika istnienie rownoleglo "

R, o wspélnej (i wspﬁ]nej z P i Q) podstawie i réwnych wysukc.éci;col; iyi:
Ry i i ; =P, R, =0 i takich, Ze drugie 5
umych co dla P i Q) takich, ze th R, _ : S R
::m':mlcgi‘nbokﬁw R, i Ry, przecinaja si¢ dla kazdego K, k=n-1 {Bya £l
Wiedy R, i R, przecinaja si¢ do siebie przez rozklad. Ale przystawanie praee
tozklad j;st przechodnie. Stad, pierwszy z réwnoleglobokéw (P) przystaje pm- r
rozklad do ostatiego (Q).

B, B, A, a,
A1 ‘;q‘z .r'_/_- .-d"""f .,-o-"'"""f
P=R, / R, S 3 e
/ |7 Q=R,
D el W, i .,ff
_'_______.--'"" e
Rys. 3, A8 = Al = ... = ABy. Réwnoleglobaki Ri, Ra, .., By majy preecinajee sig g il

alawy; — s rdwne kolejno co do pola preez rozitad.

W szezegblnodcel, rownoleglobok przystaje preez rozktad do ;Jm,ﬂ;::;il; 1:, ri:::
samych, co réwnoleglobok podstawie i wys_aka.fc:, a dralskzyr:.‘i w:fr; oy
Ilcn ze trojkqty o tyeh samych podstawach i wysokosciach p rgim f;F el
.'rr"'.rz rozklad, bo przystaja przez rozklad do lego sm_‘negol p ; :1?.1 . P
L.- w;.rkurz:fsi:.ljucy postulat Archimedesa — nie pc_;daje wazaklfc’ o ucn;.“:'g:F e
kretnego rozkladu, Dowad jest nieefektywny — jak si¢ w n;rjzy% i::fb‘.“ p":“ i
mowic: liczba n pojawiajaca si¢ w rezultacie 1ego dowodu, nie |
algpowanie uzyte w tym dowodzie wyznaczona.




Rys 4 Dowdd twierdzenia Pita i

; igorasa wedhig Euklidesa; Ks. I Ef tw. W GEnieni

Erplgs:::uﬁ? iijnﬂwndu (p. Ram_[zmi_l"-", E)rls. 1} jest to dowdd n:ieefckt;m?rf: Tf;éj;:x;‘i;if;;inm i

e ;:u kuﬁc?n;’a qdp::ﬁ:r‘ledil'llm trﬁ\pkqtum pogrubionym majac te same 2 nimi podt'ls:?é

R, e, oy popbon: s preysae, wi it vyt éomod
_ . . T stokata, jednego z dwu skiadajacych si i

- przeciwprostokani ¢, Dowdd dopelnia analogiczne rozumowanie dia péﬁr‘c’a&t;ﬂﬁik&wa&m

e

Wedlug bardziej liberalne;

dzi ralne] umowy, figury uznane sg za réwne co do
'L'r‘:l;ml::] ;J::I;Efmu dlg nlrc]l]ﬂgur przystajacych przez rozklad dostaje sie ﬁl;:llri:

ez rozklad. Nazywa sie to pordwnywani z leni
e .. i  sle | Vwaniem priez dopelnienie,
. oboki P i O o wspdlnej podstawie i tej '
Wysukoscl, kidre mozna dopelni rh S e
1, ki Z pelni¢ do figur przystajacych do siebi

katanmi uwidocznionymi na rysunku {Rys. 5) Jprz:;z zamsih;fufﬁiz: R

/
v

Powstaje pytanie: czy wielok i

i T ity rewne co do pol z ieni

ﬂn ne Er.‘lffﬂ pola preez rozklad? W szczegblnym priy;:;diize— ig,zf;gizﬂ;ghsq

tw;.: r:] [}'E.h ::ijrch podstawach i réwnych wysokosciach — dali§my ndpo%#iegf-
e, Trudnos¢ ogélnego pytania widaé na przykladzie dwu figur — za-

cieniowanych na rysunku 6 — ktére dopelniaig si '
e kwadratu kwadratami pr;}rﬂtujqcymi,pe 8 =6 C0 S Oklsjictio

Rys § ’

Rys. 6

To ogélne pytanie jest péZniejsze] daty niz starozytno$é, Twierdzaco odpos
wiedzieli na nie Wolfgang (Farkas) Bolyai i P. Gerwien. Srodkiem dowodowym
jest — uzyty juz w przypadku szczegblnym — postulat Archimedesa [3].

Prastokat jest rowny ce do pola pewnemu prostokatowi wirdd takich, ktdrych
jeden z bokéw jest ustalony.

Oto dowéd znany Euklidesowi [4], ale przy wspomnianym bardziej liberal-
nym rozumieniu pordwnywania.

D ow éd. Niech a bedzie danym odcinkiem. Niech ABCD bedzie danym prostokatent,

Odlézmy odcinek a wzdiuz boku AR jako odcinek BE, Przediuzmy odeinek £C do
przeciecia sig @ przedivieniem boku AD w punkcie czmaczonym przez F(Rys. 7). Wedmy
pod uwagg prostokat AEGF, dia kiérego EF jest przekatnig (irGjkat AEF jest jego polowi,

Przedtuzmy odeinki BC i CD do przeciecia sig z bokami prostokata AEGF. Dostajemy punkty

H (na boku EG) i K (na boku GF). Frostokat CHGE, kidrego bok CH jest rawny duneii

odeinkowi a, jest réwny go do pola danemu prostokatowi ABCD,

]

G

Tl Hy%////////////////%”

E

d

_ I

D F

Fys, 7

Dowdd polega na zauwakeniu, 2 na dotaczeniu do prostokardw CHGK i ABCD odpowiednich
poléwek prostokatéw BEHC i DCKF otrzymuje sig rojkaty AEF i EFG preystujace do siebie.
a
Twierdzenie dowiedzione dla prostokatow przenosi sig na wszelkie wiclokaty:
kazdy wielokat jest réwny co do pola pewnemu prostokatowi wirdd prostokglaw
majacyeh wspdlny bok. Przypomnijmy: réwnosé co do pola znaczy praystawanie
przez dopelnienie, a w rezultacie — na mocy twierdzenia Bolyaia-Cierwieni
- przystawanie przez rozkfad.
Sam dowad istnienia nie zamyka problemu. Powstaje pytanie, czy znaleziony
prostokat jest tylko jeden? OdpowiedZ jest twierdzaca: prostokaty majace jeden
bok wspolny a drugie boki toZne nie moga przystawac do siebie przez rozklad,




Rys. &

Twierdzenie jest tak i

: ; ; OCZYwisle ; o

aksjomat [5). Y (Rys. 8), #e sa autorzy, ktdrzy przyjmujg je za
W ten sposd ity 7

[“'rﬁ\-'r'Jw-'“-'u;?:J!:-j;é* pffé?"'r"}r wanie wielokatéw co do pola sprowadza sig d

wWapomniane 1:-.r i £ -'{m 2% Idrilgu;h bokéw prostokatéw wyznaczonych E

ool yzej twierdzenia. Te odeinki — odkladane na proste] ych przez

| Jtu ~— tworzy skale dla pdl wielokatéw Prosts 2 uitanseg
est to zasadniczy rezultat teorii pri i :

Czesto byw: : teorii przystawania wielokatéw Y

Jr.i-ttlii:ucli };:1‘175 ]]mﬁ'I ?]lllf;ty bardziej spektakularnym prohienfem kxl?:c?;t?%k[dd‘

rozklad, O k. .ItldCZn.me e daldnego wielokata kwadratu przystajacego d ﬁr}’ i

i wadraturach bedzie wzmianka przy koricu rozdziatu go dofi przez

)
A co z figurami — takimi j
; i imi jak koto — i o
Nie maj: . . 7 ; ograniczonymi i ——
ru'Lk!:"TH one mzk{adfﬁw na skoriczenie wiele wie]okatgw al sty %“-z}“}r.m?
7 fuc ami wyczerpa¢ — jak mowili Grecy , ale mozna je takimi
Zakl: s P . ;
hurr:lslklgiify' co zrobit juz Euklides — ze porGwnywanie odcinké
k”}r-wﬂ“n_ 3 Jest postulatowi Archimedesa, Zakladamy imnadm e pol e
f-m;-fiur'a.ni lllﬂt‘ijrprZ:‘:f'plsaI]}’ Jest odeinek na przyjetej przez nag’ssaif'ﬂ u}?glu%‘y
M(‘:win si¢ figus odpowiada relacja mniejszosci na skali udlc'mk' St
B o W 3.'3 figura P Jest wyczerpana wielokatami P, P, E:Ehd
Ry nie nakdadajs si na sebie), jesl wielokat P terya 00 do Dol
wivl |':-m ] |‘Hj’rm=.-'¢lﬂglur}' nie nakrytej wielokatami P,, ...“F‘ Od I.,D‘Fm :
I""“ Hiom f k odeinki na skali pél — odktadane jeden za ’dn;l_ilrln pﬂ.“ Mdd'lac.e
N ."“"'k przypisany figurze P, zgodnie z lematem Eud k. Gy e
detatu 11 (zob, Rys. 9) oksosa znanym nam 7 roz-
Preypusé et it
0, ]ﬂiﬁiii?ﬁi ze m;lt'n}’ nng figure ¢, ktora wyczerpuja wielokaty Q
e EY zez rozkiad do, odpowiadajacych i i B
PR 7 , ajacych im w kolejnosci w jakiej
W zapisane, wielokatow Py, P, ... Figury P i O uznajemy za rév.:l:: 5:; ;ﬂj;kjlej
: ola.

Hyw, ;
¥ 8 Metoda wycrerpywania: wielokat Py Jest wigeej niz polawi po i o6 p ¥
. I pe Py Paels

Opisane zostalo pordwnywanie: y erpywania,
Oczywiicie, w sastosowaniach 1e) adzt 0 znalezienie dla danef

figury P figury Q © prostsze] budowie, np. wielokata.
N
Metode wyczerpywania zobaczmy na przykladzie kwadratury paraboli, dane)
przez Archimedesa [6]. 1 i
My zapisujemy parabolg réwnaniem ¥ = a+2. Starozytni nie znali lego row-
nania, znali jednak wlasnoéci paraboli wynikajace Z opisu przez 10 réwnanie 7],
Dla obliczer Archimedesa waZne si nastepujace wiasnosci odcinkdw paraboli,
(1) Jesli poprowadzic stycand réwnolegla do danej
punkt stycznoscl P ze Srodkiem M cigciwy, 10 odr
jednakowy dla wszystkich cieciw. (Rys. 10.)
Wspomniany kierunek nazywa sie kierunkiem glownym paraboli.
Odeinek paraboli odciety cieciwa AB zamknijmy W rﬁwnu!egtohu!c, ktdepo
polowa jest na rysunku nizej (Rys. 10) réwnoleglobok MBNP, gdzie BN ma
kierunek gtéwny, a PN ma kierunek stycznej. Wiedy:

(2) Jedli odcinek MB przepolowic prostq M'N' o kierunku gldwnym, 10 o
cinek M'N' (ktéry ma korice na MB i PN) jest dzielony przez {uk paraboli

(w punkcie ¢ na rysunku) w stosunku 3 : 1. (Rys.10.)

Tréjkat APB jest wiecej niz polowa odcinka APB paraboli, a poniewiz, o
wynika z (1), dla cieciwy PB i punktu ¢ sytuacja sig powtérzy, trajkal PBQ

jest wigcej niZ polowa odcinka PBO.

' Postepowanie mozna kontynuowac, stosujac najpierw do cieciw PQ i OB,

a potem do dalszych. Na mocy lematu Fudoksosa, wyjmujac z odcinka paraboli

kolejno wspomniane mréjkaty, wyczerpiemy odcinek APB co do pola.
Pokazemy, Ze z€ wspomnianych tréjkatow da sie zlozyé figurg o polu riwnym

44 pola trojkata APE,

W tym celu skorzystamy Z wlasnosci (2),
Vi tréjkata PMB co do pola. Jedli wigc wielko$é pola trojk
preez e, o W nastepnym kroku pust¢p0wania naddatek w pos

cigciwy AB 1 polgesy

inek PM ma kierunek

zauwazajac, ze irojkat PR stanowl
ata APB oznaczyim
taci trojkata M

Hys, 10




[ Lﬂ"““""‘“ﬂ i trjkata wle ' - '
i i W‘j m y ! ; . i i
4 e e v e A - .
slugujae sig gotowym ﬁznri?r? ;1“1‘:}?;0213'":: ¥ zak OruUmOwania pu-. Kolo modna wyczerpad wielokqrami,
metrycznego, CAY + (V) + ... = VA na sume postepu geo- Wpiszmy w tym celu w koto wielokat K. Nie pokryta przez Ky pozostalosd
Oto juk Archimedes [8] radzil sob; : sklada sie z odeinkéw kola, W kazdy z tych odcinkéw wpiszemy trojkat row-
S0DIe z tym sumowaniem. noramienny, ktérego podstawa jest bok wielokata K, z wierzcholkiem na kole
(Rys. 14). WycigliSmy w ten sposdb wigcej niz potowe odeinka, co wyniki
stad, Ze tréjkat ten jest co do pola potowa prostokata zawierajacego ten odeinek
(bokami prostokata sa bok wielokata i odcinek stycznej do kola w wierzcholku
trojkata). Sume tak odcigtych trdjkatow oznaczmy przez K,. 7. pozostalodciy,
Kiéra réwniez sklada sie z odcinkéw kola, postepujemy w ten sam sposob;
figura K., wycina z nie pokrytej przez figury Ky, .., K, czesci kota wigee|

niz jej potowe co do pola.

A

M| =

O

1 1
: 0
Y
Z
MO L1 Vs (L) + . =44 wedlug Archimedesa,

Roewatmy wielkosci A, B, C '
inl nustgpne|, oraz wielkné,ci .2. Y,T;' kté r!;:l!:i;{ azidaéﬂ_stﬁztemkmmie g e
(Rys. 11), Mamy Y+ X + ... =V3{B+::Z'-|I— 1 S et
Mamy B+ ¥ =44, C+X=84 9o

++ skad po dodaniu stronami dostajemy
| [B+C+,.,}+(Y+X+...}=JX3{A+B+...}
shd, W(B+C+.)=15B+C +..) +44, a wiec B+ C +

A+B+C+...=4&/j1

Fys, 14

Gdyby$émy mogli znale7¢é wielokat i wyczerpa€ ten wielokat ciagiem wie-
lokatéw (figur) Lg, Li, ... , przystajacych przez rozktad do odpowiednich figur
K, K,, ... (L, odpowiada figurze K, ) — tak jak si¢ to nam udato w przypadku
paraboli — mielibySmy otwarta droge ku kwadraturze kota.

=4 w rezultacie,

(]

Znalezienie dla danej figury kwadratu réwnego jej co do pola nazywa sig
kwadraturg tej figury.

Wystarczy znaleZé wielokat, bo ten jest réwny co do pola prostokgtowi,
a prostokat mozna zamieni¢ na kwadrat réwny co do pola w pewien dobrze
znany sposdb.

Dane sa odeinki ¢ i d. Zbudujemy tréjkat prostokatny o przeciwprostokitni
¢, ktérego wysokos¢ odcina na ¢ odeinek d. Konstrukcja jest wykonalna cyrklem
i linijka: wystarczy ze $rodka odcinka ¢ zakreslic kolo, ktérego Srednicy jest .
Tréjkat jest wyznaczony przez przecigeie kota z prostopadta do ¢ wystawiony

¢ korica odcinka d; p. Rys. 15.
Prostokat o bokach ¢ i d jest réwny co do pola kwadratowi zbudowanemu

i przyprostokatni tréjkata reutujgce] sig na d.
Pordwnanie co do pola daje sig przeprowadzié przystawaniem przez rozklad,

59

0 2
Ry, 12, Vo + (W) 4 ... = Li: ;
b (M) + = : Gardner (9], Rys. 13: 1+ Vo +(4P + . =% mniei
. ; : ven = YA WYRrU-
kany sposdb, dajacy dia odeinks purahflsli ﬁgu:::

¢ (kwadraty zaciemnione i b
Melody, wyoaarum | Wapomniang w opisie




Rys, 15

ile doprowadzenie do tego s i
Wi sposobu pordwnania 1 /
frodka, jakim jest postulat ﬁrchimisa. Wi e i

()

Nieobojetne sq érodki uiy ji
[ yte do konstrukcji kwadratu, Jesli kons ja j
Oj¢ te do konsi . Jes truke
wykonalna za pomocy cyrkla i linijki, to jest to kwadratura w sensie ki -ja 4
~ platoriskim, R
Kw;ﬁr ;:ﬁ.?r u];u?éh ruzumiap{:- zawsze to, co przyjelo nazwe kwadratury kola
4 kota uka?a}a sig — ale stalo sie to wiadome dopiero w dziewi .
nastym stuleciu — niewykonalna [10]. i
i:tlnm::ylm mogli mie¢ poczatkowo pewne nadrieje
Ipokrates z Chios, zyjacy w V wicku . Pit '
nios, Zyjacy pne., Pitagorejczyvk,
E{-wnc figury ograniczone liniami krzywymi, ktdre sa réifnajcn}dﬂ wg]kaaf:l'l lna
atom. Byly to slynne ksiezvee Hipokratesa. e
Zobaczmy najprostszy z nich (Rys. 16),

Rys, 16

Kwadrant OAME kota jest rowny ol poldwee ANE kota :bndemﬁ z
na cieciwie zamykajee] kwadrant. Wynika o stad, ze pola kol majn si¢
siehie jak kwadraty ich promieni, a kwadraty zbudowane na tych promieniach
i, na OB i na OB, maja sig do siebie jak 2: 1. Po odieciu odeink ABM
kwadrantu od obu réwnych co do pola figur OAMB i ANB, pozostang tréjkat
OAB i ksigiyc AMBN. Tréjkat i ksigzyc sa wige réwne co do pola, na zasadeie
pordwnywania pdl przez dopetnienie.

Dowéd mial istotna luke. To, #e proporcja p6l kot jest taka jak proporeja
kwadratéw ich promieni, jest twierdzeniem. Ale w czasach Hipokratesa nie
snano dowodu. Nie znano takze $ciélejszego rozumienia proporcji wielkosel
geometrycznych.

A

Préwnywanie figur co do pola nie wymagalo liczb. Nie pytamy, jak wielkie
jest pole. Pytamy sie jedynie, czy figury sa réwne co do pola. Ten zwrot ,rowne
co do pola” ma w zakresie wielokatéw znaczenie przystawania przez rozklud
(na skoficzenie wiele czedei). W zakresie figur krzywoliniowych trzeba sie uciec
do metody wyczerpywania. Demokryt miat na myshi jeszcze bardziej liberalne
kryteria. Sprowadziliémy poréwnywanie figur co do pola do perdwnywania
odcinkéw co do diugosci, nie okreélajac wszakie, czym moglaby by¢ diugodd.
Nie wprowadzamy pojecia liczby, ktéra mierzylaby wielkosci ciagle, chociud
pojecie to jest w zasiegu reki. Podziwiamy powsciagliwo$¢ Grekow w pojsciu
o ten jeden — wydawaloby sig prosty, ale — co nam wiadomo — jakie nie
bezpieczny, krok dalej.

Przypisy
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