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Przedmowa

Niniejszy skrypt zostal napisany na podstawie notatek sporzadzonych podczas wyktadow
z ,,Podstaw geometrii 1 elementow geometrii nieeuklidesowej” prowadzonych przez
prof. dr hab. Jacka Swiatkowskiego w Instytucie Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego.

Jest on przeznaczony dla stuchaczy ww wyktadu, jednak zostat napisany w taki sposéb, by
takze kazdy, kto posiada elementarna wiedzg z geometrii w zakresie szkoly §redniej oraz
podstawowa wiedze z logiki mégt bez wigkszych trudnosci zrozumiec¢ tre§ci w nim zawarte.

Tematyka tej pracy dotyczy teorii geometrii nieeuklidesowej, czyli takiej geometrii, ktora
bazuje na zaprzeczeniu podstawowego twierdzenia geometrii euklidesowej, z ktéra czytelnik
do tej pory spotykat si¢ na kazdym z pozioméw edukacji szkolnej. Jak si¢ okaze, konsekwencja
tego zaprzeczenia bedzie nowa interpretacja poje¢ geometrycznych oraz nowy wyglad figur,
ktorych wilasno$ci bedziemy tutaj bada¢. Skrypt ten stanowi namiastke wiedzy, jaka oferuje
nam ten nowy $wiat geometrii, w ktorym proste sa krzywe, a plaszczyzna ograniczona, gdzie
nie istnieje prostokat a wierzchotek trojkata jest abstrakcyjnym punktem.

W napisaniu tej pracy pomoOgt mi skrypt Ryszarda Domana ,,Wyklady z geometrii
elementarnej” [1]. Korzystalam roéwniez ze skryptu Anny Sznajder Otfinowskiej ,,Podstawy
geometrii 1 elementy geometrii nieeuklidesowej” [2], ktory stanowi opracowanie pierwszej
czesci wykladu, a w ktorym mozna znalez¢ obszerny opis teorii aksjomatyczno— dedukcyjnej,
na ktoérej bazuje teoria wszystkich geometrii a takze obszerne omoéwienie historii badan nad
geometrig nieeuklidesowa. W niektorych miejscach bedziemy odwotywaé si¢ do informac;ji
zawartych w tym skrypcie, wskazane jest wigc, aby czytelnik wezesniej si¢ z nim zapoznat.

Niniejszy skrypt sktada si¢ z trzech rozdziatow, ktére podzielone sa na paragrafy.
W pierwszym rozdziale opisuje, w jaki sposob badania nad geometria euklidesowa przyczynity
si¢ do powstania nowej geometrii — geometrii nieeuklidesowej. Drugi rozdziat rozpoczg¢tam od
wyjasnienia, czym jest model teorii, by nastgpnie szczegotowo omowi¢ model Kleina
geometrii hiperbolicznej. Trzeci rozdzial natomiast zostal w cato$ci poswigcony modelowi
Poincarégo geometrii hiperbolicznej. W przypadku obu modeli podaj¢ interpretacje pojec
pierwotnych, sprawdzam, czy tak okreslony uktad pojg¢ spetnia podstawowe twierdzenia (tzw.
aksjomaty) geometrii nieeuklidesowej, po czym opisuje wiasnosci katéw, wielokatow
i pewnych szczegblnych linii, ktore charakteryzuja plaszczyzng nieeuklidesowa. Ponadto
w rozdziale trzecim ponadto zostalty oméwione izometrie w modelu Poincarégo.

Mam nadziejg, ze zawarte w tym skrypcie liczne rysunki oraz uwagi dotyczace analogii do
geometrii euklidesowej beda pomocne w zrozumieniu koncepcji geometrii nieeuklidesowe;.
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Rozdzial 1

Z historii geometrii

Za poczatek istnienia geometrii jako spdjnej nauki mozna uzna¢ rok 300 p.n.e., kiedy to
wybitny matematyk starozytnej Grecji Euklides stworzyl jedno z najwazniejszych dziet
matematycznych ludzkosci ,,Elementy”, w ktérym zawarl podstawowe zagadnienia geometrii
i arytmetyki. Zapoczatkowal tez w nim metode aksjomatyczno —dedukcyjna', tzn. przedstawit
owczesna wiedze geometryczna jako szereg twierdzen, ktore sa wilaczone w lancuch
logicznych wnioskow. Euklides zamiescit w swym dziele uktad aksjomatéw, ktory z zatozenia
miat stanowi¢ podstaw¢ do tworzenia wszystkich pozostaltych twierdzen, a w sktad ktérego
wchodzity nastepujace zdania:

I. od dowolnego punktu do dowolnego innego mozna poprowadzi¢ prosta;

II. ograniczona prosta mozna dowolnie przedtuzyc;

III. z dowolnego srodka z dowolnym promieniem mozna opisa¢ okrag;
IV. wszystkie katy proste sa rowne;
V. jesli dwie proste na plaszczyznie tworza z trzecia katy jednostronne wewngtrzne
o sumie mniejszej od dwoch katow prostych, to te proste po przedluzeniu przetna sig
1 to z tej wlasnie strony.

—

a+pB<m

/

Piaty aksjomat jest zamiennie nazywany V postulatem FEuklidesa lub aksjomatem
réwnoleglodci. Dzi$ bardziej znana nam jest jego rownowazna wersja, wprowadzona w 1795r.
przez angielskiego matematyka Johna Playfair’a: przez kazdy punkt nie lezqcy na danej prostej
[ przechodzi doktadnie jedna prosta I’ nie przecinajqca I.

Aksjomat ten z calo$ci teorii zaproponowane] przez FEuklidesa budzit najwigksze
watpliwosci, gdyz w przeciwienstwie do pozostatych aksjomatéw opisywal wlasno$¢ obiektu
nieograniczonego, jakim jest prosta. Ta odmienno$¢ sprawita, ze juz od starozytnosci az po

"Metoda ta polega na budowie teorii przy pomocy intuicyjnie jasnych pojeé, ktorych sig nie definiuje, np. punkt,
prosta (tzw. pojgcia pierwotne), a o ktdrych calq wiedzg czerpie sig z aksjomatow (czyli twierdzen, ktorych praw-
dziwos¢ przyjmuje si¢ bez dowodu). Wszystkie twierdzenia teorii mozna dowies¢ lub obali¢ przy pomocy aksjo-
matow, natomiast wszystkie pojecia teorii definiuje si¢ przy uzyciu pojec pierwotnych



wiek XIX wielu matematykow podejrzewato, ze jest on zalezny? od pozostatych. Wielokrotnie
1r6znymi sposobami prébowano przeprowadzi¢ dowdd V postulatu wlasnie za pomoca
pozostatych aksjomatow, jednak proby te byty albo nieudane albo bigdnie przeprowadzone.
Wobec tych niepowodzen geometrzy zaczg¢li wige zastanawiac sig, czy aksjomat rownoleglosci
jest niezbedny w tworzeniu geometrii i zaczgli podejmowac proby budowy teorii opartej
jedynie na czterech pierwszych aksjomatach geometrii euklidesowej. Teoria ta, nazwana
geometrig absolutna, zawiera twierdzenia, ktérych dowodzenie nie wymaga uzycia owego
kontrowersyjnego aksjomatu. Okazato si¢ jednak, ze nie mozna w niej wyprowadzié
niektérych twierdzen geometrii, jak np. twierdzenia Pitagorasa czy twierdzenia Talesa.
z aksjomatu bedacego zaprzeczeniem aksjomatu rownoleglo$ci: istnieje punkt A i prosta m
taka, ze AU m i przez A przechodzq co najmniej dwie proste nie przecinajqce m lub przez A
nie przechodzi Zadna taka prosta. Nauka ta nazwana zostata geometria nieeuklidesowa. My
zajmiemy si¢ jednym z jej przykladow, jakim jest geometria hiperboliczna’. Powstata ona przez
dotaczenie do uktadu aksjomatow geometrii absolutnej twierdzenia mowiacego, ze istnieje
punkt A i prosta m taka, ze AL m i przez A przechodzq co najmniej dwie proste nie
przecinajqce m (tzw. aksjomat bLobaczewskiego). Prekursorami tej nowej nauki byli
G. Saccheri (1667-1733) 1J. H. Lambert (1728-1777), jednak nie byli $wiadomi tego faktu,
gdyz odkryte twierdzenia uznali nie za czg$§¢ nowej, nieznanej geometrii, ale za sprzeczne
z istota poje¢ geometrycznych. W pdzniejszym czasie zagadnieniem geometrii nieeuklidesowej
zajmowat si¢ takze C. Gauss (1820r.), jednak z powodu Igku przed krytyka nigdy nie
opublikowal swoich wynikéw. Jak si¢ pdzniej okazato, jego obawy nie byly bezpodstawne.
Otoz, gdy w 1826r. rosyjski matematyk a zarazem profesor na uniwersytecie N. Lobaczewski
oglosit nowa teori¢ geometrii, catkowicie odmienna od jedynej i powszechnie uznawanej
geometrii euklidesowej, zlekcewazono jego odkrycie. Niektorzy twierdzili nawet, ze ten
uczony jest niespetna rozumu i zajmuje si¢ dziwactwami. Nie zatrzymalo go to przed
opublikowaniem artykutu ,,O zasadach geometrii”, gdzie powtornie przedstawit efekty swojej
pracy. Miato to miejsce w 1829r. 1 wlasnie ten rok uwaza si¢ za dat¢ powstania geometrii
nieeuklidesowej. W tym samym czasie, co Lobaczewski, prace nad geometrig hiperboliczna
prowadzit tez Wegier Janos Bolyai. Jednak jako Ze Rosjanin zdotal udowodni¢ wigcej
twierdzen nowej geometrii oraz opublikowal wyniki swoich badan wczesniej, to jego uznaje
si¢ za tworcg tej teorii, ktora nazywa si¢ takze geometria Lobaczewskiego.

Rownolegle do prac nad geometria nieeuklidesowa nieprzerwanie trwaly badania nad
poprawnoscia teorii stworzonej przez Euklidesa. Zdotano uzasadni¢ zupetnos$¢ tej teorii a takze
niezalezno$¢* rozmaitych aksjomatow od pozostatych. Okazalo sie tez, ze sa w niej pewne luki,
np. nie dalo si¢ udowodni¢ twierdzenia, ze jesli prosta nie przechodzqca przez wierzcholek
trojkqta przecina jeden z jego bokow, to musi przecinac jeszcze jeden jego bok. W 1882r.
Moritz Pasch uzupehil wigc uktad brakujacymi aksjomatami porzadku a w 1899r. niemiecki
matematyk David Hilbert w swoim dziele ,,Grundlagen der Geometrie” podat zupetny,
niezalezny uktad aksjomatow geometrii euklidesowej, ktdry zaprezentowany jest ponize;j.

Aksjomaty geometrii euklidesowej wg Davida Hilberta, 1899r.
(nieco zmodyfikowane)

Pojecia pierwotne
1. punkt,

? Stwierdzenie jest zalezne od aksjomatow, jesli wychodzac od tych aksjomatéw mozna metoda dedukcyjna to
stwierdzenie udowodnic¢ lub obali¢

? Istnieje jeszcze jedna, odkryta pozniej geometria niceuklidesowa- geometria Riemanna

* Wiecej o zupetnosci teorii i niezalezno$ci aksjomatow w rozdziale 2.1



prosta,
relacja nalezenia (dla par punkt-prosta), oznaczana symbolem U

relacja porzadku dla punktow z dowolnej prostej p oznaczana symbolem < ,,

miara odcinkéw, oznaczana symbolem 7%,
miara katow, oznaczana symbolem # -

S kW

Inne pojecia pojawiajace si¢ w treSci aksjomatow sa zdefiniowane za pomoca pojgc
pierwotnych. Oto ich definicje:
. dla roznych punktow 4,B nalezacych do prostej P odcinkiem AB nazywamy
zbior ztozony z punktow A4 1 B oraz z wszystkich punktow C takich, ze 4 <, C <, B lub
B <,C<,4;
. potprosta o poczatku 4 nazywamy kazdy zbiér postaci {4/U (XU p:A<, X}
lub postaci {4}U {X U p:X < A} gdzie P jest dowolna prosta zawierajaca punkt 4;
. kat to dwie poOtproste o wspdlnym poczatku nie lezace na jednej prostej;
. polplaszczyzng ograniczona prosta P jest kazdy zbior postaci {Y:Y 0 p}tl {C}1
{X:CXn p= ¢} gdzie C jest dowolnym punktem nienalezacym do 7 .

Aksjomaty incydencji (czyli dotyczace relacji nalezenia)
I1. Dla dowolnych réznych punktow 4 i B istnieje doktadnie jedna prosta p przechodzaca
przez te punkty.
12. Na kazdej prostej leza przynajmniej 2 punkty.
I3. Istnieja 3 punkty nielezace na jednej proste;.

Aksjomaty porzadku

P1. Dla punktéw z dowolnej prostej p relacja <, jest relacja liniowego porzadku, tzn.:
a) jeslid<,Bto A+ B;
b) jesli AU p, B0 p oraz A# B to zachodzi doktadnie jedna z relacji 4 <,B, B <, A;
c) jeslid<,BiB<,CtoA<,C

P2. (aksjomat Moritza Pascha) Dla dowolnych niewspotliniowych punktow 4, B, C oraz
dowolnej prostej P nie przechodzacej przez zaden z punktow 4, B, C jesli P przecina
odcinek AB to przecina tez dokladnie jeden spos$rod odcinkoéw BC 1 AC.

Aksjomaty miary odcinkéw
M1. Dla kazdego odcinka 4B miara m(A4B) jest liczba dodatnia.
M2. Dla kazdej potprostej » o poczatku w 4 i1 dla dowolnej liczby dodatniej d istnieje punkt
BU r taki, ze m(AB) = d.
M3. Jeslid <, B <, Cto m(AB) + m(BC) = m(AC).

Aksjomaty miary katow
K1. Dla kazdego kata rs (utworzonego z potprostych » i s o wspolnym poczatku) miara
u(rs) jest liczba z otwartego przedziatu (0,7).

K2. Dla dowolnej prostej P>dowolnej potptaszczyzny € ograniczonej przez P> dowolnej
pOlprostej 7 zawartej] w P i dowolnej liczby ol (0,7) istnieje potprosta s zawarta
w Q tworzaca wraz z r kat rs taki, ze ((rs)= o

K3. Niech 4,B,C i A,B',C' beda dwoma trojkami niewspotliniowych punktow. Jesli
m(AB) = m(A'B"), m(AC)= m(A'C') i u (BAC)= y(BAC') to
U (ABC)= u(A'B'C").



Aksjomat rownolegtosci
R. Jesli punkt A4 nie lezy na prostej p, to istnieje doktadnie jedna prosta przechodzaca przez
A 1nie przecinajaca p.

W sktad uktadu aksjomatéw geometrii nieeuklidesowej, a dokladniej geometrii hiperbolicznej
z wyzej wymienionych wchodza aksjomaty incydencji, porzadku, miary odcinkoéw i1 miary
katow, czyli wszystkie procz aksjomatu rownolegtosci. Aksjomat ten zostal zastapiony
aksjomatem Lobaczewskiego:

HIstnieje punkt 4 i prosta m taka, ze AU m 1 przez A przechodza co najmniej dwie proste nie
przecinajace m”.



Rozdzial 2

Model Kleina geometrii nieeuklidesowej

Niemiecki matematyk Feliks Klein (1849-1925) zastynat w §wiecie nauki glownie dzigki
swojemu wystapieniu na Uniwersytecie w Erlangen w Bawarii, podczas ktorego wyglosit tezy
na temat klasyfikacji pojec i1 twierdzen geometrii (tzw. Program Erlangenski). Wedtug niego za
jej podstawy nalezy uzna¢ wlasno$ci obiektéw geometrycznych, ktére nie zmieniaja si¢ pod
wpltywem dzialania pewnych grup przeksztalcen, np. izometrii. Niemniej waznym
osiggnigciem Kleina bylo stworzenie modelu geometrii nieeuklidesowej (a doktadniej
geometrii hiperbolicznej), w ktérym istnieje nieskonczenie wiele prostych przechodzacych
przez dany punkt i rozlacznych z dana prosta. W rozdziale tym opiszemy struktur¢ modelu
Kleina i pokazemy, ze pojecia pierwotne interpretowane zgodnie z tym modelem speiniaja
wszystkie aksjomaty geometrii nieeuklidesowej, potwierdzajac tym samym jej niesprzecznosc¢.
Najpierw jednak wyjasnijmy sobie, czym jest model geometrii i w jakim celu si¢ go tworzy.

2.1 Model teorii

Zgodnie z metoda aksjomatyczno — dedukcyjna teori¢ mozna okres$li¢ przy pomocy
systemu poje¢ 1 zaleznos$ci zachodzacych pomigdzy nimi. Istnieje jednak jeszcze jedna metoda
okre$lania teorii, a mianowicie poprzez zbudowanie tzw. modelu teorii. Model teorii jest
zdefiniowany jako pewien ,,sztucznie” utworzony matematyczny system, w ktorym wszystkim
pojeciom teorii nadaje si¢ precyzyjne interpretacje. Innymi stowy oznacza to, ze pojecia teorii
traktujemy jako zmienne i w danym modelu podstawiamy za nie pewne obiekty, np. w pewnym
modelu pod nazwa ,,prosta” moze kry¢ si¢ euklidesowy okrag, a ,,odcinkiem” bedziemy
nazywac tuk tego okregu. Tak dobrany system poj¢¢ moze, ale nie musi spetnia¢ wszystkich
aksjomatow danej teorii. JeSli je spelnia, wowczas prawdziwe tez sa w nim wszystkie
twierdzenia. Jezeli natomiast niektore aksjomaty nie sa w danym modelu spetnione, wtedy tez
nie sa w nim prawdziwe twierdzenia wynikajace z tych aksjomatow.

Modele pozwalaja na uzasadnianie wlasnosci teorii: niesprzeczno$ci i zupetnosci. Mozna
powiedzie¢, ze wlasnos$ci te potwierdzaja sens i prawo bytu danej teorii. Niesprzeczno$¢ uktadu
aksjomatoOw oznacza, ze nie da si¢ z nich wyprowadzi¢ stwierdzen wzajemnie sprzecznych.
Dowdd niesprzeczno$ci teorii polega na zbudowaniu w danej teorii modelu, ktory bedzie
spetniatl wszystkie aksjomaty. Teoria jest zatem niesprzeczna, gdy posiada model spetniajacy
jej aksjomaty. Dla teorii niesprzecznych definiujemy druga wilasno$¢ — zupetnosé. Pojecie
zupetosci teorii oznacza, ze dana teoria niesprzeczna nie zawiera stwierdzen niezaleznych od
aksjomatoéw, czyli w teorii zupelnej kazde stwierdzenie mozna udowodni¢ lub obali¢ metoda
dedukcyjna, wychodzac od aksjomatow. Aby pokaza¢, ze teoria jest zupelna, nalezy
udowodni¢, ze kazde z jej twierdzen jest zalezne od aksjomatow, czyli trzeba przedstawi¢ jego
dowod lub dowodd jego zaprzeczenia. Jezeli natomiast twierdzimy, ze dana teoria niesprzeczna
nie jest zupelna i jakie§ twierdzenie jest niezalezne od aksjomatow, to fakt ten mozemy
udowodni¢, budujac dwa modele. Jeden z nich musi spelnia¢ wszystkie aksjomaty oraz to
twierdzenie, ktore budzi watpliwos$ci, natomiast drugi powinien by¢ taki, by to jedno wybrane



przez nas twierdzenie nie bylo prawdziwe, a wszystkie aksjomaty byty spetnione.

Teoria geometrii nieeuklidesowej ma dwoch tworcow: N. Lobaczewskiego 1 J. Bolyai’a.
Zaden z tych wybitnych matematykow nie zdotat jednak dowiesé jej niesprzecznoséci. Dopiero
w pdzniejszym czasie inni uczeni zbudowali odpowiednie modele. I tak powstaly: model
Kleina, model poétptaszczyznowy 1 dyskowy Poincarégo oraz model Minkowskiego.
W dalszych czgsciach tego skryptu zostana szczegdétowo opisane dwa pierwsze modele. W tym
rozdziale zaczniemy od modelu Kleina.

2.2 Pojecia pierwotne w modelu Kleina

Model Kleina zostat skonstruowany na bazie poje¢ geometrii euklidesowej, jednak ich
interpretacja rézni si¢ od tej, ktora jest nam znana i ktora pochodzi od Euklidesa. Otéz Klein za
plaszczyzng, czyli $wiat, w ktorym bedziemy bada¢ istnienie 1 wlasnos$ci figur
geometrycznych, przyjal wngtrze ustalonego kota, ktére odtad bedziemy nazywac ptaszczyzna
hiperboliczna.

Uwaga: W niniejszym skrypcie bedziemy przyjmowac, ze model Kleina jest wngtrzem kota
o promieniu 1.

Na tej ,,nowej” plaszczyznie pojgcia pierwotne sa okreslone w nastgpujacy sposob:

1. Punkty — sa to punkty w rozumieniu euklidesowym nalezace do wngtrza ustalo-
nego kota.
2. Proste — to cigciwy kota bez koncow.

m, n, p — przykltady prostych w modelu Kleina

Y
— )

3. Relacja nalezenia — interpretowana jest podobnie, jak na plaszczyznie euklide-
sowej, tzn. poprzez stwierdzenie, ze punkt B nalezy do prostej p rozumiemy, ze B lezy na
tej prostej (czyli na cigciwie reprezentujacej t¢ prosta).

b\
BU p

4. Relacja porzadku dla punktow z dowolnej prostej p — na prostej p dowolnie
ustalamy kierunek i1 zgodnie z nim w naturalny sposob zachodzi relacja porzadku (patrz
rysunek ponizej).
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Znajac interpretacj¢ relacji porzadku w modelu Kleina mozemy okresli¢ nastgpujace
obiekty (uwaga: sa to pojecia definiowalne, zatem nie naleza do poj¢¢ pierwotnych):

. odcinek 4B, gdzie 4,BU p jest to zbior ztozony z punktéw A4 i B oraz z
wszystkich punktow C takich, ze 4 <, C <, Blub B <, C <, 4,

. potprosta o poczatku 4 to kazdy zbior postaci {A/0 (X0 p:A<, X} Tub
postaci {A}0 {X U p:X <, A} gdzie P jest dowolna prosta zawierajaca punkt 4,

. kat to dwie potproste o wspolnym poczatku nielezace na jednej proste;.

Nietrudno zauwazy¢, ze powyzsze definicje sa analogiczne do tych na plaszczyznie
euklidesowej. Jedyna réznica jest ograniczenie w modelu Kleina zbioru punktow
z definicji do wngtrza ustalonego kota.

Przyklady:
B A
C
A F ¢ A\
odcinki potproste katy

5. Miara odcinkow
Miarg odcinkow w modelu Kleina okreslamy za pomoca hiperbolicznych wspoirzednych
punktow.

Definicja 2.1. Dla dowolnego punktu A lezacego na prostej p (czyli cigeciwie bez
koncoéw PQ), na ktorej ustalony jest kierunek, wspotrzedna hiperboliczng x, okreslamy
wzorem:

PA Q
X, = lln—| E ,
2 |04l
p A
gdzie |PA|; - euklidesowa dlugo$¢ odcinka PA, P

| QA |, - euklidesowa dlugo$¢ odcinka QA.

11
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PA PA
| PAl, 0 (0,0 ), natomiast odwzorowanie punktu 4 w iloraz P4,

| QA4 | QA |,
wzajemnie jednoznacznym odwzorowaniem cigciwy PQ (bez koncoéw) na przedziat
(0,0 ). Z tego faktu i z wlasnoéci funkcji logarytmicznej otrzymujemy, iz 4 -~ x,0 [0
jest wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$cia.

Z powyzszych uwag wynika nastgpujacy fakt:

Zauwazmy, ze jest

Fakt 2.2. Kazdemu punktowi danej prostej jest przyporzqdkowana pewna
wspotrzedna, a kazda liczba rzeczywista jest wspolrzednqg pewnego i to doktadnie
jednego punktu.

Fakt 2.3.  Wspolrzedne hiperboliczne punktow sq zgodne z porzqdkiem, tzn.
A<, B x,<xp.

Dowod: Niech 4, BU PQ takie, ze A < B i kierunek na prostej PQ jest obrany jak na

rysunku. 0
A< B < |PA| < |PB|, U[AQ|;> |BO|; -

|PA|E<|PB|Eﬁ lh’l|PA|E<lh’l|PB|E@ b7 B
041, 0B, 2 l04l, 2 |0Bl, .

X, < Xp.

Definicja 2.4. Nieeuklidesowa miara odcinka m(4B), ktora oznacza si¢ tez jako |AB|ye

jest rowna |x,—x;|, gdzie x,, xz — wspoOtrzedne punktow 4 i B.

Przyklad: Punkty 4, B 1 S, ktoéry jest srodkiem modelu Kleina, bedacego kotem

2
o promieniu 1, leza na jednej prostej. Punkt 4 lezy w euklidesowej odleglosci 3 od S, za$

1
B lezy w euklidesowej odleglosci 5 od S, jak na rysunku ponizej. Obliczmy

nieeuklidesowa odlegtos$¢ |AB|ne.

Szukana wielkos$¢ |4B|ye= |Xg-Xa|. Obliczmy wspotrzedne punktéw A4 1 B:

1
AP 1- 14 3

Q X, : llnﬁz llnﬁ: llni: llnl,

2 |AQ|, 2 1+|4S|;, 2 é 2 5
B 3
S 3
B 1+ |B 9

A xB = lln&: llnﬁ: lln;: lln3,

P 2 |BQ|, 2 1-|BS|, 2 l 2

2



1 1.1 1
Zatem |AB|yz=|=In3- —In—|F —Inl15 = 1,35.
2 2 5 2

Miara katow

Przy definiowaniu miary kata w modelu Kleina stosujemy nastepujaca procedurg:

a) ramionom kata przyporzadkowujemy cigciwy, w ktdrych te ramiona si¢ zawiera-
ja;

r

i+

b) rysujemy pomocnicza potsfere, ktorej brzeg jest wspolny z modelem, jak na ry-
sunku ponizej. Przyjmujemy, ze model znajduje si¢ na ptaszczyznie poziomej. Otrzy-
manym w poprzednim kroku cigciwom przyporzadkowujemy na tej polsferze pot-
okregi, ktére sa zawarte w pionowych poétptaszczyznach i maja te same konce, co cig-
ciwy;

c) rozwazamy euklidesowa miar¢ kata pomigdzy poétokrggami: w punkcie 4, ktory
jest punktem przecigcia potokregow prowadzimy plaszczyzne Q2 styczna do potsfery.
Na ptaszczyznie Q2 w punkcie 4 konstruujemy euklidesowe proste styczne do potokre-
gow.

13



Definicja 2.5. Hiperboliczna miara kata o ramionach r 1 s jest rowna euklidesowej
mierze kata pomigdzy stycznymi do potokrggow:
u(rs) =|<rs’le

Uwaga: Na ogot okreslona w powyzszy sposob miara kata jest rozna od euklidesowe;
miary kata pomigdzy cigciwami.

Szczegbdlnym przypadkiem jest sytuacja, gdy wierzchotek kata o ramionach r i s znajduje
si¢ w punkcie bedacym srodkiem modelu. Wtedy procedura znalezienia miary kata u(7s)
wyglada nastgpujaco:

Q

W tym przypadku ptaszczyzna Q jest rownolegla do ptaszczyzny modelu Kleina, zatem
|<7rS’|e=|<rs|g, stad u(rs) = |< rs|g Stad wynika ponizszy fakt:

Fakt2.6. Dla prostych bedqcych srednicami (bqdZz dla polprostych zawartych
w Srednicach modelu) nieeuklidesowa miara kqta pomiedzy tymi prostymi (potprostymi)
Jjest rowna euklidesowej mierze tego kqta.

2.3 Spelnianie aksjomatow geometrii nieeuklidesowej

Wiemy juz, jak wyglada interpretacja poje¢ pierwotnych w modelu Kleina. Pokazemy
teraz, ze spelniaja one wszystkie aksjomaty geometrii Lobaczewskiego 1 tym samym
uzasadnimy jej niesprzecznosc.

W tym rozdziale bedziemy odwotywac sig do tre$ci i numeracji aksjomatow z rozdziatu 1.
Weryfikacja aksjomatow incydencji

Aksjomat I1. Dla dowolnych réznych punktow A4 i1 B istnieje doktadnie jedna prosta p

przechodzaca przez te punkty — jest to cigciwa ustalonego kota, ktdra przechodzi przez punkty
AiB.
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Aksjomat I2. Proste w modelu Kleina mozna utozsamiaé
z prostymi euklidesowymi ograniczonymi do wngtrza ustalonego p
kota. Na kazdym ograniczonym odcinku prostej euklidesowej leza
przynajmniej dwa punkty, wigc proste w modelu Kleina roéwniez
zawieraja przynajmniej dwa punkty.

™.

Aksjomat I3. Rozwazmy prosta p oraz punkty 4, B, C jak na
rysunku obok. W takim przypadku nie istnieje prosta zawierajaca
jednoczes$nie punkty 4, B, C.

Weryfikacja aksjomatow porzadku

Aksjomat P1. W ponizszych rozumowaniach bgdziemy korzysta¢ z faktow, iz hiperboliczne
wspotrzedne sa zgodne z porzadkiem (Fakt 2.3) oraz ze opisane w aksjomacie P1 wiasnosci
zachodza dla liczb rzeczywistych ze zwykla nieréwnoscia.
Dla punktow z dowolnej prostej p relacja <, jest relacja liniowego porzadku:
a) jeslid <,B,to x, < xz,wigc x, # x5, czyli A# B.
b) jesli AU p, BU porazA# B to x,% x,, z czego wynika, ze X, < Xy lub
X, > xz,czylid <,Blub B <, A.
C) jesliA<,BiB<,C to X, <, Xz 1 X<, Xc,awigc X, <, Xc, skad mamy 4
<, C.

Aksjomat P2. Niech 4, B, C beda punktami z wnetrza ustalonego
kota bgdacego modelem Kleina. Poprowadzmy dowolna prosta p
nieprzechodzaca przez zaden z punktow A, B, C 1 przecinajaca
odcinek AB. Proste w modelu Kleina powstaja przez odpowiednie
obcigcie prostych euklidesowych. Przedtuzmy wigc ponownie prosta
p do prostej euklidesowej i1rozwazmy powyZsza sytuacj¢ na calej
plaszczyznie [ * (czyli euklidesowej) - wtedy aksjomat P2 jest
spelniony, co oznacza, ze przedtuzona prosta p przecina doktadnie
jeden z bokow AC lub BC. Ograniczajac zndéw prosta p do ustalonego
kota tak naprawdg¢ nie zmienimy wlasciwosci obiektow, tylko
wezmiemy pod uwage pewna cz¢s¢ plaszczyzny euklidesowej, wige
takze dla niego aksjomat P2 jest spetniony.

Weryfikacja aksjomatow miary odcinkow

Aksjomat M1. Z Faktu 2.1 rézne punkty A, B maja rozne wspotrzedne x,, x5z a zatem dla
kazdych dwoch punktow 4 1 B mamy |x,—x5|>0, wigc dla kazdego odcinka 4B miara m(AB) jest
liczba dodatnia.

Aksjomat M2. PoprowadZzmy dowolna potprosta » o poczatku w punkcie 4. Niech d bgdzie
dowolna liczba dodatnia. Szukamy takiego punktu BU r, ze m(AB)=d. Na mocy Definicji 2.4
m(AB) = | x, - x, |, gdzie x41i xp sa hiperbolicznymi wspotrzednymi punktow 4 i B.
Chcemy, by xp byto takie, ze | x, - x;|=d, czyli x,- x;=d lub

x,- Xy =-d, zczego wyliczamy, ze x; = x,-d lub x, = x,+d.
Otrzymalismy wspotrzedne dwoéch punktow. Aby okreslic  ich

polozenie, prowadzimy potprosta »” o poczatku w A4, ktéra dopetnia r

do prostej PQ. Z Faktu 2.2 na prostej PQ istnieja dwa rdzne punkty: ' %Q



jeden o wspotrzednej (x4 — d) a drugi o wspdlrzednej (x4 + d). Jeden
z nich lezy na potprostej », natomiast drugi na potprostej » ' (na ktorej
polprostej lezy dany punkt jest uzaleznione od wyboru kierunku na
prostej PQ). Z dowolnosci doboru poélprostej » aksjomat M2 jest
spelniony.

Aksjomat M3. Niech punkty 4, B, C U p, gdzie p jest dowolna prosta plaszczyzny
hiperbolicznej iniech A<, B<, C wobec czego z Faktu 2.3 mamy X, < X, < X..
Obliczmy miary odcinkow AB 1 BC:
m(AB)=|x,- x, F x5~ x,, m(BC)=|x, - Xo |7 Xo - Xp.
Suma tych miar jest rowna:
m(AB)+ m(BC)= (x5 - x,)* (xo = x3)= x.- x, = m(AC),
wigc aksjomat M3 jest spetniony.

Weryfikacja aksjomatow miary katow

Aksjomat K1. Poniewaz [l (rs) =< r's'|;, wigc (podobnie jak na ptaszczyZznie euklidesowej)

f(rs)U (0,m) dla dowolnych potprostych » i s o wspdlnym poczatku i niezawartych we
wspolnej prostej.

Aksjomat K2. Niech: p - dowolna prosta,
Q - dowolna poélptaszczyzna ograniczona przez p,
r - dowolna potprosta zawarta w p,
o, — dowolna ustalona liczba z przedziatu (0,7 ).

Z punktu 4 chcemy poprowadzi¢ taka potprosta s 0 Q ,ze }(rs)= @ .

Aby wyznaczy¢ polprosta s, rysujemy poétsfer¢ o brzegu wspdlnym z modelem, a nastgpnie
w punkcie 4 prowadzimy prosta prostopadta do ptaszczyzny modelu Kleina. Punkt wspdlny tej
prostej i polsfery oznaczamy jako A’. Na plaszczyznie stycznej do sfery w punkcie 4’
odktadamy po odpowiedniej stronie polprostej »’ kat o euklidesowej mierze rownej a,
otrzymujac pOlprosta s’. Nastgpnie rzutujemy s’ prostokatnie na model i otrzymujemy polprosta
s o poczatku 4. Zgodnie z interpretacja miary kata nieeuklidesowa miara kata rs jest rowna
euklidesowej mierze kata rs’, czyli wynosi a. Istnienie potprostej s dowodzi spekienia
aksjomatu K2 w modelu Kleina.

Aksjomat K3. Aksjomat ten jest spelniony w modelu, jednak pominiemy jego dowod,
poniewaz wymaga on skomplikowanych rozumowan, ktore przekraczaja ramy tego wyktadu.

Weryfikacja aksjomatu Lobaczewskiego
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Istnieje punkt A i prosta m taka, ze AU m 1 przez A przechodza co najmniej dwie proste
nieprzecinajace m.

|

T

Niech prosta m zawiera si¢ w cigciwie PR. Z koncow cigciwy prowadzimy proste PS 1 QR
przechodzace przez dowolny punkt A0 m. Kazda prosta przechodzaca przez A i bgdaca
cigciwa, ktorej jeden koniec nalezy do tuku PQ, a drugi do tuku RS, nie przecina m, zatem
w modelu Kleina przez dowolny punkt A4 taki, ze AL m przechodzi nieskonczenie wiele
prostych rozlacznych z prosta m, zatem aksjomat L.obaczewskiego jest spetniony.

2.4 Wlasnosci geometrii nieeuklidesowej wyprowadzane za posrednictwem
modelu Kleina

2.4.1 Prostopadlosé¢ w geometrii nieeuklidesowej.

Aby moéc bada¢ zjawisko prostopadiosci prostych w modelu Kleina, zobaczmy, w jaki
sposob mozna wyznaczy¢ proste prostopadie do dowolnej prostej m bez odwolywania si¢ do
pomocniczej potsfery. Metoda wyznaczania prostych prostopadtych jest uzalezniona od tego,
czy dana prosta m zawiera si¢ w $rednicy modelu Kleina, czy tez nie, dlatego rozpatrzymy dwa
przypadki. Oto pierwszy z nich:

Prostopadlos¢ wzgledem prostej reprezentowanej cigciwa nieprzechodzaca przez Srodek
modelu.

Fakt 2.7.  Prostq prostopadlq do dowolnej prostej m, ktora w modelu Kleina jest
reprezentowana cieciwq nieprzechodzqcq przez srodek modelu, jest kazda prosta v, ktorej
przediuzenie przechodzi przez punkt A taki, ze A jest punktem przeciecia stycznych do modelu
w punktach P i Q bedqcych koncami cieciwy reprezentujqcej prostq m. Tak okreslone proste sq
Jjedynymi prostopadtymi do m w modelu Kleina.

p(rm) = p(ms) = 90°

Dowéd: Zgodnie z powyzszym faktem, aby moc wyznaczy¢ proste prostopadte do m,
musimy poprowadzi¢ styczne do modelu w punktach P i1 Q jak wyzej, a nastgpnie wyznaczy¢
punkt 4 bedacy punktem przecigcia tych stycznych. Kazda prosta przechodzaca przez punkt 4,
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ktéra zawiera si¢ w obszarze pomigdzy stycznymi, ograniczona do wngtrza modelu daje nam
prosta prostopadia do danej m.

Uzasadnijmy, dlaczego przeprowadzona zgodnie z Faktem 2.7 konstrukcja prostopadtych jest
poprawna 1 jaki jest zwiazek pomigdzy ta konstrukcja a interpretacja kata przedstawiona
w rozdziale 2.1, w punkcie 6.

Narysujmy pomocnicza potsferg, ktorej brzeg jest wspolny z modelem i wyznaczmy na tej
potsferze potokrag m , ktory jest zawarty w pionowej potplaszczyznie (model znajduje si¢ na
plaszczyznie poziomej) i ma te same konce, co cigciwa PQ reprezentujaca prosta m (patrz
rysunek ponizej). Nastgpnie poprowadzmy potstozek styczny do potsfery wzdhuz m.
Tworzace tego stozka sa euklidesowo prostopadte do 72, co oznacza, ze jesli poprowadzimy
styczne do potokregu m w punktach jego przecigcia z tworzacymi stozka, to otrzymamy katy
proste znajdujace si¢ na plaszczyznach stycznych do poétsfery w tych punktach przecigceia.
Zatem zgodnie z interpretacja kata w modelu Kleina rzut prostokatny dowolnej tworzacej
stozka po ograniczeniu do wnetrza modelu daje prosta nieeuklidesowo prostopadta do m. Na
rysunku powyzej widzimy na ptaszczyznie zawierajacej model rzuty tworzacych stozka — sa to
proste, ktorych przedtuzenia przechodza przez 4, czyli proste » i r’ prostopadte do m.

Powyzszego rozumowania nie mozna przeprowadzi¢ dla prostej m zawartej w Srednicy
modelu, gdyz w tej sytuacji nie da si¢ poprowadzi¢ potstozka stycznego do pdtokregu m
dlatego jako drugi przypadek zjawiska prostopadiosci rozpatrujemy:

Prostopadlos¢ wzgledem prostej reprezentowanej cigciwg bedacg Srednica w modelu.

Fakt 2.8.  Nieeuklidesowymi prostopadtymi do prostej m reprezentowanej w modelu Kleina
srednicq sq cieciwy euklidesowo prostopadte do m.

Dowéd: Aby wyznaczy¢ prostopadte do ustalonej prostej m, ktéra jest Srednica bez
koncow, prowadzimy potsfere o brzegu wspolnym z modelem i wyznaczamy na tej polsferze
potokrag m, ktory jest zawarty w pionowej potplaszczyznie (model jest na plaszczyznie
poziomej) 1 ma te same konce, co cigciwa PQ reprezentujaca prosta m. Nastepnie prowadzimy
potwalec, ktory jest styczny do potsfery wzdtuz m .

18



Tworzace walca sa euklidesowo prostopadte do 7 , wigc zgodnie z interpretacja kata w modelu
Kleina rzut prostokatny dowolnej tworzacej po ograniczeniu do wngtrza modelu daje prosta
nieeuklidesowo prostopadta do m, ktéra jednoczesnie jest tez prostopadta do m w sensie
euklidesowym.

Skoro juz wiemy, jak w latwy Sposob wyznaczad proste
prostopadte do danej w modelu Kleina, przyjrzyjmy si¢ niektorym wlasnosciom prostopadtosci
w geometrii nieeuklidesowej wyprowadzanym wtasnie przy pomocy tego modelu.

Wilasnosci zwigzane z prostopadlo$cia.

Wiasno$¢ 2.9.  Przez kazdy punkt B przechodzi doktadnie jedna prostopadia do danej
prostej p.

Dowod: W dowodzie tej whasnosci rozpatrzymy dwa przypadki. Pierwszy z nich dotyczy
sytuacji, gdy prosta p nie jest w modelu $rednica. Dla takiej prostej wyznaczamy punkt A4 tak,
jak zostato to opisane w fakcie 2.7. Nastgpnie majac punkty 4 i B tatwo zauwazy¢, ze dowod
wlasno$ci 2.9 sprowadza si¢ do uzasadnienia, ze przez dwa rézne punkty A, B przechodzi
doktadnie jedna prosta, a jak wiemy na ptaszczyznie euklidesowej wlasnos$¢ ta jest spelniona.

W drugim przypadku prosta p jest reprezentowana $rednica modelu. W takiej sytuacji na mocy
Faktu 2.8 mamy do czynienia z prostymi prostopadtymi w sensie euklidesowym
ograniczonymi do wngtrza ustalonego kota, dla ktorych udowadniana wtasnos¢ jest prawdziwa.

Wiasno$¢ 2.10. Nie wszystkie proste prostopadle do jednego ramienia kqta ostrego przecinajq
jego drugie ramie.
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Dowéd: Zanim dowiedziemy powyzszej wlasno$ci, zastandwmy sig, jak w modelu Kleina
w latwy sposéb 1 bez odwotywania si¢ do potsfery okresli¢, czy mamy do czynienia z katem
ostrym. Na mocy Faktu 2.6 katy o wierzchotku w $rodku modelu maja miar¢ rdowna mierze
euklidesowej, wiec w ich przypadku ustalenie, czy dany kat jest ostry, nie sprawi trudnosci.
Problem pojawia si¢ w przypadku kata, ktérego wierzcholek nie lezy w $§rodku modelu. Otéz
w tym przypadku musimy skorzysta¢ z tego, ze potrafimy juz bez odwotywania si¢ do potsfery
wyznaczy¢ w modelu prosta prostopadta do danej (Fakt 2.7 i Fakt 2.8), a wigc potrafimy
wyznaczy¢ kat prosty. Kazdy kat mniejszy od prostego jest ostry. Jesli zatem mamy dany kat
i chcemy ustali¢, czy jest ostry, prowadzimy prosta prostopadta do jednego z jego ramion
przechodzaca przez wierzchotek kata i1 sprawdzamy, czy drugie rami¢ kata zawiera sig
pomigdzy pierwszym ramieniem a tg prostopadia. Zgodnie z ta procedura w przyktadach na
rysunkach ponizej zostato pokazane, ze kat a jest katem ostrym, a f nim nie jest.

Wréémy teraz do Wiasnosci 2.10. Udowodnimy, ze w kazdym kacie ostrym istnieja proste
prostopadte do jednego z jego ramion, ktore nie przecinaja drugiego ramienia. Wezmy dowolny
kat ostry i nazwijmy jego ramiona r i s, a punkty na brzegu modelu begdace odpowiednio
,koncami” tych ramion — 4 i B. Poprowadzmy teraz prostopadta do s przechodzaca przez A.
Wyznacza ona na ramieniu s punkt C. Wszystkie prostopadte do s, poprowadzone przez
punkty lezace pomiedzy B i C nie przetna ramienia 7. Na rysunku (a) ponizej przedstawiono t¢
sytuacje dla kata o wierzchotku w $rodku modelu, a na rysunku (b) dla kata, ktérego
wierzchotek nie jest srodkiem modelu.

(@) (d)

Rzut prostokatny na prosta.
Wtasnos$¢ 2.9 pozwala zdefiniowac rzut prostokatny na prosta na ptaszczyznie nieeuklidesowe;.

Definicja 2.11.  Rzutem prostokatnym na prosta na ptaszczyznie nieeuklidesowej nazywamy
odwzorowanie ptaszczyzny nieeuklidesowej na ustalong prosta p w ten sposob, ze kazdemu
punktowi B plaszczyzny przypisany jest punkt-B taki, ze¢ B'= pn s gdzie s jest prostopadta
do p przechodzacg przez punkt B. _
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Tak zdefiniowany rzut prostokatny posiada analogiczne wlasnosci, jak rzut prostokatny na
ptaszczyznie euklidesowej, tzn. nie jest przeksztalceniem wzajemnie jednoznacznym (gdyz
kazdy punkt prostej p jest obrazem nieskonczenie wielu punktow modelu Kleina), a kazdy
punkt prostej p jest punktem statym tego przeksztatcenia (czyli jest swoim obrazem przez to
przeksztatcenie).

2.4.2 Asymptotycznos¢ i rozbieznos$¢ w geometrii nieeuklidesowe;j.

W tym rozdziale opiszemy pary prostych w geometrii nieeuklidesowej, ktore nie maja
punktéw wspolnych. Zrobimy to w dwojaki sposob: najpierw zdefiniujemy pojecia okreslajace
te pary prostych, czyli asymptotyczno$¢ i rozbieznos¢ niezaleznie od modelu, by nastepnie
omowic¢ je w szczegdlnym przypadku — w modelu Kleina.

Na ptaszczyznie euklidesowej prosta asymptotyczna (tzw. asymptota) do danej krzywej /
oznacza prosta, ktorej odlegtos¢ od / w nieskonczonosci zmierza do zera, czyli innymi stowy
jest to prosta, ktora coraz bardziej zbliza si¢ do /, jednak nigdy jej nie przetnie. W geometrii
nieeuklidesowej pojecie asymptotycznosci dotyczy nie tylko potozenia prostej] w stosunku do
krzywej, ale odnosi si¢ réwniez do dwoch prostych. Takie proste mozna traktowaé jako
zblizajace si¢ do siebie, jednak nie bedziemy bada¢ odleglo$ci pomigdzy nimi (na koncu
rozdziatlu 2 znajduje si¢ zwiazane z tym zadanie — zad. 13 na str. 34), a posluzymy si¢ pewna
wlasnos$cia, ktora pomoze zdefiniowa¢ nam te proste, a ktora powotuje si¢ na intuicyjny fakt,
ze asymptota to ,,0statnia” prosta nieprzecinajaca danej prostej.

Definicja 2.12.  Rozlaczne proste /;, [, nazywamy asymptotycznymi, je§li po obroceniu
dowolnej z nich woko6t dowolnego punktu na niej w strong drugiej prostej o dowolny kat,
proste te przetna sig.

Gdy roztaczne proste nie sa asymptotyczne, to wtedy mowimy, ze sa rozbiezne i definiujemy je
W naste¢pujacy sposob:

Definicja 2.13. Rozlaczne proste /;, [, nazywamy rozbieznymi (rozchodzacymi), jesli po
obréceniu dowolnej z nich wokot dowolnego punktu na niej i w dowolna strong o dostatecznie
maty kat proste pozostaja roztaczne.

Wro¢my raz jeszcze do okreslenia asymptotycznosci prostej do krzywej na plaszczyznie
euklidesowej. Definicje¢ t¢ mozna rozumie¢ tez w taki sposob, ze gdyby nieskonczono$¢ uznaé
za miejsce, w ktérym plaszczyzna by si¢ konczyta, to wilasnie na tym koncu prosta i jej
asymptota miatyby punkt wspolny. Ta interpretacja postluzyla do zdefiniowania
asymptotyczno$ci 1irozbieznosci w modelu Kleina. Mamy tu bowiem do czynienia ze
specyficzna sytuacja, gdy mozemy wskazaé ,.koniec” plaszczyzny tego modelu — jest to brzeg
ustalonego kota, czyli okrag.
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Definicja 2.14. W modelu Kleina roztaczne proste /;, [, nazywamy asymptotycznymi, jezeli
posiadaja punkt wspolny na przedhuzeniu do brzegu modelu.

P — punkt wspo6lny przedtuzen prostych /,, I

Definicja ta jest rownowazna Definicji 2.12, gdyz jesli ktérakolwiek z prostych (np. /; jak na
rysunku ponizej) obrécimy wokdt dowolnego punktu w strong drugiej, to proste te przetna sig.

I :
%ﬂ‘” M - punkt, wzgledem ktorego obracamy /,
1 N — punkt przecigcia /, z prosta [,

1

W przeciwnym wypadku, niz okresla Definicja 2.14, proste w modelu Kleina sg rozbiezne
i definiujemy je nastgpujaco:

Definicja 2.15. W modelu Kleina roztaczne proste /;, [, nazywamy rozbieznymi, jesli po
przedtuzeniu ich do brzegu modelu proste te nie przetna sig.

Definicja prostych rozbieznych /;, I, w modelu Kleina jest rownowazna Definicji 2.13, gdyz
obrot dowolnej z nich o dostatecznie maty kat nie powoduje przecigcia si¢ tych prostych.
Przyktadowo pokazujemy obrot /;z powyzszego rysunku:

Proste nieprzecinajace si¢ w zaleznosci od tego, czy sa asymptotyczne czy rozbiezne, posiadaja
pewne wiasnosci:
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Wiasnosé 2.16.  Proste asymptotyczne 1, [, nie majq wspolnej prostopadtej.

Dowod: Dowod tej wihasnosci pokazemy dla dwoch przypadkow. W pierwszym z nich
jedna z prostych asymptotycznych zawiera si¢ w $rednicy modelu, jak na rysunku ponizej.
Woéwczas gdyby proste /; 1/, mialy wspolna prostopadla, musiataby ona zawiera si¢
w euklidesowej prostej przechodzacej przez punkt 4 i euklidesowo prostopadtej do /;, ale te
warunki spetnia juz euklidesowa prosta p, ktora nie ma wspolnej czesci z modelem, a wigc nie
wyroéznimy na niej prostej z geometrii Kleina. Nie istnieje inna prosta niz p spelniajaca
wymienione warunki, poniewaz na plaszczyznie [ * przez dany punkt 4 przechodzi doktadnie
jedna prosta prostopadta do danej, zatem wilasnos¢ 2.16 jest spetniona.

W drugim przypadku (patrz rysunek ponizej) rozwazamy sytuacje, gdy zadna z prostych nie
zawiera si¢ w $rednicy modelu. Gdyby istniala wtedy wspolna prostopadia prostych /; i [,
musiataby ona przechodzi¢ przez punkty 4, i 4>. Jednak przez te punkty przechodzi juz prosta
p roztaczna z modelem Kleina, wigc istnienie drugiej takiej prostej, roznej od p, oznaczaloby,
ze na plaszczyznie euklidesowej przez dwa ustalone punkty przechodza dwie rézne proste, co
jest nieprawda.

Wiasnosé 2.17.  Proste rozbiezne [, [, majq wspolna prostopadiq i to doktadnie jednq.

Dowéd: Rozpatrzmy najpierw sytuacje¢, gdy jedna z prostych zawiera si¢ w S$rednicy
modelu. Zgodnie z Faktem 2.6 prostopadta do prostej /; jest prosta k, jak na rysunku ponizej,
ktora euklidesowo przecina ja pod katem prostym. Prostopadie do [, to proste, ktorych
przedtuzenia przechodza przez punkt A. Dowod tej wiasnosci sprowadza si¢ wigc do
uzasadnienia, ze na plaszczyznie euklidesowej istnieje doktadnie jedna prosta prostopadta do
danej przechodzaca przez ustalony punkt, a jak wiemy, wlasno$¢ ta jest prawdziwa dla [ 2.
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Pozostaje nam jeszcze udowodnienie wiasnosci 2.17 dla prostych, z ktérych zadna nie zawiera
si¢ w $rednicy modelu. Przypadek ten dotyczy dwoch sytuacji, ktére zostaty przedstawione na
rysunkach ponizej. Wiemy, ze na plaszczyznie euklidesowej istnieje dokladnie jedna prosta
przechodzaca przez punkty A; i A.. Poprzez ograniczenie tej prostej do wngtrza modelu
otrzymujemy prostopadta do /; 1 L.

Wiasno$¢ 2.18.  Dwie rozne proste prostopadle do danej prostej sq wzgledem siebie
rozbiezne.

Dowod: Gdy dana prosta zawiera si¢ w $rednicy modelu, to zgodnie z Faktem 2.6 mamy do
czynienia z prostopadloscia euklidesowa. Dwie rézne proste euklidesowo prostopadte do
ustalonej m nie maja punktow wspolnych, wigc dwie dowolne proste z modelu Kleina, ktore sa
prostopadte do $rednicy, takze nie beda miaty punktdw wspdlnych, nawet po przedtuzeniu ich
do brzegu modelu, czyli z Definicji 2.15 sa one rozbiezne.

Rozwazmy teraz sytuacjg, gdy dana prosta m nie jest Srednica modelu. W takim przypadku
przedtuzenia wszystkich prostopadtych do m przechodza przez punkt A4, begdacy punktem
wspolnym stycznych do modelu, poprowadzonych w koncach cigciwy reprezentujacej prosta
m. Gdyby dwie prostopadle do m nie byly rozbiezne, to mialtyby punkt wspdlny B ( w modelu
albo na jego brzegu). Oznaczaloby to, ze dwie rozne proste maja dwa punkty wspolne: 4 i B, co
na ptaszczyznie nieeuklidesowej (na euklidesowej tez) nie jest mozliwe, zatem 1 w tym
przypadku dwie rdzne proste prostopadte do m musza by¢ rozbiezne.

2.4.3 Wielokaty na plaszczyznie nieeuklidesowe;j.
Na plaszczyznie nieeuklidesowej wielokaty budujemy podobnie, jak na 0 2, czyli faczac ze
soba w odpowiedni sposdb odcinki. Wiasnosci tych figur réznig si¢ jednak od tych, ktore

znamy z geometrii Euklidesa, co pokaza przedstawione w tym rozdziale przyktady.

Wiasnosé 2.19.  Nie istnieje prostokqt.
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Dowod: Zaldézmy nie wprost, ze w modelu Kleina istnieje prostokat. Poprowadzmy
dowolna prosta m i skonstruujmy dwie dowolne proste »n i p prostopadte do m. Z wtasnosci
2.18 proste n i p sa rozbiezne. Mamy juz dwa katy proste. Teraz, aby uzyskaé pozostate dwa
katy proste, musimy poprowadzi¢ prosta prostopadta do » 1 p, r6zna od m. Z wtasnosci 2.17
taka prosta jednak nie istnieje, gdyz jedyna prostopadla do n i p jest m, wigc konstrukcja
prostokata nie jest mozliwa.

Wiasnosé 2.20.  Istnieje pieciokqt ,,prostokqtny”, czyli pieciokqt majgcy wszystkie katy
proste.

Dowéd: Przeprowadzimy konstrukcje takiego pigciokata w modelu Kleina:
a) prowadzimy dowolna prosta m i konstruujemy dwie proste 7 i s prostopadte do
m, anastgpnie wyznaczamy prosta p prostopadla do s a zarazem rozbiezna do
\

\
\

7\

Pomigdzy prostymi 7 m, s i p otrzymujemy trzy katy proste, jak na powyzszym
rysunku.

b) Aby otrzymac¢ dwa pozostale katy proste, musimy skonstruowaé prosta ¢ prosto-
padta do prostych rozbieznych r i p. Jak wynika z Wtasnosci 2.17, istnieje doktadnie
jedna taka prostopadta.

Odcinki z prostych m, s, p, t, r, ktoére na rysunku zostaly pogrubione, utworzyty
pigciokat, w ktorym wszystkie katy sa proste.

Uwaga: Konstruujac pigciokat prostokatny nalezy w taki sposéb dobraé prosta p, by
odcinek na prostej s byl odpowiednio dlugi. Dzigki temu bedziemy mieli gwarancje, ze
skonstruowana prosta ¢ nie przetnie s ani m.

2.4.4 Kat rownoleglosci i funkcja Lobaczewskiego.

W rozdziale 2.1 pokazalismy, ze w.modelyKleina dla dowolnej prostej m i punktu AU m
istnieje nieskonczenie wiele prostych W z prosta m 1 przechodzacych przez 4. W tym

25



celu konstruowalismy proste: p i p’, ktore oddzielaty proste przecinajace m od prostych
nieprzecinajacych m (patrz rysunek ponizej). Te dwie szczegdlne proste, w odréznieniu od
innych spehiajacych powyzsze warunki, po przedluzeniu do brzegu modelu maja punkt
wspolny z m, wigc zgodnie z Definicja 2.14 sa do niej asymptotyczne. Postuza nam one do
zdefiniowania kata réwnolegtosci.

Definicja 2.21. Katem rownoleglo$ci nazywamy kat o znajdujacy si¢ pomigdzy prosta
prostopadta do m, przechodzaca przez punkt A a prosta asymptotyczna do m, takze
przechodzaca przez punkt A4.

W zwiazku z tym, Ze istnieja dwie proste asymptotyczne do m, prowadzac prostopadta do m
wyznaczymy dwa katy a, £ jak na rysunku powyzej, ktére bgdziemy mogli nazwaé katami
réwnoleglosci. Wybor, ktéry z nich wybierzemy nie ma jednak znaczenia, gdyz ich miary sa
sobie réwne. Dowod tego faktu przedstawimy tylko dla katow, ktérych wierzchotek jest
srodkiem modelu, gdyz w innym przypadku wymaga on znajomosci twierdzen, ktore
przekraczaja ramy tego skryptu.

Niech zatem punkt 4 bedzie $rodkiem modelu. Wtedy kat ¢ + f  znajduje si¢ pomiedzy
ramionami euklidesowego trojkata rownoramiennego, dla ktorego odcinek 4D jest wysokoscia,
wige katy o 1 S sa euklidesowo sobie rowne. Na mocy Faktu 2.6 miary euklidesowe tych katow
sa rowne ich miarom nieeuklidesowym, zatem takze ich nieeuklidesowe miary maja taka sama
wartosc.

Fakt 2.22. Kqt rownoleglosci jest zawsze kqtem ostrym.
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Dowod: Kat rownoleglosci o musi mie¢ taka miarg, aby prosta p mogla by¢ asymptotyczna
do m, jak na rysunku powyzej. Gdyby a byl katem prostym, to p bytaby prostopadta do proste;,
w ktérej zawiera si¢ odcinek AD. Do tej prostej jest rdwniez prostopadia prosta m i na mocy
Wiasnosci 2.18 p 1 m bylyby wzgledem siebie rozbiezne, co stanowitoby sprzecznos¢
z definicja kata rownoleglosci. Gdyby natomiast kat a byl wigkszy od kata prostego, wowczas
p bylaby jeszcze bardziej oddalona od m niz w przypadku prostopadiej do odcinka 4D, wigc
tym bardziej nie mogtaby by¢ asymptotyczna do prostej m, co znéw stanowiloby sprzecznosé
z Definicja 2.21.

Fakt 2.23. Miara kqta rownolegtosci nie zalezy od polozenia punktu A, a jedynie od diugosci
odcinka AD, czyli od odlegtosci punktu A od prostej m.

Dowod tego faktu pominiemy, gdyz znajduje si¢ on w skrypcie [2] 1 jest zatytutlowany jako
Fakt 7.1 na str. 68.

Definicja 2.24.  Miarg kata rownoleglosci w zaleznos$ci od d, gdzie d jest dlugoscia odcinka
AD, okresla funkcja t obaczewskiego zwana tez funkcja réwnolegtosci, ktora oznaczamy 77(d).
Jej dziedzina jest zbior liczb nalezacych do przedziatu (0,% ), a do zbioru jej warto$ci naleza

m
katy z przedziatu (0, 5) .

Zanim przejdziemy do wyznaczenia wzoru tej funkcji, rozpatrzmy pewne pokrewne zjawisko
geometryczne: majac dany kat ostry a szukamy odlegtosci x(a) wierzchotka tego kata od
punktu M, gdzie M jest pierwszym punktem na ramieniu a takim, ze przechodzaca przez niego
prostopadfa & nie przecina drugiego ramienia (w punkcie M prostopadta jest asymptotyczna do
drugiego ramienia).

Zauwazmy, ze a jest katem réwnolegtosci dla prostej k a szukana warto$¢ x(a) jest réwna d,
gdzie d jest takie, jak w Definicji 2.24. Wcze$niej okreslaliSmy miarg kata réwnoleglosci o
w zaleznosci od d 1 to przyporzadkowanie nazwaliSmy funkcja Lobaczewskiego ( /1:

m
(0,0) - (O’E) ) . Teraz mamy do czynienia z okreSlaniem d w zaleznosci od kata

m
réwnoleglosci a ( przyporzadkowanie (0,5) w(0,0) ), czyli z funkcja odwrotng do funkcji

Lobaczewskiego.

d=x(a) =IT"(a)

Znajdzmy teraz wzor funkcji Lobaczewskiego. Zrobimy to w nastgpujacy sposob: najpierw
wyliczymy x(a) a nastgpnie skorzystamy z faktu, ze jest to funkcja odwrotna do 77(d).

Uwaga: Na plaszczyznie euklidesowej w niektérych obliczeniach dla uproszczenia
rachunkow wymagana sytuacje geometryczna przedstawia si¢ w dogodnym ukladzie

wspotrzednych. Podobnie postapimy teraz, umieszczajac punkt 4 w srodku modelu Kleina.

Prowadzimy prostopadta do prostej m przechodzaca przez punkt A iobliczamy x(a), czyli

27



dtugo$¢ odcinka AD, zgodnie ze sposobem przedstawionym w Definicji 2.4:

x(@)= m(AD)=|x,- x, |, gdzie x4, xp — wspoOlrzedne P
odpowiednio punktow A4 1 D. Zgodnie z Definicja 2.1 jr
wspoélrzedne te obliczamy w nastgpujacy sposob:
1. |PAl, 1, 1
X, =In—==—-In-= 0, A
2 |o4|, 2 1 .
PD 1+ | AD
D:lln| |E:lln | |E. m_ D 4
2 |QD|E 2 1_|AD|E Q

Trojkat ADE jest prostokatny, skad wyliczamy :

AD
| AD | = 4D ], . cos i otrzymujemy:
1. 1+ cosa 1 a 1 a a
X, —In———""= ZlIncte’ —= —RIncte— = Incte—> 0 ora
P M cost 2 8 27 &5 &5 z

a a
x@)=|Inctg—- 0 Inctg—.
@)=[Incig=-- 0 g3
Podstawmy teraz x(a) = d.
a
WyliczyliSmy d = In cth. Z faktu, ze x(a) jest funkcja odwrotna do funkcji Lobaczewskiego

d

B a a
otrzymujemy, ze d =1l '@)=1In cth , skad e" = Cth' Ostatecznie otrzymujemy

0 = 2arcctg(e’) = N (d), co dowodzi nastepujacego faktu:

Fakt 2.25. Miare kaqta rownoleglosci okresla funkcja tobaczewskiego, ktora dana jest
wzorem T (d) = 2arcctg(e’).

Majac wzor na I1(d) i korzystajac ze standardowych narze¢dzi analizy matematycznej mozna
wyprowadzi¢ wlasnosci tej funkcji (ciagto$¢, monotoniczno$¢, granice na koncach przedziatu),
co jest trescia zadania na koncu rozdziatu (zad. 14 na str. 34)

Uwaga: Na ptaszczyznie euklidesowe] niezaleznie od doboru jednostki (moze to by¢ np.
odcinek o dlugosci 1cm lub 5 cm lub 15 cm, itd.) Zadne wlasnosci obiektow geometrycznych
nie ulegaja zmianie. Natomiast na ptaszczyznie nieeuklidesowej istnienie zwiazku pomigedzy
dlugos$cia odcinka a katem powoduje, ze pewne wiasnosci sa uzaleznione od wyboru jednostki.

.
Na przyklad dla jednostki, ktéra jest rowna d = Tl I(Z) funkcja Lobaczewskiego przyjmuje

m . I m
wartos¢ 78 dlad=T l(E) funkcja Lobaczewskiego jest rowna 3

W takim przypadku mowimy, Zze na ptaszczyznie nieeuklidesowej mozliwe jest wprowadzenie
obiektywnej jednostki dtugosci.

2.4.5 Linia ekwidystantna.

W rozdziale tym zajmiemy si¢ pewna szczegllna linia w geometrii nieeuklidesowe;j, jaka
jest ekwidystanta. Zanim jednak wyjasnimy, czym jest owa linia, wprowadzimy pojgcie
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odleglosci punktu od prostej, gdyz bedzie ono nam potrzebne w zdefiniowaniu ekwidystanty.

Definicja 2.26.  Odlegloscia punktu 4 od prostej p nazywamy dlugos¢ odcinka 44°, gdzie 4’
jest obrazem punktu 4 przez rzut prostokatny na prosta p.

Definicja 2.27. Linia ekwidystantna to linia zlozona ze wszystkich punktow lezacych
w ustalonej odlegtosci d od ustalonej prostej k, po tej samej stronie prostej. Prosta k£ nazywamy
baza ekwidystanty.

Odpowiednikiem ekwidystanty na plaszczyznie euklidesowej jest prosta réwnolegla do £,
oddalona od prostej bazowej o d.

k

W tym rozdziale bedziemy wyprowadza¢ wlasnosci dla ekwidystanty, ktorej baza jest prosta
bedaca Srednica modelu Kleina.

Na poczatku zobaczmy, jaki ksztalt przybiera ekwidystanta na plaszczyznie nieeuklidesowe;.
W tym celu ustalmy d jako odlegto§¢ dowolnego punktu B ekwidystanty od bazy (czyli
srednicy modelu) 1 obliczmy d przy pomocy wspotrzednych punktow B i 4, gdzie A jest
obrazem punktu B przez rzut prostokatny na bazg ekwidystanty.

Odlegtos¢ d wyrazamy przy pomocy wzoru:d = | x, - x, | (definicja 2.4), gdzie wspotrzedne
x4, Xg zgodnie z Definicja 2.1 sa rowne (punkty 4, B, P Q sa okreslone jak na rysunku
ponizej):

AP
xA:lan: llnlz 0, _ P
2 1491, 2
BP AP|, + | AB 1
o= L BPle 1y [Pl + | 4B, )
2 |BQ|E 2 |AP|E_|AB|E d.
AP |, - | AB|, t2| AB AB
- lln| |E | |E ‘ |E - lh’l(l"’ | |E )’ B
2 | AP |, - | AB |, 2 | AP [, - [AB|; |
Z czego otrzymujemy: Q
1 AB
d=lx,-x, F Lmae 22— A8l
2 | AP |E - | 4B |E
: o , | 4B |, L
Z powyzszego roOwnania wyrazmy stosunek 4P| w zaleznosci od d:
E
| AB |, | AB| e’ -1
2d = In(1+ 2 ), zatem £ = , skad
|AP|E_|AB|E |AP|E_|AB|E 2
AB AB M-
| B - | B _ ¢ = const

| 4P|, 40|, e*+1

Z wykonanych obliczen wynika, ze przy ustalonej warto$ci d stosunek euklidesowej dtugosci
odcinka 4B do dtugosci odcinka AQ jest wartoscia stala. Jednak w miarg¢ przesuwania si¢
punktu 4 (wraz z punktem B lezacym w odleglo$ci d na odpowiedniej prostopadtej) od srodka
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modelu w kierunku jego brzegu euklidesowa warto$¢ |[AQ|r zmniejsza si¢, wigc musi si¢ tez
proporcjonalnie zmniejsza¢ euklidesowa dtugos¢ odcinka 4B. Wynika z tego, ze ekwidystanta
do prostej bedaca srednica bez koncéw w modelu Kleina nie jest prosta (ani w rozumieniu
euklidesowym ani prosta w modelu Kleina), jest nia natomiast sptaszczony w ustalonej
proporcji euklidesowy polokrag, czyli potdwka elipsy odcigta przy pomocy dluzszej potosi.
Jest to przedstawione schematycznie na rysunku ponize;j.

S &
B
Wiasno$¢ 2.28. Ekwidystanta jest prostopadta do kazdej prostej prostopadtej do prostej
bazowej.

Dowod: Prostopadlymi do prostej bazowej m bedacej srednica modelu sa proste euklidesowo
prostopadte do $rednicy. Aby wskaza¢ miarg kata o pomigdzy ekwidystanta a dowolng prosta ¢
prostopadta do m i nie przechodzaca przez srodek modelu, nalezy poprowadzi¢ styczna do
ekwidystanty w punkcie jej przecigcia z ¢ (na rysunkach ponizej jest to punkt P’). W zwiazku
ztym, ze ekwidystanta jest potelipsa utworzona przez odpowiednie splaszczenie okregu
bedacego brzegiem modelu, wykorzystamy fakt, ze w geometrii euklidesowej wyroézniamy
przeksztatcenie, w ktorym obrazem okregu jest elipsa (analogicznie: obrazem potokregu jest
polelipsa). Jest to tzw. powinowactwo prostokatne wzgledem ustalonej prostej. W naszym
przypadku bedzie to powinowactwo prostokatne wzgledem prostej, ktora jest przedtuzeniem
nieeuklidesowej prostej m. Nie bgdziemy szczegotowo zajmowaé si¢ tym przeksztatlceniem,
skorzystamy jedynie z pewnych jego wtasnosci. Pierwsza z nich méwi, ze powinowactwo
prostokatne wszystkie proste przeksztatca na proste. Ponadto jesli jaka$ prosta p przechodzi
przez ustalony punkt X, to prosta p’ bedaca obrazem p przez powinowactwo prostokatne
przechodzi przez X', ktory jest obrazem X. W naszym przypadku oznacza to, ze obrazem
prostej AP jest tez prosta, ktéra dodatkowo przechodzi przez punkty 4’ 1 P’, ktore sa
odpowiednio obrazami 4 i P. Punkt P’ znajduje si¢ na prostopadtej do prostej m przechodzacej
przez P, natomiast punkt 4 jest w pewien sposob szczegdlny, gdyz sposob jego konstrukcji
gwarantuje, ze znajduje si¢ on na przedluzeniu prostej m, wzgledem ktérej wykonujemy
przeksztatcenie. Taka prosta w powinowactwie prostokatnym jest zbiorem punktow statych
tego przeksztatcenia, zatem punkt 4 = 4.

Kolejna wtasnos¢ okresla stosunek obrazu stycznej do krzywej wzgledem obrazu tej krzywej.
Ot6éz okazuje sig, ze powinowactwo prostokatne zachowuje styczno$¢, czyli w naszej sytuacji
jesli prosta AP byla styczna do okregu bedacego brzegiem modelu w punkcie P, to prosta 4°P’
jest styczna do obrazu tego okregu, czyli do elipsy, ktora reprezentuje ekwidystante prostej m
w punkcie P’. Z wlasno$ci powinowactwa prostokatnego otrzymujemy wigc, ze styczna do
ekwidystanty w punkcie jej przecigcia z prosta ¢ przechodzi przez punkt 4, co z Faktu 2.7 daje
nam, ze ta styczna jest nieeuklidesowo prostopadia do z. Kat a pomigdzy ekwidystanta a prosta
¢ jest zatem prosty.
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Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy prostopadia do prostej m przechodzi przez §rodek modelu
Kleina (patrz rysunek ponizej). W takiej sytuacji, prowadzac styczna do ekwidystanty (czyli
potelipsy) w P’, czyli w punkcie jej przecigcia z prostopadla do m, otrzymujemy prosta
rownolegla do $rednicy modelu, czyli prostopadta do 7. Zatem kat pomigdzy ekwidystanta
a prosta ¢ rowniez w tym przypadku jest prosty.

Uwaga: Wlasno$¢ 2.28 jest tez spelniona dla ekwidystant, ktorych proste bazowe nie sa
reprezentowane przez S$rednice modelu Kleina. Ponadto dla wszystkich ekwidystant
(niezaleznie od potozenia prostej bazowej) zachodzi wlasnos¢, iz dla roznych odleglosci d od
prostej bazowej ekwidystanty sa parami nieprzystajace. Dodatkowo dla réznych prostych
bazowych ekwidystanty, ktore sa oddalone od baz o jednakowa odlegtos¢ d, sa przystajace.
Warto tez zauwazy¢, ze ksztatt ekwidystant zalezy wtasnie od ich odlegtosci d od bazy. Im
wigksza jest ta odleglo$¢, tym bardziej ,.zakrzywiona” jest ekwidystanta. Uzasadnienia
powyzszych faktow pominiemy, gdyz wymagaja one metod bardziej zaawansowanych niz te,
ktore zostaty zaprezentowane w niniejszym skrypcie.

2.4.6. Horocykle w modelu Kleina.

Horocykl to kolejna po ekwidystancie szczegodlna linia w geometrii nieeuklidesowe;.
Pewna trudno$¢ w zrozumieniu i wyobrazeniu sobie, czym jest horocykl moze stanowi¢ fakt,
ze w przeciwienstwie do ekwidystanty nie posiada on odpowiednika na plaszczyznie
euklidesowe;j.

Na poczatku zdefiniujemy pojgcie pgku prostych asymptotycznych w modelu Kleina, ktére
pomoze nam wyjasni¢ istot¢ horocyklu.

Definicja 2.29. Pek prostych asymptotycznych w modelu Kleina to zbidér wszystkich
prostych, ktérych przedtuzenia przechodza przez dany punkt M na brzegu modelu.
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Definicja 2.30. Horocyklem nazywamy lini¢ prostopadlta do kazdej prostej z ustalonego
peku prostych asymptotycznych.

Ustalmy, jaki ksztalt ma horocykl danego peku prostych asymptotycznych. Niech przedtuzenia
prostych z peku bgda miaty punkt wspdlny M (na brzegu modelu). Narysujmy pomocnicza
potsfere, ktorej brzeg jest wspolny z modelem 1 wyznaczmy na tej potsferze potokregi, ktore sa
zawarte w pionowych potptaszczyznach (przyjmujemy, ze model Kleina znajduje si¢ na
plaszczyznie poziomej) 1 maja te same konce, co cigciwy reprezentujace proste z naszego peku
prostych asymptotycznych (cieciwie ¢; przyporzadkowujemy potokrag ¢;). Nastepnie
przetnijmy t¢ potsfer¢ euklidesowa plaszczyzna I7 w taki sposob, by zbiorem punktéw
wspolnych ptaszczyzny modelu i plaszczyzny 17 byta prosta p styczna do modelu w punkcie M
(takich plaszczyzn I7 jest wiele — my wybieramy dowolna z nich).

L5 ]

Okazuje sig, ze przekroj ptaszczyzny IT z polsfera jest euklidesowym okregiem / znajdujacym
si¢ na potsferze 1 stycznym do brzegu potsfery w punkcie M. Okrag ten pomaga nam okresli¢
ksztatt horocyklu.

Fakt 2.31. Rzut prostokqtny h okregu } na plaszczyzne modelu jest horocyklem dla peku
prostych asymptotycznych w punkcie M.

M

\ horocykl h
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Dowod: Zgodnie z okresleniem miar katéw, odwotujac si¢ do pomocniczej potsfery, aby
pokazac, ze h jest prostopadty do kazdej z prostych ¢; wystarczy udowodnié, ze kat pomigdzy
okregiem / akazdym z potokregdéw C; w punkcie ich przeciecia niebedacym M jest katem
prostym.

Okrag / przecina kazdy potokrag ¢, w dwoch punktach. W przestrzeni euklidesowej zachodzi
wlasnos¢, ze jesli dwa dowolnie potozone okregi przecinaja si¢ w dwdch punktach, to katy ich
przecigcia w tych punktach sa jednakowe. Wlasnos$¢ t¢ mozna tatwo dowies¢; wystarczy
poprowadzi¢ ptaszczyzng Q przechodzaca przez srodki tych okregow, ktora jest prostopadta do
prostej przechodzacej przez punkty wspolne danych okregdéw (patrz rysunek ponizej). Katy
przecigcia okregow wich punktach wspdélnych sa wowczas symetryczne wzgledem
plaszczyzny Q, a wigc ich miary sa jednakowe.

Poszukajmy teraz miary kata pomiedzy okregiem / a potokregiem¢, . Korzystajac z wezesniej
przytoczonej wlasnosci, kat pomigdzy nimi w punkcie N (jak na rysunku ponizej) jest rowny
katowi w punkcie M. Ten natomiast jest rowny katowi pomiedzy styczna do ; w punkcie M,
ktora jest prosta p, a styczng do ¢, w punkcie M, ktora jest pionowa prosta. Prosta p jest
prostopadta do pionowej prostej przechodzacej przez M, zatem takze styczne do okregdw i
i ¢, poprowadzone w punkcie N przecinaja si¢ pod katem prostym. Z interpretacji katow
w modelu Kleina otrzymujemy wigc wniosek, ze rzut prostokatny 4 okregu /; na plaszczyzng
modelu jest prostopadty do prostej c;.

W analogiczny sposob pokazujemy, ze 4 jest prostopadly do kazdej z prostych c;, co daje nam
prawdziwos¢ Faktu 2.31.

Uwaga: Przy wyznaczaniu okregu / nie zostalo dokladnie okreslone, pod jakim katem
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ptaszczyzna I ma przecinaé plaszczyzng modelu. Ta dowolno$¢ poprowadzenia ptaszczyzny 17
sprawia, ze mozna wyznaczy¢ wigksza liczbe horocykli ustalonego pegku prostych. Na
ponizszym rysunku zostaly umieszczone przykladowe horocykle peku prostych o punkcie
wspolnym M.

Zadania dotyczace modelu Kleina

W ponizszych zadaniach, zgodnie z tym, co przyjeliSmy na poczatku tego rozdziatu,

przyjmujemy, ze promien modelu Kleina wynosi 1.

8*.

10.

34

1. W obszarze dowolnego kata wypuktego wskaz punkt, przez ktory nie przechodzi
zadna prosta przecinajaca oba ramiona kata. Dla danego kata opisz zbior ztozony z
wszystkich punktow o tej wlasnosci.

2. Znajdz w modelu Kleina przyktady czworokatow Saccheri’ego, czyli czworoka-
tow ABCD, w ktérych <4 = <B = 90°i |AD| = |BC|. Sprawdz, ze ich katy nie przy pod-
stawie, tzn. katy przy wierzchotkach C i D sa ostre. Zrdb to samo dla czworokatow, ktore
maja trzy katy proste i jeden kat ostry (tzw. czworokaty Lamberta).

3. Punkt 4 lezy w $rodku modelu Kleina za$ punkt B lezy w euklidesowej odlegto-

1
sci 5 od A. Oblicz odlegtos¢ nieeuklidesowa |4B|yz oraz znajdz nieeuklidesowy $Srodek

odcinka AB.

4. Niech 4 bedzie euklidesowym srodkiem modelu Kleina. Na prostej m przecho-
dzacej przez A znajdz punkty odlegte od 4 (nieeuklidesowo) o 1, 2, n.

5. Uzasadnij, ze odcinki o wspolnym koncu w srodku modelu maja jednakowe
miary (nieeuklidesowe) doktadnie wtedy, gdy ich zwykte (euklidesowe) dtugosci sa réw-
ne. Wywnioskuj stad, ze okregami o $srodku w srodku modelu sa zwykte okregi.

6. Korzystajac z poprzedniego zadania, podaj przyktad okregu, na ktorym nie moz-
na opisac trojkata. Oblicz, jaki jest co najmniej jego promien. Zrob to samo dla czworo-
kata, pigciokata itd. Wskazoéwka: rozwaz okrag o srodku w srodku modelu.

7. Dla okregéw o srodku w $rodku modelu uzasadnij, ze kat wpisany oparty na
Srednicy nie jest katem prostym. Czy jest to kat ostry czy rozwarty? W zadaniu wez pod
uwage euklidesowe prostokaty wpisane w okregi o srodku w §rodku modelu.

Trojkat ABC jest wpisany w okrag o (nieeuklidesowym) promieniu R, przy czym bok 4B
jest $rednica tego okregu. Oblicz miare (a raczej cosinus) kata w wierzchotku C
w zalezno$ci od potozenia punktu C na tuku okregu pomigdzy punktami 4 i B. Za
parametr mozesz przyja¢ miarg kata a pomiedzy potprostymi OB i OC.

Uzasadnij, ze zwykle obroty wokol $rodka modelu oraz zwykle odbicia
wzgledem $rednic modelu sa izometriami ptaszczyzny nieeuklidesowe;.

Oblicz miarg przeciwprostokatnej ¢ w trojkacie prostokatnym o danych przy-
prostokatnych a i b. Przyjmij, ze jeden z wierzchotkow, ale nie ten o kacie prostym, znaj-
duje si¢ w srodku modelu.



11. Uzasadnij, ze przeciwprostokatna z poprzedniego zadania ma wigksza miarg
niz obie przyprostokatne. Uzasadnij to réwniez bez postugiwania si¢ wyliczeniem z po-
przedniego zadania. Korzystajac z aksjomatu o przystawaniu tréjkatow, uzasadnij powyz-
sza wlasno$¢ dla dowolnego nieeuklidesowego trojkata prostokatnego.

12. Korzystajac z poprzedniego zadania oraz z aksjomatu przystawania trojkatow
uzasadnij, ze rzut prostokatny punktu 4 na dana prosta jest punktem najblizszym punkto-
wi 4 sposrod punktow na tej proste;j.

13. Proste p i g sa asymptotyczne, A0 ¢, za§ A’jest rzutem prostokatnym 4 na p.
Uzasadnij, ze nieeuklidesowa odlegtos¢ |44°| dazy do zera, gdy 4 dazy do wspdlnego
punktu prostych p i ¢ na brzegu modelu. Przyjmij, Ze p jest srednica modelu.

14. Zbadaj ciaglo$¢, monotonicznos$¢ i granice na koncach przedziatu dziedziny
funkcji Lobaczewskiego.

Rozdzial 3

Model polplaszczyznowy Poincarégo geometrii nieeuklidesowej

W tym rozdziale poznamy kolejny po modelu Kleina model geometrii nieeuklidesowej,
ktéry spelnia wszystkie jej aksjomaty i tym samym dowodzi jej niesprzecznosci — jest to tzw.
model poélptaszczyznowy zaproponowany przez wybitnego francuskiego matematyka
Henri’ego Poincarégo w 1882 roku.

3.1 Pojecia pierwotne w modelu Poincarégo

Model Poincarégo, podobnie jak model Kleina, zostat skonstruowany na bazie pojec
geometrii euklidesowej. W tym rozdziale okreslimy interpretacj¢ pojg¢ pierwotnych
plaszczyzny nieeuklidesowej w omawianym modelu. Zaczniemy od ptaszczyzny; u Poincarégo
jest to dowolna euklidesowa potptaszczyzna bez ograniczajacej ja prostej p.

p

1. Punkty — sa to punkty w rozumieniu euklidesowym nalezace do ustalonej potplaszczy-
zny.

2. Proste — wyrozniamy dwa rodzaje prostych. Pierwszym sa euklidesowe potproste o po-
czatkach na prostej, ktora ogranicza potplaszczyzng modelu i prostopadie do tej proste;.
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Drugi rodzaj prostych to euklidesowe potokregi o srodkach na brzegu modelu.

Uwaga: W rozdziale 3 dotyczacym modelu Poincarégo przyjmujemy, ze brzeg modelu
jest poziomy, zatem przez ,,pionowe proste” bedziemy rozumieli proste reprezentowane
w  modelu euklidesowymi pOtprostymi prostopadtymi do brzegu modelu.

— ) — —

. Relacja nalezenia - interpretowana jest podobnie, jak na ptaszczyznie euklidesowej, tzn.
poprzez stwierdzenie, ze punkt B nalezy do prostej p rozumiemy, ze B lezy na tej prostej
(czyli na prostej pionowej lub na prostej reprezentowanej przez euklidesowy potokrag).

. Relacja porzadku — dla dowolnych prostych, bgdacych euklidesowymi potprostymi lub
potokregami kierunek ustalamy tak, jak na rysunkach ponizej i zgodnie z nim w naturalny
sposob zachodzi relacja porzadku.

A A
B A<B
D

C

Na podstawie wyzej okreslonej relacji porzadku w modelu Poincarégo mozemy podac
interpretacj¢ nastgpujacych definiowalnych pojec:

. odcinek 4B, gdzie 4,BU p jest to zbiér ztozony z punktéw A4 i B oraz z
wszystkich punktéw C takich, ze 4 <, C <, BlubB <, C <, 4,

D
B N AB, CD - odcinki
A~ ~ \ :
! \ .
e
. polprosta o poczatku 4 to kazdy zbior postaci {40 (XU p:A<, X} Tub

postaci {4} 0 {XU p:X <, A} gdzie P jest dowolna prosta zawierajaca punkt 4,



D na rysunku:
" pOlproste o poczatkach w punktach:

A,---B  C A B CiD
. kat to dwie potproste o wspolnym poczatku nielezace na jednej proste;.
Przyktady katow:

5. Miara odcinkow

W modelu Poincarégo miar¢ odcinka okres§lamy w zaleznos$ci od tego, na jakiej prostej
dany odcinek si¢ znajduje; tzn. czy jest on czg$cia euklidesowej polprostej czy
euklidesowego poétokregu. W przypadku odcinkéw zawartych w pionowych prostych
korzystamy z kartezjanskiego uktadu wspotrzednych umiejscowionego w modelu w taki
sposob, aby o§ OX pokrywata si¢ zprosta ograniczajaca poOtptaszczyzne modelu.
Kazdemu punktowi modelu przyporzadkowujemy wspotrzedne (x,y) zgodnie
z polozeniem tego punktu wzgledem uktadu wspotrzednych.

Uwaga: Punkty lezace na tej samej proste] pionowe] maja takie same pierwsze
wspotrzedne.

y
| A

|
D (Xg,d)

| C (x05€)

I

s
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Definicja 3.1. Dla punktow C = (x5,c) i D = (x4d) nalezacych do tej samej prostej
reprezentowanej w modelu Poincarégo euklidesowa potprosta prostopadia do brzegu
modelu nieeuklidesowa miarg odcinka CD definiujemy w nastgpujacy sposob:

m(cD)= |08 = |nd - Inc|.
i

W tak okre$lonej mierze odcinka nie ma znaczenia kolejno$¢ punktow, gdyz z wlasnosci

-1
logarytmu mamy, ze | lnH£H| = lnHEH |= |- lnH£H| = lnH£H|, wige m(CD) = m(DC).
Ocl 0d [ 0d [ 0d 0

W sytuacji, gdy odcinek 4B znajduje si¢ na euklidesowym potokregu, nie korzystamy
z uktadu wspoétrzednych, a z odpowiednich katow. Ot6z kazdemu z punktéw bedacych
koncami odcinka 4B przyporzadkowujemy kat pomigdzy promieniem pdtokrggu, ktory
przechodzi przez dany punkt a brzegiem modelu, jak na rysunku ponize;j.

A
- B
~
, . § - A
/ \ y - B
[ \
- —— — — — e O —

Definicja 3.2. Dla punktow 4 1 B, ktérym przyporzadkowujemy odpowiednio katy o
1y, nalezacych do tej samej prostej reprezentowanej w modelu Poincarégo euklidesowym
potokregiem o srodku na brzegu modelu nieeuklidesowa miarg odcinka 4B definiujemy

nastepujaco:
e H

m(AB) = | Inl—2 |lnHtg H lnHtgy H|
tg};

W tym przypadku, podobnie jak dla punktéw z pionowej prostej, miara odcinka 4B nie
zalezy od kolejnos$ci punktow, gdyz

lell Bell lgld gl
m(AB) = | Inl—20|= | Inl 2D BE D—52D E ln—52|:m(BA)
il leyl eyl ey
2 2 €5
6. Miara katow

Hiperboliczna miarg katow pomigdzy dwiema potprostymi w modelu Poincarégo
okreslamy podobnie, jak miarg katow pomigdzy krzywymi na ptaszczyznie euklidesowej;
sa one rowne euklidesowym miarom katow ostrych pomigdzy stycznymi do potprostych
tworzacych kat w punkcie ich przecigcia, np.



3.2 Spelnianie aksjomatow geometrii nieeuklidesowej

Model Poincarégo spetnia wszystkie aksjomaty geometrii nieeuklidesowej, jednak
pominiemy weryfikacj¢ poszczegolnych aksjomatdéw, gdyz znajduje si¢ ona w skrypcie [2] na
str. 79.

3.3 Oglad wlasnosci geometrii nieeuklidesowej za posrednictwem modelu
Poincarégo

3.3.1 Katy w modelu Poincarégo.

Zaleta modelu Poincarégo ulatwiajaca w znacznym stopniu wyprowadzanie wiasnosci dla
katow w tym modelu jest to, ze ich miary nieeuklidesowe sa rowne miarom euklidesowym.

Wiasnosé 3.3.  Kqt a pomiedzy prostq m reprezentowanq w modelu Poincarégo euklidesowym
polokregiem a pionowq prostq s jest rowny kqtowi y pomiedzy promieniem potokregu
przechodzqcym przez punkt przeciecia danych prostych a prostq bedqcq brzegiem modelu.

Dowod: Suma katow: a, kata prostego (pomigdzy promieniem poélokrggu poprowadzonym
do punktu przecigcia prostych i styczna do pédtokrggu w tym punkcie) oraz kata f, jak na

m m
rysunku powyzej daje nam kat potpetny, zatem f = 7 - (0 + 5) z 3 - 0 . Promien poétokregu

tworzy wraz z prosta s iz brzegiem modelu euklidesowy trojkat prostokatny. Mamy zatem
RYRESE: ika,ze y = - f = - (S-0)=a

— =T ,zczegowynika,ze y = —-f = —-(=-0)=0 .

2 sy 2 2 2

Wiasno$¢ 3.4.  Niech p, jak na rysunku ponizej, bedzie jednym z kqtow utworzonych przez
styczne poprowadzone w punkcie przeciecia dwoch prostych reprezentowanych w modelu
euklidesowymi potokregami, z ktorych jeden jest polokregiem o srodku O, i promieniu v,
natomiast drugi ma srodek w punkcie O- i promien R. Wtedy cosinus kqta  ma wartos¢ rownq

39



R*+r*-4d?

, gdzie d = 0,04
2k 8Eed 100

Dowdd:  Kat a jest katem przylegtym do S, zatem @ + f =7 . Niech y bedzie katem
pomigdzy promieniami danych poétokrggéw o wierzchotku S w punkcie przecigeia tych
potokregdw, jak na rysunku ponize;j.

Jesli wezmiemy pod uwage kat pelny o wierzchotku w punkcie S, to zauwazymy, ze
m
o+ E+ yt 5 = 21 lub réwnowaznie 0 *V =T a wiec J = B . Korzystajac z Twierdzenia

Cosinusow dla trojkata o bokach » R, d, gdzie d = |00, otrzymujemy, ze
R+ 72- 42

2Rr '
Kat pomigdzy nieeuklidesowymi prostymi okreslamy jako kat ostry pomigdzy euklidesowymi
stycznymi do tych prostych w punkcie ich przecigcia. Mamy @ + f = T | wiec jeden z katow a,

d’>= R*+r’- 2Rrcosf ,zczego tatwo wyliczy¢, ze cosf =

m
B jest ostry. Jesli f U (0, E) , wtedy zgodnie z powyzsza interpretacja jest on katem pomigdzy

danymi prostymi. Jesli natomiast tym katem jest a, wtedy z trygonometrycznych wzorow
redukcyjnych otrzymujemy cosf = cos (T - ¢ )= - cosd , zatem cosd = - cosf i prawdziwa
jest nastgpujaca wlasnosc:

Wiasnos¢ 3.5 Cosinus kqta pomiedzy prostymi reprezentowanymi w modelu euklidesowymi
poltokregami, z ktorych jeden jest potokregiem o srodku O, i promieniu 1, natomiast drugi ma
R*+r’-d’

Ry , gdzie d = 0,0;|.

srodek w punkcie O i promien R ma wartos¢ rownq

Z powyzsze] wlasnosci wynika kolejna wlasnos¢, dzigki ktorej w tatwy sposdéb mozna
sprawdzi¢, czy dwie proste reprezentowane w modelu euklidesowymi potokregami sa
wzgledem siebie prostopadte.

Wiasnosé 3.6.  Kqt o pomiedzy dwiema prostymi reprezentowanymi w modelu euklidesowymi

potokregami jest prosty doktadnie wtedy, gdy suma kwadratow promieni tych potokregow jest
rowna kwadratowi odlegtosci d pomiedzy ich srodkami.
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Dowod: Niech jedna z prostych okreslonych w powyzszej wlasno$ci bedzie miata srodek O,
1 promien 7, natomiast druga — §rodek O, i promien R. Jesli proste te przecinaja si¢ pod katem

0= L wiedy z Wiasnosci 3.5 coanH- Rt ri-d Po podstawieni T-0
= — , —0= —— . cos — =
5 » Wiedy z Wlasnosei 3.5 mamy cosl> -l R o podstawieniu 5
) R*+ r*-d? )
otrzymujemy |~ —— =0, co jest rownoznaczne z tym, ze R*+r°-d*=0 lub
r

rownowaznie R* + r? = d?, zatem Wlasno$¢ 3.6 jest spetniona.
3.3.2. Wielokaty w modelu Poincarégo.

Wielokaty w modelu Poincarégo budujemy podobnie, jak na ptaszczyznie euklidesowej, czyli
taczac ze soba w odpowiedni sposob odcinki. Wielokaty nieeuklidesowe nie spetniaja jednak
takich samych wtasnosci, jak wielokaty na [ *. W rozdziale tym zaprezentujemy przyktad,
ktory to poswiadczy. Bedzie on dotyczyl trojkatow, zobaczmy wigc najpierw, jak
w omawianym modelu moga one wygladac:

A e

’ PN W r W
[ F ' | ' v A

- e — e O ) — — ) m— — —— e — — — — ) — — —) — —

Trojkat ABC powstal z trzech odcinkow lezacych na prostych reprezentowanych przez
euklidesowe polokregi, natomiast w trojkacie DEF jeden z odcinkdéw zawiera si¢ w prostej
pionowej a pozostale dwa w euklidesowych potokregach.

Przyklad: Pokazemy, ze w modelu poélptaszczyznowym mozna zbudowad trdjkat
m
o wszystkich katach réwnych e Przeprowadzmy konstrukcje takiego trojkata, w ktorym jeden

z bokéw bedzie odcinkiem na pionowej prostej a dwa boki beda odcinkami zawartymi
w prostych reprezentowanych przez euklidesowe potokregi. Bedziemy korzysta¢ z ukladu
wspotrzednych, ktorego 0§ OX pokrywa si¢ z brzegiem modelu, natomiast 0§ OY pokrywa si¢
z prosta zawierajaca jeden z bokéw budowanego trojkata. Na poczatku poprowadzmy potokrag
C, o érodku w punkcie (7,0) i promieniu » rownym /2 (promien ten mozna wyznaczy¢ np.
przez poprowadzenie odcinka faczacego punkty (0,1) 1 (1,0) tak, jak na rysunku ponizej).

s
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Dla tak wyznaczonego potokregu kat a pomigdzy brzegiem modelu a promieniem poétokregu
m
poprowadzonym do punktu jego przecigeia z osig OY jest rowny . Niech kat f bedzie jak na

. . n ..
rysunku powyzej. Z Wiasnosci 3.3 mamy f = a = T Kat f bedzie pierwszym z trzech katow

szukanego trojkata. Aby wyznaczy¢ drugi kat trojkata (kat y jak na rysunku ponizej)
prowadzimy pétokrag C. o promieniu R i $Srodku w (- a, 0), gdzie a jest parametrem, ktorego
doktadna warto$¢ zostanie wyznaczona pdzniej, przy czym zaktadamy, ze a > I. Promien R
dobieramy w taki sposob, by punktem jego przecigcia z osia y byt punkt o wspdtrzednych
(0, a). Wtedy kat pomigdzy brzegiem modelu a promieniem tego potokregu poprowadzonym
m m
do punktu jego przecigcia z osia y bedzie réwny 7 1 z Wlasnos$ci 3.3 otrzymamy, ze ) = e
Teraz musimy jeszcze dobra¢ warto$¢ parametru a w taki sposob, by takze kat 0 (patrz rysunek

m
ponizej) tez byt r(')wnyz .

>
X

Biorac pod uwage trojkat prostokatny o przeciwprostokatnej dlugosci R 1 korzystajac
R+ p2- 42

z Twierdzenia Pitagorasa obliczamy R = a2 . Zauwazmy teraz, ze cosl = R
r

m
(Wlasnos¢ 3.5 dla 55@0,5@), gdzie r=+2 i d=a+1, co po podstawieniu daje

2)2 + 2)? - +1)? 2 - 2 _ _ 2 _
cos :(a\/_) (\/_) (@+l)” 2a°+2-a’-2a L. a 2a+1' Z drugiej strony

2a2)\2 i 4a 4a
n 2 -
chcemy, by 0 = —, zatem cosd = —2 Mamy wiec Q = a—2a+1’ z czego wyliczamy
4 2 2 4a
4a2\/5 = 4’ - 2a+ 1. Dalej otrzymujemy réwnanie kwadratowe a° - (2 + 2\/§)a +1= 0, ktore

ma dwa rozwiazania: a =1+ V2 - \/2\/§+ 21 a, =1+ J2 + yJ2/2 + 2 . Poniewaz szukamy

a> 1, wigc polokrag C; bedzie mial $rodek (- a,,0) ipromien R = aZ\/E 1 wraz z osia y

m
1 polokregiem C, wyznaczy trojkat o trzech katach rownych 1

m
Uwaga:  Powyzej skonstruowaliS§my trojkat o trzech katach rownych e czyli o sumie
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katow rownej e Przyklad ten pokazuje, ze w geometrii nieeuklidesowej suma katow

wewngetrznych trojkata nie musi by¢ réwna z tak, jak ma to miejsce w geometrii euklidesowe;.
3.3.3. Asymptotycznos¢ i rozbieznos¢ w modelu Poincarégo.

W rozdziale 2.4.2 poznali$my juz definicje asymptotycznosci i rozbieznosci w geometrii
nieeuklidesowe] niezalezna od modelu oraz definicje tych poje¢ w modelu Kleina. Teraz
okreslimy ich interpretacje¢ w modelu Poincarégo.

Definicja 3.7. W modelu Poincarégo roztaczne proste /;, [, nie bedace dwoma prostymi
pionowymi nazywamy rozbieznymi, jesli po przedhuzeniu ich do brzegu modelu proste te nie

przetna sig.

Przyktady prostych rozbieznych (w kazdym z przypadkow proste /;1 /> sa rozbiezne):

l] 12

Jezeli proste roztaczne w modelu nie sa rozbiezne, to wtedy mowimy, ze sa asymptotyczne.

Definicja 3.8. W modelu Poincarégo roztaczne proste /, /[, nazywamy asymptotycznymi,
jezeli po przedluzeniu do brzegu modelu posiadaja punkt wspolny lub obie sa prostymi
pionowymi.

Na ponizszych rysunkach zostaly podane przyklady prostych asymptotycznych /; 1 [, ktérych
przedtuzenia w trzech pierwszych przypadkach maja punkt wspolny P,
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Istnieje jeszcze jeden sposob definiowania prostych asymptotycznych w modelu
Poincarégo. Zanim jednak go poznamy, zastandéwmy sig, czym tak naprawdg jest punkt. Jako
pojecie pierwotne, zarowno w geometrii euklidesowej jak i niecuklidesowej, punkt jest
pojeciem niedefiniowalnym. Mozemy go jednak intuicyjnie traktowaé jako pewne miejsce na
okreslonej ptaszczyznie. Jezeli mamy do czynienia z plaszczyzna nieskonczona, mozemy
przyjaé, ze ,nieskonczono$¢” tez jest pewnym miejscem, czyli zgodnie z wczesniejszym
tokiem rozumowania takze jest to pewien punkt, jednak nieco abstrakcyjny i nienalezacy do
danej ptaszczyzny. Nazwijmy ten punkt ,,punktem w nieskonczono$ci”. Wobec tego, ze
w modelu Poincarégo pionowe proste sa nieograniczone mozemy przyjaé, ze wszystkie
przechodza przez miejsce zwane nieskonczonoscia, czyli maja punkt wspolny (poza
ptaszczyzna modelu), ktory jest ,,punktem w nieskonczonosci”. W przypadku ptaszczyzny
Poincarégo mamy do czynienia jeszcze z jednym rodzajem punktow, ktére zastuguja na miano
»punktdéw w nieskonczonosci”. Sa to punkty lezace na prostej ograniczajacej plaszczyzng
modelu. Sa one mniej abstrakcyjne, niz te wczesniej zdefiniowane, gdyz mozemy wskazaé 1
doktadnie zaznaczy¢ ich polozenie. Jednak gdyby$Smy wyobrazili sobie, ze chodzimy po
plaszczyznie Poincarego, to nigdy nie dotarlibySmy do tych punktéw, w zwiazku z tym
przyjmujemy, ze one takze sa ,,punktami w nieskonczonosci”. Aby jednak odrézni¢ je od tych
wcezesniejszych, przyjmijmy, ze punkty na prostej ograniczajacej model bedziemy nazywali
»punktami w dolnej nieskonczono$ci”’, natomiast punkt wspolny prostych pionowych niech
bedzie ,,punktem w gornej nieskonczonosci”. Wobec tego proste asymptotyczne mozemy takze
definiowa¢ jako proste, ktorych przedtuzenia poza plaszczyzng modelu posiadaja punkt
wspolny w gornej lub w dolnej nieskonczonosci.

Sieczne jednakowego nachylenia

Dla prostych asymptotycznych wyrdzniamy pewne charakterystyczne dla nich proste. Ot6z
jezeli mamy dane dwie proste asymptotyczne, to wsrod wszystkich prostych, ktore je
przecinaja, niektore sa szczegolne 1 nosza nazweg siecznych jednakowego nachylenia.
Zobaczmy, jaka wyrdzniajaca je wlasnos¢ one posiadaja. Poprowadzmy zatem dwie dowolne
proste asymptotyczne m i n 1 przetnijmy je trzecig prosta p, jak na rysunku ponizej.

Punkty przecigcia m 1 n z prosta p wyznaczyty dwie potproste asymptotyczne. Wezmy teraz
pod uwagg katy a 1 S, ktére maja jedno wspolne ramig na prostej p a drugie rami¢ danego kata
w kazdym przypadku stanowi jedna z potprostych asymptotycznych.
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Definicja 3.9. Jesli prosta p przetnie proste asymptotyczne m i n w taki sposob, ze katy a1 f
sa sobie rowne, to wtedy méwimy, ze p jest sieczna jednakowego nachylenia dla prostych m
in.

W geometrii euklidesowej tez istnieja proste,

ktére maja podobna wlasnos$é, jak sieczne /
jednakowego nachylenia. Sa to wszystkie proste
Pi» jak na rysunku obok, ktére przecinaja dwie
dowolne proste @ i b w taki sposob, ze miary
katéw nachylenia prostych a i b do danej p; sa
takie same.

)

L

P3
Pod koniec nastgpnego podrozdziatu

przekonamy si¢, ze dla danej pary prostych asymptotycznych istnieje wiele siecznych
jednakowego nachylenia oraz poznamy metod¢ ich Kkonstruowania w modelu
poiptaszczyznowym.

Wielokaty idealne

Wezmy jeszcze raz pod uwage sytuacje, gdy dowolna prosta p przecina dwie proste
asymptotyczne a i1 b. Proste a, b 1 p wyznaczaja wtedy trzy obiekty: dwie potproste
asymptotyczne oraz odcinek na prostej p, ktore tworza specyficzne trojkaty, tzw. trojkaty
idealne.

Ponizej podamy przyktady trojkatow idealnych (trojkaty ABC, DEF, GHJ, KMN). W kazdym
znich niektére pary bokow zostaly zastapione przez pary potprostych (lub prostych)
asymptotycznych, np. w trdjkacie ABC wyrdzniamy asymptotyczne potproste AB 1 BC,
a w trojkacie GHJ mamy asymptotyczne proste GJ i HJ.

F

W geometrii hiperbolicznej mozna utworzy¢ nie tylko trojkaty, ale dowolne wielokaty,
w ktorych wystepuja pary potprostych (lub prostych) asymptotycznych.
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Definicja 3.10. Wielokaty, w ktorych niektore pary bokéw sa zastapione asymptotycznymi
pOlprostymi (prostymi) nazywamy wielokatami idealnymi.

Jak wida¢ na powyzszych rysunkach, niektore wierzchotki trojkatow idealnych sa punktami,
ktore nie naleza do plaszczyzny modelu (punkty B, F, G, H, J, K, M).

Definicja 3.11. Wierzchotki wielokata idealnego, ktére nie naleza do plaszczyzny modelu
nazywamy wierzchotkami idealnymi.

Kazdy wielokat idealny ma przynajmniej jeden wierzchotek idealny, co wynika z Definicji
3.10. Ponadto istnieja wielokaty, ktorych wszystkie wierzchotki sa idealne (np. trojkat GHJ na
rysunku powyzej).

3.3.4. Horocykle w modelu Poincarégo.

W modelu Poincarégo, podobnie jak w modelu Kleina, horocykl jest okreslany przy pomocy
peku prostych asymptotycznych. Zdefiniujmy wigc pojecie pgku prostych asymptotycznych
w modelu Poincarégo.

Definicja 3.12.  P¢k prostych asymptotycznych w modelu Poincarégo to zbidr wszystkich
prostych, ktorych przedtuzenia przechodza przez dany punkt M, ktory jest ,,punktem w dolnej
nieskonczonos$ci” lub ,,punktem w gornej nieskonczonosci”.

W omawianym modelu wyrdézniamy dwa rodzaje pgkdéw prostych asymptotycznych. Jednym
jest pek prostych, w skiad ktorego wchodza wszystkie proste pionowe (ponizej rysunek (a) )
o punkcie wspdlnym, ktorym jest ,punkt w gdérnej nieskonczonosci”’. Drugim natomiast jest
pek prostych, w sktad ktéorego wchodzi jedna prosta pionowa wychodzaca z M (ktory jest
,punktem w dolnej nieskonczonos$ci”) i proste reprezentowane przez euklidesowe potokregi,
ktorych jeden koniec znajduje si¢ w punkcie M (ponizej rysunek (b) ).

M
(@) ()

— e —— ) — —— o — — [

Przypomnijmy, ze zgodnie z Definicja 2.30 horocyklem nazywamy lini¢ prostopadia do kazdej
prostej z ustalonego pgku prostych asymptotycznych. Wobec tego, ze w modelu Poincarégo sa
dwa rodzaje pekow prostych, wigc tez wyrdzniamy dwa rodzaje horocyklow.

Fakt 3.13. Dla peku prostych, ktorych przedtuzenia majq punkt wspolny M na brzegu modelu
horocyklem h jest kazdy euklidesowy okrag styczny do brzegu modelu w punkcie M.
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Dowod: Pokazemy, ze dowolny euklidesowy okrag h styczny do brzegu modelu w punkcie
M jest prostopadly do kazdej prostej z pgku prostych asymptotycznych, ktoérych przedtuzenia
przecinaja si¢ wlasnie w punkcie M. Okrag / jest prostopadly do pionowej prostej m z tego
peku prostych asymptotycznych, gdyz styczna do # poprowadzona w punkcie przecigcia
z prosta m przecina ja pod katem prostym (patrz rysunek ponizej). Wezmy teraz dowolna prosta
p z naszego p¢ku prostych reprezentowana w modelu euklidesowym poétokregiem. Styczna do
h w punkcie M jest euklidesowa prosta bedaca brzegiem modelu. Natomiast styczna w punkcie
M do p jest euklidesowa prosta prostopadla do brzegu modelu. Skoro styczne do 4 i p
w punkcie M sa wzgledem siebie prostopadle, zatem prosta p i1 okrag /i przecinaja si¢
w punkcie M pod katem prostym. Korzystajac z wtasnosci, ktora moéwi, ze jesli dwa dowolnie
potozone okregi przecinaja si¢ w dwoch punktach, to katy ich przecigcia w tych punktach sa
jednakowe (wlasno$¢ ta zostala uzasadniona w dowodzie Faktu 2.31) otrzymujemy, ze takze
w punkcie S prosta p i1 euklidesowy okrag /4 sa prostopadte. Z dowolnosci doboru 4 1 p
otrzymujemy dowod Faktu 3.13.

Fakt 3.14.  Horocyklem dla peku prostych prostopadiych do brzegu modelu jest kazda
euklidesowa prosta rownolegla do brzegu modelu.

hi hs, hs - horocykle . hy

hy

h,

— e — e o — e e (e e —

Dowéd: Poziomy brzeg modelu jest prostopadlty do pionowych prostych, zatem takze kazda
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euklidesowa prosta rownolegta do brzegu modelu jest prostopadta do pionowych prostych.
Uwaga: Mozna udowodni¢, ze horocykle opisane w Fakcie 3.13 i w Fakcie 3.14 sa jedynymi
horocyklami zwiazanymi z poszczegolnymi pgkami prostych asymptotycznych, jednak dowdd
ten wymaga skorzystania z teorii rownan rézniczkowych.

Wyznaczanie siecznej jednakowego nachylenia za pomoca horocyklu

Horocykle posiadaja pewna wtasno$¢ zwiazang z siecznymi jednakowego nachylenia:
Wiasnos$¢ 3.15.  Horocykl danego peku prostych asymptotycznych przecina kazdq pare
prostych z tego peku w punktach nalezqcych do siecznej jednakowego nachylenia tych
prostych.

Dowdd tej wlasnos$ci pominiemy, gdyz wykracza on poza ramy tego skryptu.

Wtasnos¢ 3.15 pozwala nam w tatwy sposéb wyznaczy¢ sieczng jednakowego nachylenia
dwoch dowolnych prostych asymptotycznych przechodzaca przez ustalony punkt na jednej
z nich. Wezmy przyktadowo proste /;, I> i punkt AU /, jak na rysunku ponize;j.

Naszym celem jest poprowadzenie siecznej jednakowego nachylenia prostych /; i [, ktora
bedzie przechodzi¢ przez punkt 4. Aby to zrobi¢, musimy najpierw wyznaczy¢ horocykl £
(patrz rysunek (a) ponizej) przechodzacy przez 4. Konstruujemy wigc euklidesowa symetralna
odcinka OA i zaznaczamy punkt B, ktory jest punktem przecigcia tej symetralnej z prosta /;.
Punkt B bedzie $rodkiem horocyklu, a odcinek OB jego promieniem. Niech punkt C bgdzie
punktem przecigcia horocyklu z prosta /;. Na mocy Wtlasnosci 3.15 przez punkty 4 1 C
przechodzi sieczna jednakowego nachylenia prostych /; i [,. Punkty 4 i C nie leza na jednej
prostej pionowej, wiec sieczna jednakowego nachylenia bedzie w tym przypadku prosta
reprezentowana w modelu przez euklidesowy potokrag. Jego $rodkiem S bedzie punkt
przecigcia symetralnej odcinka AC 1 brzegu modelu (rysunek (b) ponizej) a promieniem -
- odcinek 4S (lub CS).

@ L ()

sieczna jednakowego
nachylenia l;i I,

Zaprezentowana powyzej konstrukcja jest ogdlnag metoda wyznaczania siecznej jednakowego
nachylenia dwoch prostych, zatem mozna ja stosowaé¢ dla dowolnych dwoch prostych
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w modelu Poincarégo. Ponadto metoda ta pozwala na udowodnienie faktu, iz dla dowolnego
punktu 4 nalezacego do jednej z prostych asymptotycznych [/, [, istnieje pewna sieczna
jednakowego nachylenia tych prostych przechodzaca przez 4. Dla takiego punktu zachodzi tez
wlasno$¢, ze przechodzaca przez niego sieczna jednakowego nachylenia prostych /;, [, jest
jedyna, jednak fakt ten nie wynika z powyzszej metody.

Zadania dotyczace modelu Poincarégo

Cwiczenia
1. Znajdz oba katy pomigdzy nastgpujacymi parami prostych:
a) X+ p7=3 (- Dyt 4
b) x*+y°=5 x=-1
2. Znajdz rownanie prostej (tzn. reprezentujacego jej podtokregu) przechodzacej przez
punkty (-1, 2) oraz (2, 1).

3. Znajdz rownanie prostej prostopadtej do prostej L : x> + y* = 25 i przechodzacej przez:
a) punkt (3, 4) lezacy na prostej L;
b) punkt (1, 7).
4. Znajdz rownania obu prostych przecinajacych prosta x = 2 w punkcie (2, 5) pod katem
m

3

5. Znajdz rownania obu prostych asymptotycznych do prostej (x- 2)* + y* = 20 przecho-
dzacych przez punkt (1, 1).

6. Uzasadnij, ze dla dwdch nieasymptotycznych potprostych istnieje doktadnie jedna pro-
sta asymptotyczna do obu z nich.

Zadania
1. Znajdz prosta prostopadta do prostej (x- 7)* + y° = 4 i przecinaja-

m
ca prosta x = 6 pod katem i

2. Oblicz, postugujac si¢ tablicami funkcji trygonometrycznych lub
kalkulatorem sume katow w trojkatach o zadanych wierzchotkach:
a) (0, 1), (1, 1), (3, 1);
b) (0, 1),(0,2), (1, 2);
3. Znajdz réwnania dwusiecznych obu katow pomigdzy
prostymi x* + y* =4, x= -1.
4. Znajdz w modelu potplaszczyznowym:
: . . . 3n
a) trojkat o sumie katow rowne;j T ;
b) kat rozwarty zawarty w obszarze kata ostrego ;
C) prostopadia wypuszczong z jednego ramienia kata ostrego, ktora
nie przecina drugiego ramienia tego kata;
d) czworokat o trzech katach prostych i czwartym kacie %
5. Uzasadnij, ze proste asymptotyczne do prostej x = 4 nie maja z nia wspoélne;j
prostopadte;.
6. Znajdz wspdlna prostopadta do nastgpujacych par prostych rozbieznych:
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a) xPtyt=l, xT Yt 4
b) x*tyi=1, x= 2
c) Py’ (x- )7+ y? = 10;
d) Xyl (x-4) e 4
m
7. Znajdz przyktad trojkata o jednym wierzchotku idealnym i o katach 3 w

dwoch pozostatych wierzchotkach.
8. W czworokacie idealnym (o wszystkich czterech wierzchotkach idealnych)
przekatnymi nazywamy proste ,.taczace” pary przeciwleglych wierzchotkéw idealnych.

m
Dla dowolnego kata a0 < By podaj przyktad czworokata idealnego, ktorego przekatne

przecinaja si¢ pod katem a.

0. Uzasadnij, ze:
a) prosta i horocykl b) dwa rézne horocykle
moga mie¢ co najwyzej dwa punkty wspolne.
10. Uzasadnij, Ze prosta przecinajaca horocykl w dwoch punktach tworzy z nim
dwa jednakowe katy przecigcia.
I1. Dane sa dwie asymptotyczne proste, z ktorych przynajmniej jedna jest repre-

zentowana w modelu potokrggiem. Dla dowolnego punktu na ktorejkolwiek z tych pro-
stych skonstruuj sieczng jednakowego nachylenia przechodzaca przez ten punkt. Wska-
zowka: skorzystaj z pomocniczego horocyklu.

12. Uzasadnij, ze przez dwa rdzne punkty ptaszczyzny nieeuklidesowej przecho-
dza doktadnie dwa horocykle. Rozwaz odpowiednie przypadki wzajemnego potozenia
dwoch punktéw na gornej péiptaszczyznie.

3.4 Izometrie plaszczyzny nieeuklidesowej w modelu polplaszczyznowym

W niniejszym rozdziale opiszemy przeksztalcenia w modelu Poincarégo, ktore sa
izometriami. Przypomnijmy, ze izometria nazywamy odwzorowanie, ktére zachowuje
odleglosci, tzn. odleglo$¢ obrazéw dwoch dowolnych punktow jest taka sama, jak odlegtos¢
tych punktow.

Najpierw jednak oméwimy jedno z przeksztalcen ptaszczyzny euklidesowej, tzw. inwersj¢
wzgledem okregu, ktora w dalszej czesci tego rozdziatu postuzy nam do zdefiniowania pewnej
rodziny izometrii w modelu Poincarégo.

3.4.1 Inwersja wzgledem okregu.

Inwersja wzgledem okregu jest przeksztalceniem ptaszczyzny euklidesowej, ktore
w przeciwienstwie do innych jej odwzorowan moze przeksztatca¢ proste w okregi 1 okregi
w proste. W tym paragrafie podamy definicje inwersji wzgledem okrggu oraz poznamy pewne
jej whasnosci — jak si¢ okaze, niektore z nich beda podobne do wiasnosci symetrii osiowej na

0o2.

Definicja 3.16. Niech dany bedzie okrag C o $rodku O i promieniu 7. Inwersja wzgledem
okregu C nazywamy przeksztatcenie /. :0 > \{O} - 0 *\{O}, ktore dowolnemu punktowi X

przyporzadkowuje taki punkt X~ lezacy na potprostej OX ~ , ze | OX |0 OX'|= r* . Fakt, ze X’
jest obrazem w inwersji punktu X zapisujemy jako /-(X)= X',
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Uwaga: Na ptlaszczyznie euklidesowej, podobnie jak w modelu Poincarégo, mozemy
rozpatrywaé abstrakcyjny ,,dodatkowy” punkt, o ktorym myslimy, Ze znajduje sig
w nieskonczono$ci. Wobec tego definicje¢ inwersji wzgledem okregu mozna rozszerzyc,
dodajac do dziedziny przeksztatcenia punkt O oraz wilasnie ,,punkt w nieskonczonosci”, ktéry
oznaczamy symbolem ® . Wtedy inwersja bedzie przeksztatceniem 7. :0 >0 {0}~ 0170 {w}
, W ktérym obrazem punktu O w inwersji wzglgedem okrggu C o $rodku w O jest ,,punkt w
nieskonczono$ci”, natomiast obrazem ,,punktu w nieskonczonosci” jest O.

W niniejszym rozdziale, rozpatrujac inwersj¢ wzglgdem okrggu C, begdziemy przyjmowac, ze
srodkiem okrggu C jest punkt O, a jego promieniem jest odcinek dtugosci 7.

Wyznaczenie obrazu danego punktu w inwersji wzgledem okregu

Zobaczmy, w jaki sposob mozna skonstruowac¢ punkt X~ bedacy obrazem ustalonego punktu X
w inwersji wzgledem okrggu C. Rozpatrzmy najpierw sytuacje, gdy X znajduje si¢ we wngtrzu
kota ograniczonego okrggiem C. W takim przypadku najpierw prowadzimy polprosta OX
gdzie O jest srodkiem okregu C, a nastgpnie w punkcie X wyznaczamy prosta prostopadta do
OX "~ (patrz rysunek ponizej). Oznaczmy jako M jeden z punktdw przecigcia wyznaczonej
prostopadtej i okregu C i skonstruujmy styczna do okrggu w punkcie M. Punkt przecigcia tej
stycznej i potprostej] OX ° jest obrazem X w inwersji wzgledem C, czyli punktem X

M Trojkaty OXM i OX’M sa podobne (cecha podobienstwa kkk?),

. driwa  ‘est  rownoSH r__|0X]
zatem rawdziwa €S rownosc: -
. P ) x|~ r

c o |x X' otrzymujemy |OX |0 OX'|= r*, co na mocy Definicji 3.16
potwierdza, ze rzeczywiscie - (X)= X',

skad

W sytuacji, gdy punkt X lezy na zewnatrz kota ograniczonego przez C przeprowadzamy
konstrukcje punktu X’ jak powyzej, ale zamieniajac X z X’ i w kolejnos$ci odwrotnej, tzn.
zaczynamy od konstrukcji stycznej do okrggu przechodzacej przez X, a nastgpnie prowadzimy
prosta m prostopadta do OX przechodzaca przez punkt wspolny okrggu i stycznej do okregu.
Punkt wspolny prostych: m 1 OX bedzie obrazem punktu X w inwersji wzgledem danego
okregu.

> Cecha podobienstwa trojkatow kat — kat — kat (kkk) mowi, ze jesli miary dwoch katow jednego trojkata sa row -
ne miarom odpowiednich dwoch katow drugiego trojkata, to te trojkaty sa podobne (miary trzecich katow tez mu-
sza by¢ wtedy réwne).
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Wlasnosci inwersji

Wiasno$¢ 3.17.  Inwersja jest inwolucjq, czyli przeksztatceniem odwrotnym do samego
siebie.

Dowod: Dane przeksztalcenie P jest odwracalne (tzn. posiada przeksztalcenie odwrotne

oznaczane jako P'), jeSli jest wzajemnie jednoznaczne, czyli jest roznowarto$ciowe i ,,na”’.

Sprawdzmy, czy inwersja spetnia te warunki. Wezmy wigc punkty X 1 Y takie, ze X # Y.
Niech X1 Y’ beda obrazami X i ¥ w inwersji wzgledem okregu C. Jesli X i Y leza na roznych
potprostych o poczatku w O, to takze ich obrazy naleza do réznych potprostych o poczatku
w O 1z Definicji 3.16 musi zachodzi¢ X'# Y'. Je$li natomiast punkt X lezy na potprostej OY -
, wtedy z warunku X # Y wynika, ze |OX |# |OY|. Na mocy Definicji 3.16 zachodzi
|loX |0OX'|=r> i |OY|0OY'|=7r*, z czego |OX|0OX'|=]0Y|0OY". Skoro
|OX | # | OY |, wiec musi zachodzi¢ warunek |OX'|# | OY'|, skad otrzymujemy X'# Y', czyli
inwersja wzgledem okrggu jest przeksztalceniem roznowarto$ciowym. Spojrzmy teraz na
konstrukcje obrazu danego punktu w inwersji, ktdra jest zamieszczona powyzej. Biorac

dowolny punkt Y ze zbioru U * \ {0} i wykonujac konstrukcje odwrotna (czyli konstruujac ,,0d
tylu”) do tej wyznaczajacej obraz danego punktu w inwersji wzgledem okrggu, mozemy
znalez¢ taki punkt X, ze I.(X)= Y, zatem inwersja jest przeksztalceniem ,,na”. Istnienie

konstrukcji odwrotnej nie tylko uzasadnia, ze inwersja jest surjekcja, ale tez pokazuje, ze jest
ona przeksztalceniem odwrotnym do samej siebie, co dodatkowo potwierdza sama

Definicja 3.16, wedtug ktorej | OX |0 OX'|= |OX'|0]OX |= r*, co oznacza, ze 1.(X')= X,
gdzie I-(X)= X' wige I, = I.

Wiasnosé 3.18.  Okrqg C jest zbiorem punktow statych inwersji wzgledem C.

Dowéd: Niech XU C, czyli |OX] = r i niech X’ bedzie obrazem punktu X w inwersji
wzgledem okregu C. Wtedy z Definicji 3.16 mamy |OX |0]OX'|= r*, a wiec » [ OX'|= r*,
zatem | OX'| = r . Z tego oraz z faktu, ze X' OX~ otrzymujemy, ze X = X.

Wiasnosé 3.19.  Obrazami punktow z wnetrza kota K ograniczonego okregiem C w inwersji
wzgledem tego okregu sq punkty znajdujqce sie na zewnqtrz kota K, natomiast obrazami
punktow znajdujqcych sie na zewnaqtrz kola K sq punkty z jego wnetrza.

Dowo6d: Niech X’ bedzie obrazem punktu X w inwersji wzgledem okrggu C. Wtedy
z Definicji 3.16 |OX |0 OX'|= r*. Zalézmy, ze X jest punktem z wnetrza kota ograniczonego
przez C, czyli |OX] < r. Gdyby X’ tez lezal we wngtrzu tego kota lub na okrggu C, a wige
| OX'|< 7 to wtedy mielibysmy | OX |0 OX'|< r*, co jest sprzeczne z Definicja 3.16.

Dla punktu lezacego na zewnatrz kota K dowod przeprowadza si¢ analogicznie.

Wiasnosé¢ 3.20.  Obszar znajdujqcy sie na zewngqtrz okregu C w inwersji wzgledem tego
okregu zostaje przeksztatcony na obszar z jego wnetrza.

Dowéd: Zgodnie z Wlasnoscia 3.19 kazdy punkt znajdujacy si¢ na zewnatrz okrggu C
przechodzi w inwersji na punkt z wnetrza kota K ograniczonego tym okrggiem. Ponadto

¢ Przeksztatcenie zbiorow T: X - Y jest ,na” (tzw. surjekcja), jesli dla kazdego yU Y istnicje taki xU X, ze
T(x) = y.
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inwersja jest przeksztalceniem ,,na” (fakt ten zostal uzasadniony w dowodzie Wtasnosci 3.17),
wiec kazdy punkt z wnetrza kota K jest obrazem jakiego$ punktu znajdujacego si¢ na zewnatrz
K, co dowodzi spetnienia Wtasnosci 3.20.

Wiasnos¢ 3.21.  Obrazem dowolnej poiprostej OA~ (bez punktu poczqtkowego) jest ta sama
polprosta.

Dowod: Niech 04~ bedzie dowolna polprosta (bez punktu poczatkowego). Na mocy
Definicji 3.16 1 Wiasnosci 3.20 punkty nalezace do tej potprostej 1 znajdujace si¢ na zewnatrz
okrggu inwersji C przechodza na punkty z wngtrza kola K ograniczonego przez C. Wobec
faktu, ze inwersja jest przeksztatceniem ,,na”, kazdy punkt potprostej OA4~ z wngtrza K jest
obrazem jakiego$ punktu nalezacego do OA~ 1 znajdujacego si¢ na zewnatrz K. Na mocy
Wiasnosci 3.17 takze kazdy punkt potproste) 04~ lezacy na zewnatrz K jest obrazem jakiego$
punktu z jego wngtrza. Skoro wigc cze$¢ danej potprostej zawarta we wnetrzu K przechodzi na
cze$¢ OA~ lezaca na zewnatrz K i odwrotnie oraz punkt z okrggu C przechodzi na siebie
(Wtasnos¢ 3.18), zatem obrazem OA~ jest ta sama pOtprosta.

Zastandwmy si¢ teraz, czym sa obrazy prostych i okrggéw w inwersji wzgledem ustalonego
okregu.

Obraz prostej w inwersji

Mozliwe przypadki wzajemnego potozenia prostej i okrggu inwersji mozna zobrazowac
W nastgpujacy sposob:

a) I b) | 0) 1 d) 1
A
o S o
B

O tym, jak wygladaja obrazy prostych w kazdym z przedstawionych przypadkow, mowi
ponizszy fakt.

Fakt 3.22. W inwersji wzgledem okregu C o srodku w punkcie O i promieniu r:

a) obrazem prostej | przechodzqcej przez O (z wylqczeniem punktu O) jest ta sama
prosta l;
b) obrazem prostej | stycznej do okregu C (czyli majqcej z nim dokiadnie jeden

punkt wspolny S) jest okrag o srednicy OS (z wytqczeniem punktu O);
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c) obrazem prostej I, ktora przecina okrqg C w dwoch punktach: A i B jest okrqg o
srednicy OS’ (z wylqczeniem punktu O), gdzie S’ jest obrazem w inwersji rzutu prostokqtne-
go S punktu O na prostq L.

Obraz prostej | w rozpatrywanej inwersji mozna rownowaznie wyznaczy¢, konstruujqc
okrqg przechodzqcy przez punkty: O, Ai B;

1
A=
C
5 S
B
d) obrazem prostej | nieprzecinajqcej okregu C jest okrqg o srednicy OS’, gdzie S’

jest obrazem w inwersji rzutu prostokqtnego S punktu O na prostq L.

Zanim dowiedziemy prawdziwos$ci Faktu 3.22, wprowadzimy pewien lemat, z ktéorego w tym
dowodzie bgdziemy korzystac.

Lemat 3.23. Niech 4 i1 B beda takimi punktami, ze O, 4 1 B nie leza na jednej prostej. Wtedy

obrazem punktow 4 1 B w inwersji wzgledem okrggu C o $rodku O sa punkty 4°, B’ takie, ze
trojkaty OAB 1 OB’A’ sa podobne.
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Uwaga: W powyzszym lemacie bok OA trojkata OAB odpowiada wzgledem podobienstwa

bokowi OB’ trojkata OB’A’ (a nie bokowi OA’, jak podpowiadataby intuicja), poniewaz

inwersja zmienia odlegtosci punktow od srodka okrggu inwersji w ten sposéb, ze jesli dla

dowolnych punktéw 4, B mamy |OA|> [OB|, to dla ich obrazéw w inwersji wzgledem

okregow zachodzi |OA'|< | OB'|. Wiasno$¢ te tatwo uzasadni¢, podstawiajac w pierwszej
2 2

oraz |OB|-= ! ,
| OA'| | OB'|

nierownosci | O4 | = co wynika z Definicji 3.16.

Dowéd Lematu 3.23: Na powyzszych rysunkach zostaly przedstawione dwa mozliwe
potozenia punktéw A 1 B. Na pierwszym oba te punkty leza na zewnatrz okregu C ( na mocy
Wiasnosci 3.17 sytuacja ta jest analogiczna do tej, gdy 4 i B leza wewnatrz kota ograniczonego
okrggiem C), natomiast na rysunku b) punkty te leza po réznych stronach C (tzn. jeden na
zewnatrz, a drugi we wnetrzu kota ograniczonego C). Dla obu przypadkéw dowod Lematu 3.22
przeprowadza si¢ w ten sam sposob.

Bedziemy korzysta¢ z cechy podobienstwa trojkatoéw bok — kat — bok (bkb), wedtug ktorej
jesli w jednym trdjkacie jeden z katow ma taka sama miarg, jak pewien kat drugiego trojkata,
za$ odpowiadajace sobie boki bgdace ramionami tych
katoéw w obu trdjkatach pozostaja w statej proporcji (na
rysunku obok w proporcji rownej kU U ), to wowczas
te trojkaty sa podobne.

W trojkatach OAB 1 OB’A’ nastgpujace boki b

odpowiadaja sobie wzgledem podobienstwa: OA4 i kb

OB’, OB 1 OA’ oraz AB 1 A’B’. Ponadto trojkaty te maja w wierzchotku O wspoélny kat, a dla
bokow, ktore sa ramionami wspolnego kata z Definicji 3.16 zachodza rdéwnosci

|04|00A'|= r* oraz |OB|0 OB'|= r*, z czego wynika, ze |OA |0 OA'|= |OB|0 OB, co
|OA'| _ | OB'|

OB| (04| Oznacza to, ze nasze trojkaty spetniaja

mozemy rownowaznie przedstawi¢ jako

ceche bkb, zatem sa podobne.

Dowdéd Faktu 3.22:
a) Dana prosta przechodzaca przez $rodek okregu inwersji mozemy traktowaé jako
dwie potproste o poczatku w punkcie O (z wytaczeniem tego punktu). Wtedy dowod wyni-
ka z Wtasnosci 3.21.

Podpunktow b), ¢), d) dowodzimy w ten sam, opisany ponizej sposob.
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b)

S-s'

B

Niech S bedzie rzutem prostokatnym punktu O na dowolna prosta / oraz niech S’ bedzie
obrazem punktu § w inwersji wzgledem okrggu C (w przypadku b) na mocy Wtasnosci 3.18
mamy S = §’). Dla dowolnego punktu X U/ oznaczmy przez X’ jego obraz w inwersji
wzgledem okregu C. Zgodnie z Lematem 3.23 trojkaty OXS i OX’S’ sa podobne, czyli katy
przy wierzchotkach S 1 X’ maja t¢ sama miarg, stad kat OX’S jest prosty. Obrazem prostej /
W rozpatrywanej inwersji jest wigc zbidr wszystkich takich punktoéw, ktore sa wierzchotkami
kata prostego opartego na odcinku OS’. Taka wlasno$¢ charakteryzuje punkty na okrggu, zatem
obrazem prostej / w inwersji wzgledem okrggu C jest okrag o $rednicy OS’ (z wytaczeniem
punktu O). W przypadku c) prosta / ma z okrggiem C dwa punkty wspdlne: 4 1 B. Zgodnie
z Whasnoscia 3.18 mamy 4= A 1 B’ = B, wigc okrag bedacy obrazem prostej / bedzie
przechodzit przez 4 1 B, a ponadto, jak wynika z wcze$niejszych rozwazan, bedzie tez do niego
»halezal” punkt O. Trzy punkty jednoznacznie wyznaczaja okrag, wigc zamiast wykonywac
wyzej opisana konstrukcje, wystarczy w tym przypadku poprowadzi¢ okrag przechodzacy
przez punkty O, 4, B.

Obraz okre¢gu w inwersji
Na ponizszych rysunkach zostaly zaprezentowane wszystkie mozliwosci wzajemnego
polozenia dwoch okregdéw, a doktadnie okregu inwersji C 1 okrggu K, ktdrego obraz bedziemy

bada¢ wzgledem rozpatrywanej inwersji.

a) A

b) <)




A
K

Obrazy okregu K w zaleznosci od jego potozenia zostaly opisane w ponizszym fakcie
(numeracja przypadkéw w Fakcie 3.24 odpowiada numeracji rysunkéw powyzej).

Fakt 3.24. W inwersji wzgledem okregu C o srodku w punkcie O i promieniu r:
a) obrazem okregu K o Srednicy OS jest pionowa prosta | przechodzqca przez

punkt S’, gdzie S'= 1.(S) i prostopadta do odcinka OS’.

S’ S
—
K
b) obrazem okregu K o srodku w O i promieniu k jest okrqg o srodku w punkcie O
2
i promieniu % .
9

c) obrazem okregu K o srodku O, # O i Srednicy ST, ktory nie przechodzi przez

punkt O jest okrqg o Srednicy T'S’, gdzie S'= 1.(S) i T'= 1.(T). W szczegdlnosci, jesli
okrqg K ma z okregiem C punkty wspolne, to okrqg bedqcy obrazem K w rozpatrywanej in-
wersji bedzie mial z C takie same punkty wspolne.
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Dowod:

58

a) Dowod w tym przypadku wynika z podpunktéw b), ¢), d) Faktu 3.22 i z tego, ze inwer-
sja jest inwolucja (Wtasnos¢ 3.18).
b) Niech M begdzie dowolnym punktem okrggu K, zatem |OM| = k. Z Definicji 3.16

2

|OM |0]OM"| = r*, wiec mamy k0 OM'|= r*, skad |OM'|= %, czyli wszystkie obrazy

punktéw z okregu K znajduja si¢ w tej samej odlegtosci od O, zatem tworza okrag o srodku
2 2

w punkcie O 1 promieniu % Wezmy teraz dowolny punkt X okregu o promieniu % Ob-

razem X w rozpatrywanej inwersji jest punkt X’ lezacy na okregu K, bo z Definicji 3.16
2

mamy %D| OX'|= r*, wiec | OX'|= k. Wobec faktu, ze inwersja jest inwolucja (Wtasno$é

3.17) punkt X jest obrazem w tej inwersji wskazanego wyzej punktu X’, co dowodzi, ze
2

caty okrag o promieniu % jest obrazem okregu K.

c) Przeprowadzimy dowod dla okregu K znajdujacego si¢ wewnatrz C (dla pozostatych
przypadkow dowdd przeprowadza si¢ w analogiczny sposob).

Niech K bedzie okregiem o S$rednicy S7 1 niech §' i 7' beda obrazami w inwersji
wzgledem okregu C odpowiednio punktow S'1 7, jak na rysunku powyzej. WeZmy dowolny
punkt X0 K taki,ze X# S 1 X# T'. W okregu kazdy kat oparty na jego $rednicy jest
prosty, zatem <SXT jest prosty. Niech obrazem X w rozpatrywanej inwersji bedzie punkt
X’. Zgodnie z Lematem 3.23 trojkaty OSX oraz OS'X'sa podobne i katy w tych trojkatach
przy wierzchotkach X'i S' sa réwne (na rysunku sa to katy oznaczone jako «). Na mocy
tego samego lematu takze trojkaty OTX 1 OT' X' sa podobne 1 katy tych trojkatow przy
wierzchotkach X' 1 7' maja taka sama miarg, zatem takze katy przyleglte do nich sa sobie
réwne (te katy przylegte na rysunku oznaczone sa jako f). Biorac pod uwage kat potpelny
o wierzchotku w punkcie X otrzymujemy, ze o + f + 90° = 180°. Stad mamy o + S = 90° .
W trojkacie 7' S'X a + f +y = 180° (bo suma katéw wewnetrznych trojkata jest rowna



180°), zatem y = 90°. Skoro za$ obrazem dowolnego punktu X [ K jest punkt X’ bedacy
wierzchotkiem kata prostego opartego na odcinku S°7”, wigc obrazem okregu K jest okrag
o $rednicy S’T".

Wiasno$¢ 3.25.  Obrazem okregu K # C w inwersji wzgledem okregu C jest ten sam okrqg
K tylko wtedy, gdy K przecina C pod kaqtem prostym.

Dowéd: Okregi rozlaczne z C badz do niego styczne, ktore znajduja si¢ we wngtrzu kota
ograniczonego przez C przechodza na okregi znajdujace si¢ na zewnatrz C (i na odwrot).
Jedyna mozliwoscia, aby obrazem okregu K # C o $rodku D i promieniu R byt ten sam okrag
K jest wigc sytuacja, gdy K ma z C dwa punkty wspdlne (patrz rysunek ponizej).

Zgodnie z Wtasnoscia 3.19 1 Faktem 3.24 c) aby okrag K modglt przejs¢ na siebie musi
zachodzi¢: I1.(S,)= S,. Na mocy Definicji 3.16 oznacza to, ze |OS, |0 OS,|= r*. Niech
|OD|= d  wtedy |0S;| =d—R i|0S;| =d + R, skad |OS, |0]0S, |= (d- R)I(d+ R)= r?,
zczego d’ - R* = r’. Aby zatem okrag K mogl przejs¢ w inwersji na siebie, musi by¢
spetniony warunek d” = R* + r* co zgodnie z Wtasnoscia 3.6 oznacza, ze okregi C i K musza
by¢ wzgledem siebie prostopadte.

Obrazy katéow w inwersji

Kat pomigdzy dwiema liniami interpretowali§my dotychczas jako kat pomig¢dzy stycznymi do
tych linii w punkcie ich przecigcia. W ponizszych rozwazaniach kat pomigedzy liniami
bedziemy okresla¢ w nieco inny, ale rOwnowazny sposéb.

Wezmy dwie dowolne linie / i m przecinajace si¢ w punkcie P. Niech LU/ i MU m beda
punktami jak na rysunku ponizej.

Definicja 3.26. Miarg kata a pomigdzy liniami / i m definiujemy jako granic¢ miar katow
LPM, gdy punkty L 1 M daza do punktu P po swoich liniach:
o = Llirg |< LPM |

M- P
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Wiasnosé 3.27.  Inwersja jest przeksztalceniem konforemnym, tzn. jest przeksztatceniem,
ktore zachowuje kqty pomiedzy liniami.

Dowéd: Wystarczy, ze pokazemy prawdziwo$¢ tej wilasnosci dla kata pomiedzy dowolna
linia a polprosta OS~ gdzie O jest srodkiem okregu inwersji, natomiast S niech bedzie
punktem nalezacym do ustalonej linii. Kazdy inny kat mozna przedstawi¢ jako sumg lub
roznicg takich wlasnie katow.

Niech / bgdzie dowolna linig a /’ - jej obrazem w inwersji wzgledem okrggu C, jak na rysunku
a) ponizej. Niech S0/ oraz S'= I.(S). Okre$lmy a jako kat pomiedzy linia / a potprosta

OS~ oraz f3 jako kat pomiedzy I’ a potprosta OS~ . Z Definicji 3.26 mamy 0 = }}f% |< XSP|
ib= )}m}g < X'S'O| Bedziemy wige badaé, co si¢ dzieje z miara kata XSP, a co z miara kata

X’S’0O w miarg zblizania si¢ punktu X U / do punktu S i punktu X' /' do punktu S’, gdzie
X'=1.(X).

a) X

Przyjrzyjmy sig teraz trojkatom OSX 1 OS’X jak na rysunku b) powyzej. Na mocy Lematu 3.23
katy w wierzchotkach X’ 1 § tych trojkatéw sa rowne (na rysunku oznaczone sa jako ), wigc
takze ich katy przylegte (oznaczone jako y) maja rowne miary. Spelnione sa wigc réwnosci
|[< XSP|=|< S'X'X|=1-|<S'X'O|=1-M-|< X'S'O|-|< X'OS")). Ostatecznie
otrzymujemy réwnanie |< XSP|=|< X'S'O[+ |< X'OS'|, ktére przy zalozeniu, ze X jest
punktem zblizajacym si¢ do S i tym samym X’ zbliza si¢ do S’ przyjmuje nastgpujaca postac:
)l(if%|< XSP|= )l(iff;|< X'S'O |+ }(if%“ X'0S'|. Mamy jednak )l(if%“ X'08'1= 0 ¢co po

. . St - 1 'S'Ol= 1i < XY'sS! . _
podstawieniu daje nam, ze )1(1mS | < XSP| )l(m} [< X'S'O] ,},{H;,l X'S'O| a wiec a = p.
3.4.2 Nieeuklidesowe symetrie osiowe (odbicia)

Na ptaszczyznie hiperbolicznej jedynymi izometriami sg symetrie hiperboliczne wzgledem
prostych oraz ich zlozenia, przy czym kazda izometria hiperboliczna jest ztozeniem co
najwyzej trzech symetrii hiperbolicznych (jest wigc podobnie jak na plaszczyznie
euklidesowej, gdzie kazda izometri¢ mozna przedstawi¢ jako ztozenie jednej, dwoch lub trzech
symetrii osiowych, czego jednak nie bgdziemy udowadnia¢). W tym rozdziale zdefiniujemy
pojecie symetrii wzglgdem prostej w modelu Poincarégo. Wobec tego, ze w modelu tym
istnieja dwa rodzaje prostych, wigc tez wyrdzniamy dwa rodzaje hiperbolicznej symetrii
osiowe] w zaleznos$ci od tego, wzgledem jakiej prostej bedziemy wykonywac przeksztalcenie.
Zacznijmy od prostych pionowych:
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Definicja 3.28. Symetria hiperboliczna S; wzgledem pionowej prostej / w modelu Poincarégo
nazywamy euklidesowa symetri¢ osiowa wzgledem / ograniczong do ptaszczyzny modelu.

Zgodnie z powyzsza definicja obrazem danego punktu X w symetrii wzgledem pionowe;j
prostej / jest taki punkt X lezacy po drugiej stronie prostej /, ze euklidesowy odcinek XX~ jest
prostopadty do [ oraz | XP|, = | X'P|,, gdzie P jest rzutem prostokatnym (w rozumieniu
euklidesowym) punktu X na prosta / (patrz rysunek ponizej).

Symetria hiperboliczna wzglgdem pionowych prostych ma takie same wtasnosci, jak symetria
osiowa na plaszczyznie euklidesowej, a wigc jest ona przeksztalceniem wzajemnie

jednoznacznym oraz inwolucja (czyli S,”' = § ;) a zbiorem jej punktow statych jest prosta /.

Fakt 3.29. Symetria hiperboliczna S, wzgledem pionowej prostej [ jest izometriq plaszczyzny
nieeuklidesowej.

Dowod: Pokazemy, ze S, zachowuje odlegto$¢ pomigedzy dwoma dowolnymi punktami
ptaszczyzny nieeuklidesowej. Wezmy wigc dowolne punkty 4 1 B. Niech 4°, B’ bgda obrazami
A 1 B w symetrii wzgledem pionowej prostej /. Gdy punkty 4 1 B leza na jednej pionowej
prostej (patrz rysunek ponizej), to po przeksztalceniu tych punktéw przez symetrig¢ ich
odlegto$¢ od brzegu modelu nie zmieni sig, zatem nie zmieni si¢ tez ich wzajemna odlegltos¢.

Na mocy Definicji 3.1:

A g A=)
m(A4B) = |12,
0bQ

B=(xb) ~(x',b) m(A'B") = | ln@%@| = m(4B).

— e e — — (e e— e ) e

Wezmy teraz pod uwage punkty C i D lezace na prostej reprezentowanej w modelu przez
euklidesowy potokrag (patrz rysunek ponizej) i ich obrazy w symetrii S: C°, D’
Przyporzadkujmy punktom C, D, C’i D’katy, jak w Definicji 3.2. Mamy C - ¢ i D - p .
Zauwazmy, ze obrazom punktow C i D przyporzadkowujemy nastgpujace katy: C'- m-a
oraz D'- m-f  co wynika z wlasnosci symetrii. Zgodnie z Definicja 3.2 obliczamy:
m-B
2

m(CD) = |ln@tg%@- ln@tg%@h m(C'D") = |1n@tg%@- ln@tg @| Korzystajac

a
@Z Cth i podobnie

m a
z trygonometrycznych wzoréw redukcyjnych przeksztalcamy: tg@? iy
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tng - ﬁ—H = Cl‘gﬂ—. Podstawiamy do wzoru na m(C’D’):
02 20 2
100,

Ba O 0 i 0)- - e B O H -
m(C'D') \ln@ctgzg lngctgzg\ In 7 In tga| | ln@tg2@+ln@tg2§\

| ln@tg%@- 1n@tg%@| = m(CD).

Definicja 3.30. Symetrig-hip Swrgledem prestéy € reprezentowane] w modelu
Poincarégo euklidesowym poétokregiem o $rodku na brzegu modelu nazywamy euklidesowa
inwersj¢ wzgledem okrggu zawierajacego prosta C ograniczona do ptaszczyzny modelu.

Niech prosta C bedzie euklidesowym poétokregiem o srodku w punkcie O i promieniu . Wtedy
zgodnie z powyzsza definicja 1 na mocy Definicji 3.16 obrazem dowolnego punktu X
w symetrii wzgledem prostej C jest punkt X’ lezacy na polprostej OX~ 1 spetniajacy
warunek |OX |, 0 OX"|, = r*.

Tak okreslona symetria wzgledem prostej C jest przeksztalceniem wzajemnie jednoznacznym
1 spetnia wszystkie wlasnosci, jakie posiada inwersja na plaszczyznie euklidesowe;.

Uwaga: Na mocy uwagi do Definicji 3.16 inwersj¢ na ptaszczyznie euklidesowej mozna
rozszerzy¢ o srodek okrggu inwersji oraz o ,,punkt w nieskonczonosci”. Symetri¢ hiperboliczna
S. wzgledem prostej C bedacej euklidesowym polokregiem, ktora jest definiowana przy
pomocy inwersji na [ *, mozna okre§li¢ w podobny sposob, tzn. dodajac do dziedziny
przeksztalcenia punkty w ,dolnej i goérnej nieskonczonosci”’. Wtedy obrazem punktu O
,,Z dolnej nieskonczonosci” bedzie ,,punkt w gornej nieskonczono$ci’, natomiast obrazem
punktow réznych od O z brzegu modelu sa punkty okreslone wedtug Faktu 3.22 a).

Fakt 3.31. Symetria hiperboliczna S, wzgledem prostej C reprezentowanej w modelu
Poincarégo euklidesowym potokregiem o srodku na brzegu modelu jest izometriq plaszczyzny
nieeuklidesowej.

Dowod: Ze wzgledu na duza liczbg przypadkow i zmudne obliczenia dowdd tego faktu
pominiemy.
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3.4.3 Przyklady izometrii nieeuklidesowych bedacych zlozeniem odbi¢ hiperbolicznych

W tym rozdziale zajmiemy si¢ ztozeniami symetrii nieeuklidesowych, ktore jako ztozenia
izometrii takze sa izometriami. Ograniczymy si¢ jednak do zlozenia dwodch takich
przeksztatcen. Okaze sig, ze jednym z nich jest zwykla, tzn. euklidesowa translacja, natomiast
drugim ztych zlozen jest euklidesowa jednoktadno$¢, ktora, jak wiemy, na plaszczyznie
euklidesowej nie jest izometria.

Rozpatrzmy najpierw przypadek, gdy sktadamy dwa odbicia wzglgdem pionowych prostych /
im, gdzie [# m. Na plaszczyznie euklidesowej zlozenie dwoch odbi¢ wzgledem prostych

réownoleglych odlegtych od siebie o dlugos¢ d jest translacja o wektor |, o dlugosci 2d, ktory

jest prostopadly do danych prostych. Wobec faktu, ze symetria hiperboliczna wzgledem
pionowych prostych jest obcigciem symetrii osiowe] ptaszczyzny euklidesowej w taki sposob,
ze zachowuje wszystkie jej wlasnosci, wigc na plaszczyznie nieeuklidesowej prawdziwe jest
stwierdzenie:

Fakt 3.32. Zlozenie dwoch odbi¢ wzgledem pionowych prostych | i m jest euklidesowq
translacjq o wektor |, réwnolegly do brzegu modelu, ktory ma dlugos¢ rownq euklidesowej

podwojonej odlegtosci prostych [ i m.

S o8 =T, gdzie T  jest

-l

X . ) -'3(. cuklidesowq translacja

Whiosek 3.33. Kazda euklidesowa translacja o wektor rownolegly do brzegu modelu jest
izometriq ptaszczyzny nieeuklidesowej.

Dowéd: Niech Tu bedzie dowolna euklidesowa translacja o wektor ,, dtugosci a, ktory jest

rownolegty do brzegu modelu. Wezmy dwie dowolne pionowe proste m 1 [, ktérych

euklidesowa odlegtos¢ wynosi Ea. Na mocy Faktu 3.32 ztozenie odbi¢ hiperbolicznych

1
wzgledem tych prostych (ktore jest izometrig) jest translacja o wektor dtugosci 2 D@Ea@ =a,

wigc o wektor ,, lub o wektor _ ,, . Teraz wystarczy odpowiednio dobra¢ ztozenie S oS,

lub S, S, w taki sposéb, by zwrot wektora przesunigcia byt zgodny ze zwrotem wektora u
T

u "

1 otrzymamy izometri¢ rowna

Wezmy teraz pod uwage ztozenie dwoch odbi¢ hiperbolicznych wzgledem prostych bedacych
euklidesowymi potokrggami o wspdlnym $rodku na brzegu modelu. W takim przypadku
zachodzi nastepujacy fakt:
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Fakt 3.34. Zlozenie dwoch odbi¢ hiperbolicznych  wzgledem prostych C; i C,
reprezentowanych w modelu euklidesowymi potokregami o wspolnym srodku na brzegu modelu
O i o promieniach R, i R; jest euklidesowq jednoktadnosciq o srodku w punkcie O i dodatniej

2 2
R R
skali k = EFZE (lub k = ER—IE w przypadku, gdy sktadamy w kolejnosci I, °1¢,)-

1 2

Dowdd: Niech /. bedzie odbiciem wzgledem
prostej C; bedacej euklidesowym poétokregiem o srodku
w punkcie O i promieniu R;, natomiast /¢, - odbiciem

wzgledem prostej C, ktora jest reprezentowana
w modelu potokregiem o srodku w O i promieniu R,
(patrz rysunek po prawej). —

Zobaczmy, jakim przeksztalceniem jest ztozenie odbi¢ I¢, i I, . W tym celu wezmy dowolny
punkt X i znajdzmy jego obraz przez to ztozenie. Niech /¢ (X)= X' oraz I (X')= X", wigc
Io ol (X)= 1o (I (X))= I (X")= X". Z Definicji 3.16 mamy | Ox |, 0] OX"|, = R12 oraz

2

|OX'|; 0] OX"|, = Rzz. 7 pierwszego rownania obliczamy |OX'[; = ‘0)1(‘ , €O Do
E
R 2 2
podstawieniu do drugiego réwnania daje |O)l(| 0 OX"|, = R,”, skad |OX"|, = R—22D] oX|,.
E 1

Dhugos$ci odcinkéw OX 1 OX'"' sa wigc proporcjonalne, a ponadto odcinki te z Definicji 3.16

leza na jednej potprostej o poczatku w punkcie O. Odwzorowaniem przeksztalcajacym X
2

w X' jest zatem euklidesowa jednoktadnosé Jy o srodku w punkcie O i skali k = EFZE > 0.

1
W taki sam sposob, jak powyzej pokazujemy, ze ztozenie I °Ic jest jednoktadnoscia
2

R
o $srodku w punkcie O i skali & = ER—IE > 0.

2

Whiosek 3.35 Kazda euklidesowa jednoktadnosc¢ o srodku w punkcie na brzegu modelu
i dodatniej skali jest izometriq plaszczyzny nieeuklidesowej.

Dowédd:  Niech J, bedzie dowolna euklidesowa jednoktadnoscia o $rodku w punkcie O na
brzegu modelu i skali &> 0. Dla dwoch dowolnych prostych C; i C, reprezentowanych
w modelu euklidesowymi potokrggami o srodku w punkcie O i promieniach R, =11 R, = Vi

2 2
R k
mamy Eﬁ% = H%H = k. Z Faktu 3.34 mamy wiec I, °/. = Jg, przy czym zlozenie
1

I °I. jestizometria, zatem takze J, jest izometria.

3.4.4. Wnioski wynikajace z wlasnoSci izometrii hiperbolicznych

Definicja 3.36. Dwie figury nazywamy przystajacymi, jezeli istnieje izometria
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przeksztatcajaca jedna z nich na druga. Fakt, ze figura A4 jest przystajaca do B oznaczamy jako
A= B.

Postugujac si¢ pojeciem figur przystajacych w geometrii nieeuklidesowej nalezy wystrzegaé
si¢ intuicji nabytych w geometrii euklidesowej. Na [ * takie figury wygladaja bowiem
identycznie, tzn. maja taki sam ksztatt i1 wielko$¢, co nie ma miejsca na plaszczyznie
hiperbolicznej. Ponizszy przyktad i znajdujaca si¢ pod nim wtasno$¢ pokazuja, ze izometrie
hiperboliczne moga w taki sposob przeksztatci¢ dana figur¢, ze zmieni si¢ nie tylko jej
wizualna wielkos¢, ale takze 1 ksztalt, przy czym nieeuklidesowe odleglosci punktow
1 odleglosci ich obrazow beda takie same.

Wezmy odcinek o koncach P i Q na prostej / umieszczonej w uktadzie wspotrzednych
w modelu Poincarégo, jak na rysunku ponizej. Zgodnie z Definicja 3.1 nieeuklidesowa miara

3
odcinka PQ jest rtowna m(PQ) = | IHETQI = In3 . Przeksztalémy ten odcinek przez euklidesowa

jednoktadnosé¢ J o srodku w punkcie 4 i skali k£ = 2, ktora jest nieeuklidesowa izometria:

obrazami punktow P i O sa odpowiednio punkty P'= (x,,k0)=(x,,2) oraz
6
0'=(xy,kDB)=(x,,6), a zatem m(P'Q")= |ln@§@|: In3=m(PQ) i mimo tego, Zze na

rysunku ponizej moze si¢ wydawac, ze odcinek PQ przez izometri¢ hiperboliczna wydtuzyt sig,
to jednak, czego dowodza obliczenia, jego nieeuklidesowa miara nie ulegta zmianie.

o, /

P=(x,.1)

Ir:(xﬂ!ﬁ-_)

P'=(xX,2)

Proste, peki prostych i horocykle w modelu polplaszczyznowym

Wiasno$¢ 3.37. W modelu Poincarégo kazda prosta pionowa jest izometryczna z dowolng
prostq reprezentowangq przez euklidesowy potokrqg.

Dowod: Wezmy dowolne dwie proste: p i C, gdzie p jest prosta pionowa, natomiast C jest
euklidesowym potokregiem o $rodku O. Jesli prosta p nie przechodzi przez $rodek potokregu
C, wowczas przeksztatcamy ja przez symetri¢ wzgledem prostej C i zgodnie z Faktem 3.22
otrzymujemy prosta P reprezentowana przez euklidesowy poétokrag o srodku O’. Prosta P

przesuwamy o wektor oy lub 19 W taki sposob, by miata wspolny srodek z C w punkcie O,
a nastgpnie korzystajac z jednoktadnosci o s$rodku O i odpowiednio dobranej skali &
przeksztalcamy prosta P w prosta C. Prosta p przeksztalcilismy wigc w C przy pomocy
izometrii bedacej zlozeniem jednoktadnosci, translacji 1 symetrii hiperboliczne;:
J§eToS.(p)= C. W przypadku, gdy p przechodzi przez punkt O postepujemy jak powyzej
z ta roznica, ze w pierwszym przeksztalceniu wykonujemy symetri¢ wzglgdem dowolnie
wybranego pétokregu o srodku w punkcie roznym od O — wtedy obrazem prostej pionowe;j
bedzie potokrag. Ponizej przedstawiamy schemat wyzej opisanego postgpowania dla dwoch
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przyktadowych prostych.

p

— —_— ) =

o' O o' O

Wiasnosé 3.38.  Pek asymptotycznych prostych pionowych jest przystajqcy do kazdego peku
prostych, w sktad ktorego wchodzq wszystkie proste, ktorych przediuzenia przechodzq przez
ustalony punkt A na brzegu modelu.

Dowodd: Izometria przeksztalcajaca pierwszy z danych pgkdéw prostych na drugi jest
hiperboliczna symetria wzgledem prostej D reprezentowanej w modelu euklidesowym
potokregiem o srodku w punkcie 4 i dowolnym promieniu 7. Pionowa prosta / przechodzaca
przez A (jak na rysunku ponizej) zostanie przeksztalcona na siebie (Fakt. 3.22 a)), natomiast
obrazem kazdej z pozostatych prostych pionowych jest potokrag przechodzacy przez punkt A4,
co wynika z Faktu 3.22 b), c¢), d). Ponadto z Faktu 3.22 wynika, ze dla kazdego potokregu C
o koncu w 4 istnieje pionowa prosta, ktorej obrazem w danej symetrii jest C.

A

Wiasnosé 3.39.  Kazdy horocykl peku pionowych prostych jest przystajqcy do dowolnego
horocyklu peku prostych, ktorych przedtuzenia majq wspolny punkt na brzegu modelu.

dl

A

Dowodd: Przypomnijmy, ze zgodnie z Faktem 3.13 horocyklem / pgku pionowych prostych
jest kazda euklidesowa prosta réwnolegta do brzegu modelu, natomiast horocyklem H drugiego
peku prostych na mocy Faktu 3.14 jest kazdy euklidesowy okrag styczny do brzegu modelu
w punkcie M, ktory jest wspdlny dla prostych z peku (patrz rysunek ponize;j).

Wezmy teraz dowolny horocykl H, czyli okrag styczny do brzegu modelu w punkcie M (patrz

66



rysunek ponizej). Niech S¢ bedzie hiperboliczna symetria wzgledem prostej C reprezentowane]
w modelu euklidesowym potokregiem o srodku w punkcie M i dowolnym promieniu. Na mocy
Faktu 3.24 obrazem okregu H przez Sc jest euklidesowa prosta / rownolegta do brzegu modelu.
Prosta / mozna przeksztatci¢ na dowolna prosta réwnolegta do brzegu modelu (czyli horocykl
h) przy pomocy jednoktadnosci o $rodku w punkcie M i odpowiednio dobranej skali. Wobec
tego kazdy horocykl H mozna przeksztalci¢ na dowolny horocykl 4 przez izometri¢ bgdaca
ztozeniem hiperbolicznej symetrii i euklidesowej jednoktadnosci.

Kazde dwa horocykle peku pionWystajqce (przez jednoktadnosé
o dowolnym $rodku na brzegu modelu 1 odpowednio dobranej skali). Przystajace sa takze
dowolne dwa horocykle peku prostych, ktorych przedtuzenia maja wspolny punkt M na brzegu
modelu (izometria ktéra je przeksztalca jest jednoktadno$¢ o s$rodku w punkcie M

i odpowiednio dobranej skali). W zwiazku z powyzszym oraz na mocy Wlasnosci 3.39
mozemy wysuna¢ nastepujacy wniosek:

Whiosek 3.40. Kazde dwa horocykle sq przystajqce.
Ekwidystanty w modelu pélplaszczyznowym

Przy pomocy izometrii hiperbolicznych w modelu Poincarégo mozemy ustali¢ ksztalt
ekwidystant. Przypomnijmy, ze na mocy Definicji 2.27 ekwidystanta prostej k nazywamy linig
ztozona ze wszystkich punktow lezacych w ustalonej odlegtosci d od prostej & 1 po tej same;j
stronie tej prostej. Prosta k nazywamy wtedy prosta bazowa ekwidystanty. W omawianym
modelu rozrézniamy dwa rodzaje prostych, bedziemy zatem rozpatrywac¢ dwie sytuacje: gdy
prosta bazowa jest pionowa prosta oraz gdy jest nia prosta bedaca euklidesowym potokregiem.
Okreslmy najpierw ksztalt ekwidystant dla pierwszego przypadku. Wezmy dowolna pionowa
prosta / i dowolny punkt X [ /, ktorego odlegto$¢ od prostej / wynosi d (dla X U / mamy
d = 0 i prosta bazowa pokrywa si¢ z ekwidystanta). Oznacza to, ze | XX'|,; = d , gdzie X jest

nieeuklidesowym rzutem prostokatnym punktu X na prosta /, okreslonym w Definicji 2.11.
a m
Zgodnie zDeﬁnich 32 |H'|NE = |1n@tg5@- lngtg%gl , gdzie a = E i ﬁ sa katami

przyporzadkowanymi odpowiednio punktom X’ i X, jak na rysunku a) ponizej. Chcemy ustali¢
polozenie dowolnego punktu Y takiego, ze jego odlegto$¢ od prostej / bedzie taka sama, jak
odlegtos¢ punktu X od /, czyli réwna d. Oznaczmy przez Y’ nieeuklidesowy rzut prostokatny
punktu Y na prosta [/ Na mocy Definicji3.2 dla punktéow Y 1 Y’ zachodzi:

0
| YY'|\s = |1n@tgy5@- lngthEI, przy czym punkt Y’ nalezy do pionowej prostej, zatem

m
przyporzadkowany mu kat y jest rowny PE natomiast punktowi Y przyporzadkowujemy kat o.
Chcemy, by byto: [YY'y, = [XX"[yz, czyli zeby bylo spelnione rdéwnanie

\ln@tgnzg- ln@tg%@ | = |ln§tg%@- ln@tg%@L Podstawiamy zg% = 1 1 korzystamy z faktu,
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ze Inl= 0, Otrzymujemy |1n@tg%@]: \lngtgﬁzg\, gdzie f,0 0 (0,%) lub f,0 0 (%,IT), bo
[ 10 sa katami przyporzadkowanymi punktom X i ¥, ktore na mocy Definicji 2.27 znajduja si¢
po jednej stronie pionowej proste] [/, skad dostajemy rownanie ln@tg%@ = ln@tg%@,
Korzystajac z roznowarto$ciowosci funkcji logarytmicznej na calej swojej dziedzinie oraz
funkcji trygonometrycznej na przedziale (0, %) (lub na przedziale (%,IT )) uzyskujemy 0 = f .

Punkty X 1 Y, ktérym sa przyporzadkowane katy f i d, musza wigc leze¢ na jednej euklidesowe;j
polprostej o poczatku w punkcie 4, jak na rysunku b) ponize;j.

a) 1 b) |

Pokazemy, ze ta polprosta jest zbiorem punktow rownoodleglych od pionowej prostej /, czyli
ze jest jej ekwidystanta.

Punkty X’ 1 Y’ leza na euklidesowej potprostej / o poczatku w punkcie 4, a punkty X 1 ¥ na
euklidesowej potprostej AX, ktora takze ma poczatek w punkcie 4. Ponadto punkty X i X’ leza
na jednej prostej prostopadtej do /, ktéra jest euklidesowym poétokregiem o srodku w punkcie 4
1 promieniu 7, natomiast punkty Y i Y’ leza na euklidesowym polokregu o $rodku w A4
1 promieniu R, co powoduje, ze dlugosci odcinkow AX i AY oraz AX 1 AY’ pozostaja w tych
samych stosunkach, tzn. AY AV, E Punkty X, Y oraz X, Y’ jako punkty z tych samych

AX AX' r
polprostych mozna wigc na siebie przeksztatci¢ w nastepujacy sposob: J(X)= Y oraz

JE(X") =Y, gdzie J. jest euklidesowa jednoktadnoscia o poczatku w punkcie 4 i skali
R
= —. Obrazem odcinka XX’ w danej jednoktadnos$ci jest zatem odcinek YY’. Euklidesowa
r
jednokladno$¢ jest na plaszczyznie Poincarégo izometria, zatem |YY'[y, = | XX'|,,; = d.

Z dowolnosci wyboru punktu ¥ mamy, ze potprosta 4X - jest ekwidystanta prostej /, natomiast
z dowolnosci doboru punktu X U / otrzymujemy nast¢pujacy fakt:

Fakt 3.41.  Ekwidystantq E pionowej prostej | w modelu Poincarégo jest kazda euklidesowa
polprosta o poczqtku w punkcie A, ktory jest punktem przeciecia przediuzenia prostej |
i euklidesowej prostej bedqcej brzegiem modelu.

E; — przyktadowe ekwidystanty prostej /,
il{,2,..,06}




Zobaczmy teraz, jaki ksztalt przybieraja ekwidystanty prostej bazowej ,,potokrggowej”. Wezmy
dowolna prosta C reprezentowana w modelu euklidesowym poétokrggiem o srodku w punkcie
O 1 promieniu 7. Na mocy Faktu 3.22 b) te prosta mozna przeksztalci¢ izometrycznie na
pionowa prosta / styczna do C przez inwersj¢ wzgledem okrggu D o promieniu 27 i $rodku
w punkcie O’, ktory jest punktem przecigcia potokregu C i prostej bedacej brzegiem modelu
(patrz rysunek ponizej). Inwersja jest inwolucja (Wtasnos¢ 3.17), wiec 1,(/) = C. Potrafimy
juz wyznaczy¢ ekwidystanty prostej / (Fakt 3.41). Dzigki tej umiejgtnosci 1 przy pomocy
ponizszego lematu znajdziemy ekwidystanty prostej C.

Lemat 3.42. Obrazem ekwidystanty E prostej m w izometrii nieeuklidesowej Z jest linia Z(E)
bedaqca ekwidystantq prostej Z(m).

Dowéd: Niech ekwidystanta E prostej m bedzie w kazdym punkcie odlegla od prostej m
o dtugos¢ d. Izometria zachowuje odlegtosci, zatem linia Z(E) takze bedzie w kazdym punkcie
odlegta od prostej Z(m) o dtugo$¢ d, a wigc bedzie jej ekwidystanta, co konczy dowod.

Znajdzmy teraz ekwidystanty prostej C reprezentowanej w modelu euklidesowym
potokregiem. Prosta C jest obrazem w izometrii prostej /, zatem zgodnie z Lematem 3.42
ekwidystanty prostej C sa obrazami ekwidystant prostej / wtej samej izometrii, czyli
w inwersji wzgledem potokrggu D. Pozostaje nam sprawdzi€, jaki ksztalt beda miaty te
ekwidystanty. Wezmy wigc dowolna ekwidystantg £ prostej / (patrz rysunek ponizej). Jest ona
euklidesowa potprosta 1 przecina okrag inwersji w dwoch punktach: L 1 L’, wigc zgodnie
z Faktem 3.22 c) jej obrazem bedzie okrag przechodzacy przez punkty L, L’ oraz O’. W modelu
Poincarégo zawiera si¢ jedynie tuk O’L tego okregu, z czego wynika Fakt 3.43 zamieszczony
ponizej.

Fakt 3.43. FEkwidystantq E prostej C reprezentowanej w modelu Poincarégo euklidesowym
polokregiem ograniczonym punktami A i B na brzegu modelu jest tuk AB (zawarty
w plaszczyznie modelu) kazdego okregu przechodzqcego przez punkty A i B.

E
(\ E; — przyktadowe ekwidystanty prostej C, iU {1, 2,3, 4}
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Trojkaty idealne w modelu pélplaszczyznowym

Wiasnosé 3.44.  Kazde dwa trojkqty idealne o wszystkich trzech wierzchotkach idealnych sq
przystajqce.

Dowodd: Przypomnijmy, ze zgodnie z Definicja 3.10 trdjkatami idealnymi nazywamy
trojkaty, w ktorych niektore pary bokoéw sa zastapione asymptotycznymi potprostymi lub
asymptotycznymi prostymi. W trojkatach idealnych, gdzie wszystkie wierzchotki sa idealne,
kazde dwa boki sa wzgledem siebie asymptotyczne, a trojkaty moga wyglada¢é, jak na

ponizszych rysunkach: F

2

—_— —_—ee— — e e e e

D E

Najpierw udowodnimy, ze dowolny trojkat ABO o wszystkich wierzchotkach w ,,dolnej
nieskonczono$ci”, czyli na brzegu modelu, jest przystajacy do dowolnego trojkata DEF,
w ktoérym dwa wierzchotki sa na brzegu modelu, a jeden w ,,gérnej nieskonczonosci”.

Wezmy teraz trojkaty ABO 1 DEF jak na rysunkach powyzej. Pokazemy, Ze istnieje izometria
przeksztalcajaca pierwszy z nich na drugi. Na poczatku przeksztalémy izometrycznie trojkat
ABO w taki sposob, by jeden z jego wierzchotkéw, np. O =znalazt si¢ w ,gbérnej
nieskonczono$ci”, czyli przeksztat¢émy euklidesowe potokregi 4O 1 BO w pionowe proste.
W tym celu postuzymy si¢ symetria hiperboliczna /- wzgledem prostej C reprezentowanej
w modelu euklidesowym poétokregiem o srodku w punkcie O i dowolnym promieniu 7. Zgodnie
z Faktem 3.24 a) obrazami prostych 4O i1 BO przez takie odwzorowanie sa pionowe proste,

ktorych przedluzenia przecinaja brzeg modelu w punktach A’ i B’, gdzie A'= I.(A4) oraz
B'= I.(B), jak na rysunku ponizej. Na mocy uwagi do Definicji 3.30 obrazem punktu O jest

punkt O’ bedacy ,,punktem w gornej nieskonczono$ci”’. Obrazem prostej AB w symetrii
wzgledem C jest natomiast prosta B’4".

0!
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Przesunmy teraz trojkat B’A’O’ poziomo w taki sposob, by $rodek euklidesowego potokregu
reprezentujacego prosta B’A’ pokrywat si¢ ze $rodkiem potokregu DE (translacja pozioma T’
jest izometrig hiperboliczng).

F=0'

Niech | DS |; = R, natomiast | B'S |, = r. Wtedy trojkat B’A’O’
mozna izometrycznie przeksztalci¢ na trojkat DEF przez

R
jednoktadnosé J& o érodku w punkcie Siskali k= —.

r
Przeksztatcilismy wige trojkat ABC na trojkat DEF przez /
odwzorowanie bedace zlozeniem izometrii hiperbolicznych: _ _ I ¥ . X _ L _ _
Jg oT o1.(A ABC), zatem trojkaty te sa przystajace. D B'SA' E

Majac dane dwa trojkaty o jednym wierzchotku w ,,punkcie w gornej nieskonczonosci”
postgpujemy, jak w przypadku trojkatow B’A’0O’ 1 DEF w powyzszym dowodzie. Chcac
natomiast pokaza¢ przystawanie dwoch dowolnych trojkatéw ABO 1 XYZ, w ktorych wszystkie
wierzchotki znajduja si¢ na brzegu modelu, réowniez mozemy skorzysta¢ z dowodu
zaprezentowanego powyzej. Otdéz bierzemy dowolny trojkat DEF o jednym wierzchotku
w ,,punkcie w gornej nieskonczono$ci” i pokazujemy, ze ABO = DEF . W ten sam sposob
uzasadniamy, ze DEF = XYZ | skad otrzymujemy ABO = XYZ

Zadania dotyczace izometrii w modelu Poincarégo

Na ponizszej liScie zadan bedziemy uzywaé symbolu £, ktory oznaczaé bedzie plaszczyzne
w modelu Poincarégo.

1. Uzasadnij, ze dla kazdych dwoch punktow 4 i B z H* istnieje prosta w H- taka, ze odbi-
cie w tej prostej przeksztalca A na B. Prosta t¢ nazywamy symetralng odcinka 4B.

2. Uzasadnij, ze symetralne bokow trojkata o wierzchotkach (0, 1), (1, 1) i (2, 1) w mode-
lu potptaszczyznowym nie przecinaja si¢. Wywnioskuj stad, ze nie istnieje okrag opisa-
ny na tym trojkacie. Skonstruuj trojkat, w ktérym symetralne bokow sa rozbiezne.

3. Uzasadnij, ze dla kazdych dwoch prostych w H istnieje izometria przeksztalcajaca jed-
na na druga. Czy moze to by¢ odbicie (inwersja) ?

4. Dane sa proste [ i m oraz punkty AL [, BL m. Uzasadnij, ze istnieje izometria I taka,
ze 1(1)= m oraz I(A)= B,

5. Uzasadnij, ze dwa trojkaty o dwoch wierzchotkach idealnych sa przystajace wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy katy przy wierzchotkach wlasciwych sa rowne.

6. Udowodnij, ze trdjkaty o jednym wierzchotku idealnym sa przystajace wtedy i tylko
wtedy, gdy ich katy przy wierzchotkach wtasciwych sa odpowiednio réwne. Uzasadnij
tez, ze w takich trojkatach suma dwoch katow przy wierzchotkach zwyktych jest mniej-
sza niz 180°.

7. Uzasadnij cechy przystawania BKB i KBK trojkatow w H-.

Ponizsze zadania rozwiqz, sprowadzajqc ogolny przypadek do prostszego przypadku
szczegolnego, przeksztatcajqc dane wystepujqce w zadaniu przez odpowiedniq izometrie.

8. Pokaz, ze dla kazdych dwoch prostych rozbieznych / i m istnieje doktadnie jedna prosta
k prostopadta do /i do m.

9. Uzasadnij, ze jezeli symetralne dwoch bokow pewnego trojkata sa asymptotyczne, to
symetralna trzeciego boku jest asymptotyczna do obu poprzednich symetralnych.
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10. Pokaz, ze dwie proste a i b prostopadte do trzeciej prostej ¢ sa wzgledem siebie rozbiez-
ne. Pokaz to samo dla prostych a i b tworzacych z trzecia prosta ¢ katy naprzemianlegte
rowne.

11. Niech a i b beda prostymi rozbieznymi. Sprawdz, ze zbior rzutéw prostopadtych punk-
toOw prostej b na prosta a zawiera si¢ w ograniczonym odcinku prostej a.

3.5 Pola powierzchni wielokatow na plaszczyznie nieeuklidesowej

W tym rozdziale zbadamy pola trojkatéw idealnych oraz pola trojkatow o wierzchotkach
wlasciwych (tzn. nieidealnych). Nastgpnie skorzystamy z faktu, ze wielokaty, zarowno na
ptaszczyznie euklidesowej jak 1 nieeuklidesowej, mozemy traktowac jako figury, ktore sa suma
skonczonej liczby nie zachodzacych na siebie trojkatow, zatem ich pole jest rowne sumie pol
tych trojkatow.

Wezmy najpierw pod uwagg trojkaty idealne. Moga one mie¢ jeden, dwa lub trzy wierzchotki
idealne. Aby moc je (tzn. te trojkaty) odroznia¢, wprowadzimy oznaczenia: I, niech bedzie
trojkatem idealnym z jednym wierzchotkiem wilasciwym o kacie ¢ 0 (0,7) i dwoma
wierzchotkami idealnymi, za$ 7, ; niech bedzie trdjkatem idealnym, w ktorym sa dwa
wierzchotki wlasciwe o katach o i 8 (oba z przedziatu (0, 7)) oraz jeden wierzcholek idealny.
Oznaczenie T, niech natomiast dotyczy trdjkata idealnego o wszystkich trzech wierzchotkach
idealnych. Na ponizszych rysunkach zostaty przedstawione przyktady takich trojkatow.

Zauwazmy, ze zgodnie z Wlasno$cia 3.3 na przedstawionych powyzej rysunkach zachodzi:
o =y oraz f§ = ¢. Dzigki temu w modelu Poincarégo w tatwy sposdb mozna wyznaczaé trojkaty

T, i T, ; o zadanych katach, a takze porownywaé katy, w ktorych jedno ramie¢ zawiera sig
w prostej reprezentowanej przez euklidesowy potokrag.

Pole trojkata o trzech wierzcholkach idealnych

Zbadamy pole trojkata 7, , ktory jest figura nieograniczong i moze sie wydawacé, ze jego pole
jest nieskonczone. Nie jest to jednak prawda, co udowodnimy w ponizszym fakcie.
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Fakt 3.45. Trdjkaqt T, jest wielokqtem o skoriczonym polu powierzchni.

Uwaga: W ponizszym dowodzie bedziemy korzysta¢ =z wilasnosci pola figur
nieeuklidesowych, ktore mowia, ze figury przystajace maja réwne pola oraz ze figury
ograniczone maja skonczone pola. a

Dowod Faktu 3.45:  Wystarczy, ze przeprowadzimy dowod dla

jednego dowolnie wybranego trojkata 7T,,, poniewaz na mocy )

Wilasnosci 3.44 kazde dwa trojkaty idealne T}, sa przystajace, zatem B

maja rowne pola. Postuzymy si¢ ukladem wspotrzednych, ktérego o$

OX pokrywa si¢ z brzegiem modelu, natomiast o§ OY pokrywa si¢ Fl/f XH F,
z jednym z bokow trojkata 7T, .

[
L

4 Bedziemy dowodzi¢ w nastgpujacy 0 1
sposob: w trojkacie T, ,odetniemy” figury F,, F, i F, przy
2°-8 wierzchotkach idealnych w taki sposob, by pozostata figura Fj
byla ograniczona (patrz rysunek powyzej).
Figura F’; jako ograniczona ma skonczone pole. Problem stanowia
A, figury F), F>1Fy

Poniewaz istnieja izometrie przeksztalcajace kazde dwa
wierzchotki idealne na siebie (patrz dowod Wiasnosci 3.44), wigc
wszystkie wierzchotki idealne sa ,,rownouprawnione”. Wystarczy
zatem udowodni¢, ze pole jednej z odcigtych figur przy
wierzchotku idealnym jest skonczone, wtedy pola pozostatych
2°=4 dwoch takze beda skonczone. Wybierzmy F, ipodzielmy ja na
euklidesowe prostokaty 4, o euklidesowych wymiarach 1x 2",

Az gdzie nl {1, 2,...} | jak na rysunku po lewe;.
519 Pokazemy, ze P(F})* iZlP(A[): 2P(4,), gdzie P(4) — pole
~ figury A4.
2%-1 Az Podzielmy figur¢ 4, pionowym odcinkiem na dwie przystajace
/‘\ S czesci, tzn. na dwa euklidesowe prostokaty o wymiarach % x1.
0 1

Niech Zz bedzie tym z nich, ktory przylega do osi OY (patrz rysunek

powyzej). Okazuje sig, ze 4, mozna przeksztalci¢ izometrycznie przez

jednoktadnos¢ o $rodku w 0 iskali k, = 2 na figure 4,, wiec A, AEJE 22.

Teraz A, przesunmy poziomo na drugi z prostokatow, na ktore

podzielilismy A;. Oznaczmy T(Zz) = jz. Prostokat, na ktorym wczesniej lezat Zz dzielimy
1
pionowym odcinkiem na dwa przystajace euklidesowe prostokaty o wymiarach 2 x 1, jak na

rysunku po prawej. Niech 23 bedzie tym z nich, ktory przylega do osi OY. Podobnie, jak

wczesniej, takze figure 4, mozna przeksztalci¢ izometrycznie przez jednoktadnos¢ o $rodku
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w0 iskali k3 =4 na figurg 4;, wige 4, T A, - Teraz A, przesunmy poziomo na drugi
z prostokatow, na ktore podzieliliSmy 22 1 oznaczmy T(ZS) S i. Okazuje sig, ze wykonujac

powyzsze procedury nieskonczenie wiele razy otrzymujemy coraz to wezsze euklidesowe
~ . . 1 .. .
prostokaty 4,, gdzie iU {2,3,...}, z ktérych kazdy ma wymiary > x 1 i jest przystajacy do

figury 4; przez jednoktadnos¢ o érodku w 0 i skali &, = 2. Ponadto [ Z,. jest rowna figurze
A, bez jednego odcinka. Innymi stowy oznacza to, ze euklidesowy prostokat 4, mozna zapetnic

figurami Zi, z ktorych kazda jest przystajaca do 4,. Figury przystajace maja rowne pola,

zatem P(A)= P(4,)= P(Z). Mamy wigc: z P(4;) = 2 P(4,)= Z P(4,)= P(4)), 7 czego
i=2 i=2 i=2

P(F,)= P(4)+ Z P(4;)= P(A)+ P(A)= 2P(4,). Figura A4, jest ograniczona, wigc ma
=2

skonczone pole, stad takze pole figury F,, ktore jest rowne 2P(4,), jest skonczone.

Pokazemy teraz, ze faktycznie F; jest takze figura o skonczonym polu - wtedy tez F, bgdzie

mialo skonczone pole, gdyz F; jest przystajacy do F; (izometrig przeksztatcajaca jedna z tych

figur na druga jest symetria hiperboliczna wzgledem pionowej prostej przechodzacej przez

1
punkt @5,0@ ). W tym celu przeksztal¢my izometrycznie trojkat F; w symetrii hiperbolicznej

wzgledem prostej reprezentowanej euklidesowym poélokregiem o Srodku w punkcie 0 i
promieniu 7 = 1. Przeksztalcajac w tej inwersji boki F; otrzymujemy figur¢ G jak na rysunku a)
ponizej. Zwrdo¢my uwage na to, ze bok F; bedacy poziomym odcinkiem stanowi czgs¢
horocyklu 4 pgku pionowych prostych, ktéorego obrazem w danej inwersji jest horocykl 4’
bedacy euklidesowym okrggiem przechodzacym przez punkt 0.

a) A b) A

G,

> >
0

Nastepnie trojkat G dzielimy na figury G; i G», jak na rysunku b) powyzej. Figura G, jest
ograniczona, wigc ma skonczone pole, natomiast fakt, ze figura G, takze ma skonczone pole
pokazujemy, jak w przypadku figury F,. Tréjkat G ma skonczone pole, gdyz sktada si¢ z dwoch
figur o skonczonym polu. Oznacza to, ze trdjkat F; a tym samym takze trojkat F; jest figura
o skonczonym polu.

Mamy P(T,) = P(F))+ P(F,)+ P(F,)+ P(F,), zatem T}, jako wielokat bedacy suma czterech
wielokatow o skonczonym polu takze ma skonczone pole.

74



Uwaga: Trojkat 7, moze stanowi¢ uniwersalny wzorzec pola na plaszczyznie

nieeuklidesowej, poniewaz zgodnie z Wlasnoécia 3.44 kazde dwa trojkaty idealne T, sa
przystajace, czyli innymi stowy istnieje tylko jeden taki trojkat z doktadnos$cia do izometrii.

OkreSlenie 3.46. Bedziemy przyjmowacd, zZe trojkqt idealny T, ma pole powierzchni P(T,)
rowne .

Pole tréjkata o dwoch wierzcholkach idealnych

Zbadajmy teraz pola trojkatow z jednym wierzchotkiem witasciwym 1 dwoma idealnymi.
Poniewaz wszystkie takie trojkaty o ustalonym kacie a w wierzchotku wilasciwym sa
przystajace (o czym moéwi ponizszy fakt), ograniczymy si¢ do wyznaczenia pola jednego

trojkata T,

Fakt 3.47.  Dwa trojkqty o dwoch wierzchotkach idealnych sq przystajace wtedy i tylko
wtedy, gdy katy przy ich wierzchotkach wtasciwych sq rowne.

Dowod: Dowod tego faktu jest trescia zadania nr 5 na liscie zadan na str. 71.
Wezmy teraz dowolny trojkat 7, o dowolnym kacie @ 0 (0,7 ) (patrz rysunek a) ponizej).

a) b)

_— e e e = e

A

Dorysujmy do 7; trojkat Ty, jak na rysunku b) powyzej.

Wtedy mamy P(7,)+ P(Iy)= P(IT,,,)* P(T;). Podstawiajac P(T,,)= T otrzymujemy
P(T,))+ P(T;)= P(T,,;)* T, co po odjeciu z obu stron 27 daje nam roéwnanie
(P(T,)-m)+ (P(T;)-m)= P(T,.;)-T. Rozwazmy teraz pomocnicza  funkcje
S:(0,m) -+ (-m,») okreslona wzorem: f(0 )= P(T,)- I . Dzigki wcze$niej wyznaczonemu
rownaniu  (P(T;)- 1)+ (P(Ty)-1)= P(I,.,)- T mozemy zauwazy¢, ze funkcja f
zdefiniowana powyzej jest addytywna, gdyz spelnia dla dowolnych jej argumentow a ip
zachodzi f(@ )+ f(B)= f(¢ + B).Odwzorowanie f jest ponadto malejace.

Rzeczywiscie, dla dowolnych katow 0,y 0 (0,7) takich,
ze 0>} zachodzi T; U T, skad P(T;)< P(I,), zatem
P(Ty)-m < P(T)-m,ezyli f()< f(y)-
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Wiedzac ze f jest addytywna i monotoniczna, mozemy skorzysta¢ z twierdzenia analizy
matematycznej, ktorego dowod pominiemy w tym skrypcie:

Fakt 3.48. Jezeli funkcja [ spetnia zaleznos¢ f(@)+ f(B)= f(@ + B) dla dowolnych
argumentow a, B i jest monotoniczna, to dla pewnej statej ¢0 0 zachodzi f(0 )= clo .

Wyznaczmy stata ¢ dla naszej funkcji. Na razie wiemy jedynie, ile wynosi pole trojkata 7.

Ponadto dwa odpowiednio dobrane trojkaty T”E (patrz rysunek ponizej) dopetniaja si¢ do Ti.
Wykorzystajmy te informacje do obliczenia pola trojkata T”E :

P(T,)= S PT,)

2

T
2

m
Obliczmy teraz stala c, wstawiajac do wzoru f(0 )= cll argument 0 = X Z jednej strony

mamy f(%): P(T,)- T

oo NV S . :
= hy 3 Z drugiej f (5): EDC. Otrzymujemy wigc
2

m
2

m m L. . . . .
S = EDC’ skad ¢ = - 1. Dla kazdej warto$ci a spelnione jest zatem rownanie f(¢ )= - @ .
Wr6émy teraz do wzoru funkcji 7, ktory ma postaé¢ (@)= P(T, )- 1 . Wstawiajac f(@ )= -0
dostajemy rownanie -0 = P(T,)-nm, skad P(T,)=1m -0, co dowodzi prawdziwosci
ponizszego faktu.

Fakt 3.49.  Pole powierzchni tréjkqta T, , w ktdrym sq dwa wierzchotki idealne i jeden
wlasciwy o kqcie @ U (0, 1) jest réwne T =0 |

Pole trojkata o jednym wierzcholku idealnym

Podobnie, jak w poprzednich przypadkach, takze i1 teraz zbadamy pole dla wybranego typu
trojkatow 1, ; o ustalonych katach a i f, poniewaz istnieje tylko jeden taki trojkat
z doktadno$cia do izometrii. Mowi o tym ponizszy fakt, ktérego dowdd pozostawimy

czytelnikowi do samodzielnego przeprowadzenia (jest to cze$¢ zadania nr 6 z listy zadan na
str. 71).

Fakt 3.50.  Kazde dwa trojkqty o jednym wierzchotku idealnym i dwoch wiasciwych,
w ktérych sq kqty o.i B z przedziatu (0, 1) sq przystajqce.
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Obliczmy teraz pole trojkata 7, ;. W tym celu wezmy
dowolny trojkat 7, ; i dorysujmy do niego trojkat 7, ,
ktory w wierzchotku wlasciwym ma kat y przyleglty do
kata B, zatem 1, = T, ;.

Dla trojkatow I, ;,, T,.5 oraz T, jak na rysunku powyzej zachodzi:
P(T, ;,)* P(T,.;)= P(T,). Z Faktu 3.49 mamy P(T,.;)=mn-(m-B)=p oraz
P(T,)=1 - @ , co po podstawieniu do pierwszego rownania daje nam P(7, ;) + B =1 - a

skad P(T, ;) =1 -0 - B | zatem prawdziwy jest ponizszy fakt.

Fakt3.51.  Pole powierzchni tréjkqta T, ;, w ktérym jest jeden wierzchotek idealny i dwa

wiasciwe o katach o.i B z przedziatu (0,T) jest réwne T -0 - .
Pole trojkata o trzech wierzcholkach wlasciwych

Wyznaczyli§my juz wzory na pola wszystkich trojkatow idealnych. Czas, bySmy w koncu
zbadali pola trojkatow, w ktorych wszystkie trzy wierzchotki sa wtasciwe. W przypadku tych
trojkatow pole P(T; ;,) jest wyznaczone jednoznacznie, co wynika z Faktu 3.52
zamieszczonego ponizej.

Istnienie zwiazku pomigdzy dlugoscia odcinka a katem (pokazane w rozdziale 2.4.4, str. 27)
sprawia, ze w geometrii nieeuklidesowej nie ma podobienstw, a jedynie przystawanie,
natomiast do tego, by trojkaty byly przystajace wystarczy, by miaty takie same katy (czego w
tym skrypcie nie bgdziemy udowadniac). Jest to tzw. cecha kkk (kat — kat — kat) przystawania
trojkatow. Z cechy tej wynika nastepujacy fakt:

Fakt 3.52.  Dowolne dwa nieeuklidesowe trojkqty o wszystkich wierzchotkach witasciwych
i katach o, B, y sq przystajqce.

Znajdzmy teraz wzor na pole trojkata 7, 5 ,. W tym celu wezmy dowolny trojkat 7, 5 ,

o katach a, f, y i trzech wierzchotkach wtasciwych. Przedluzmy kazdy z jego bokéw z jednej
strony do brzegu modelu, jak to zostato zrobione na rysunku ponize;j.
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Powstaly trzy trojkaty idealne 7;.,, 7,.; oraz T;.,, kazdy o dwoch wierzchotkach
idealnych i jednym witasciwym, w ktorym kat jest rowny katowi przylegtemu odpowiednio do
katow o, B i y. Trojkaty te dopetiaja I, ;. , do trojkata T, o wszystkich wierzchotkach
idealnych. Dla tych trojkatéw zachodzi: P(7, ; )t P(T,., )+ P(T,.,)+ P(T,.,)= P(T,).
Na mocy Faktu 3.49 mamy P(7,.,)=7-(T-0)=0 i podobnie P(T;.;)= P oraz
P(T,.,) =V , natomiast zgodnie z Okre$leniem 3.46 P(T,,) = T . Podstawiajac te wartoéci do
réwnania powyzej otrzymujemy P(7, ; )+ 0 + B +y =1 skad P(T, ;, ,)=m-(@ +f +Y})
. Prawdziwy jest zatem ponizszy fakt.

Fakt 3.53. Pole powierzchni tréjkqta T, ; , o wszystkich trzech wierzchotkach wtasciwych
i katach a, B, y z przedziatu (0,7) jest réowne T - (@ + f + ).

Uwaga: Jesli przyjmiemy, ze kat w wierzchotku idealnym wynosi 0°, to wowczas powyzszy
wzor wylicza takze pola trojkatéw idealnych, tzn.
P(T,)= P(T, yop)=T-@+0+0)=7 -0 oraz

P(T, )= P(T, 5 0)=m-@+p+0)=m-a-p

Definicja 3.54. Roznice 7T - (@ +f +y), czyli réznice sumy katow w trojkacie
euklidesowym oraz sumy katow w trojkacie nieeuklidesowym nazywamy defektem.

Zgodnie z powyzsza definicja oraz na mocy Faktu 3.53 i Uwagi do tego faktu zachodzi
nastepujacy fakt:

Fakt 3.55.  Pole trojkqta nieeuklidesowego jest rowne jego defektowi.
Pole wielokata nieeuklidesowego

Potrafimy juz obliczy¢ pole dowolnego, takze idealnego trojkata. Teraz wykorzystamy tg
wiedze, by okresli¢ pole dowolnego n—kata nieeuklidesowego. Na poczatku rozdziatu 3.5
wspominaliSmy juz, ze na plaszczyznie nieeuklidesowej kazdy wielokat mozna przedstawic
w postaci sumy skonczonej liczby nie zachodzacych na siebie trojkatéw. Spojrzmy na rysunek

ponizej, gdzie na takie trojkaty zostal podzielony przyktadowy
C  czworokat hiperboliczny.

Pole dowolnego czworokata ABCD o katach a, f, y, o0 , gdzie
¢ =¢,+a, oraz y =y +y,  jest rbwne sumie pol trojkatow ABD




1 BCD.

Trojkaty te maja wszystkie wierzchotki  wilasciwe, wigc na mocy Faktu 3.53
PABD:H_(G1+5+V1) iPBCD:n_(a2+/3+y2)-

Mamy zatem:

Pisep = Pugp t Paep = n—(a,+5+y1)+n—(a2+[5+y2):
:2n-(al+6+y1+az+[5+y2):2n-(a+[3+y+6).

Zauwazmy, ze suma katow dowolnego czworokata euklidesowego wynosi 27 , natomiast suma
katow w czworokacie ABCD jesttowna 0 + f +y +0  Réznica 21 - (@ + f +y + 0) jest wiec
defektem czworokata ABCD. Oznacza to, ze pole dowolnego czworokata o wszystkich
wierzchotkach wlasciwych jest réwne jego defektowi.

Jak si¢ za chwile okaze, takze dla czworokatow idealnych, a co wigcej - rowniez dla
dowolnego wielokata nieeuklidesowego pole powierzchni jest réwne defektowi.

Twierdzenie 3.56.  Pole powierzchni dowolnego n-kqta nieeuklidesowego (o wierzchotkach
zwyktych lub idealnych w dowolnych kombinacjach) jest rowne defektowi, ktory okreslamy
jako réznice pomiedzy sumq kqtéw dowolnego n-kqta euklidesowego wynoszqcq T(n-2), a
sumgq kqtow danego n-kqta nieeuklidesowego.

Zgodnie z powyzsza definicja pole danego n-kata nieeuklidesowego o katach @ ,0,...0,
obliczymy ze wzoru NT(n-2)-(0,+0,+...+0,), przy czym przyjmujemy, ze

w wierzchotkach idealnych kat jest rowny 0°, zatem dla pewnego i moze by¢ ¢, = 0",

Uwaga: W indukcyjnym dowodzie Twierdzenia 3.56 istotna rolg begdzie odgrywac podziat
rozpatrywanego wielokata za pomoca przekatnej. Na plaszczyznie hiperbolicznej przez
przekatna wielokata pomigdzy wierzchotkami 4 1 B rozumiemy odcinek, polprosta lub prosta
taczaca punkty 4 1 B 1 nie bedaca bokiem danego wielokata. W przypadku, gdy mamy do
czynienia z wierzchotkami idealnymi, przekatnymi beda proste (lub ich czgsci), ktérych
przedtuzenia przechodza przez punkt w ,,gérnej lub dolnej nieskonczonosci”, np. przekatna p
jak na rysunku ponize;j.

Dowodd Twierdzenia 3.56: Zastosujemy indukcj¢ matematyczng  wzglegdem  liczby
wierzchotkow wielokata nieeuklidesowego 1 pokazemy, ze Twierdzenie 3.56 jest prawdziwe
dla kazdej liczby naturalnej n2 3.

Dla n = 3 twierdzenie to jest prawdziwe na mocy Faktu 3.55.

Wprowadzimy pomocnicze oznaczenia: niech W, oznacza wielokat o k wierzchotkach,
natomiast W, niech bedzie wielokatem o (k+1) wierzchotkach. Wtedy P(W)) bedzie polem
wielokata o k£ wierzchotkach.

Zatozmy, ze dla W, zachodzi PW,)=mn(k-2)-(a,+...+0a,), gdzie 0,,...,0 , sa katami
danego W,. Udowodnimy, ze dla W, prawdziwa jest rownos¢:

PW, )=kt D-2)- (@, t...t 0, +0,,), gdzie 0 y,...,0 ., sa katami danego Wi.,.
Kazdy wielokat nieeuklidesowy o (k+1) wierzchotkach mozna podzieli¢ przy pomocy jednej
przekatne] na dwa wielokaty, z ktérych jeden bedzie trojkatem, a drugi wielokatem
o k wierzchotkach. Wiasno$¢ ta zachodzi zarowno dla wielokatow wypuktych jak i wklgstych,
jednak nie bedziemy tego dowodzi¢. Podzielmy zatem W,,, przy pomocy przekatnej p (patrz
rysunek ponizej) na dwie figury: trojkat i wielokat o k£ wierzchotkach. Ponumerujmy nastgpnie
katy Wi, w takiej kolejnosci, by p dzielita katy a; i a; na dwie czg$ci. Wtedy mamy
a,=f,+p,oraz 0 5=V, *V,, gdzie B;. y;sa katami utworzonego k-kata, natomiast 3, . sa
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katami trdjkata. Ponadto takze kat o, nalezy do tego trojkata. Stosujac zatozenie indukcyjne
otrzymujemy:

P(Wkﬂ): P(Wk)'I'P(W;): IT(k-Z)-(,Bl'I' y1+04+05+...+0k+1)+ P(Wg)
Zgodnie z Faktem 3.55 mamy P(W;)=1m - (@ ,+ f,+V,), zatem

PW,.1) = H(k-2)-(ﬁ1+y1+04+...+0k+1)+ﬂ-(02+ :Bz"'yz):

- H(k+l-2)-(/31+ Vit [32"' y2+02+a4+05+...+0k+1)= H((k+1)-2)-(Gl+...+ak+1).

Z zasady indukcji matematycznej wnioskujemy, ze Twierdzenie 3.56 jest prawdziwe dla kazde;j
liczby naturalnej n 2 3, co nalezato dowies¢.
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