11. Zadania do wykfadu
Analiza IB, R. Szwarc

. Znalez¢ wartosci najwiekszg i najmniejsza funkcji w podanych przedziatach.

-2+ 8+ 1, [-2,2]; 2 +r+1, [-1,1];  2* 432 +2, [-1,1];
\/5—1 z+1 1

i — —n/2,7/2];, ———, [-1,=]:

sinfa| +cosw — o — o, [~n/27/2 S [FL )

. Zalézmy, ze | f'(z)] < M dla a < z < b. Korzystajac z twierdzenia o wartosci sredniej pokazad,

ze | f(b) — f(a)] < M(b—a), czyli f(a) — M(b—a) < f(b) < f(a) + M(b—a).

Korzystajac z poprzedniego zadania oszacowaé od gory liczbe /101 Wskazéwka: Niech f(x) =
Vv, a =100 oraz b = 101.

4. Oszacowaé od gory liczby 28%/3 1 331/5.

Niech g(z) = z* — 2023 — 252% — z + 1. Pokaza¢, ze dla pewnej liczby ¢ € (—1,1) zachodzi
4¢3 —60c? — 50c — 1 = 0. Wskazéwka: Pokazaé wezesdniej, ze funkcja g(r) ma przynajmniej dwa
miejsca zerowe w przedziale (—1,1).

Funkcja g(z) jest ciagla w [a,b] i rézniczkowalna w (a,b). Pokazaé, ze jesli ¢'(x) # 0 dla
wszystkich = € (a,b), to funkcja g(x) jest albo Scisle rosngca albo Scisle malejaca.

7. f(x) = zg(x) oraz funkcja g(z) jest ciagta w zerze. Pokazaé, ze f’(0) istnieje.
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12.
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Pokaza¢, ze jesli f’(0) istnieje oraz f(0) = 0, to istnieje funkcja g ciagla w zerze taka, ze

f(z) = zg(x).

Pokaza¢, ze pochodna dowolonej funkcji rézniczkowalnej ma wlasno$é Darboux, tzn. jesli f/(a) <
Q.

a < f'(b), to dla pewnego punktu ¢ lezacego pomiedzy punktami a i b zachodzi f’(c)
Wskazéwka: Rozwazy¢ funkcje g(x) = f(x) — ax. Skorzystaé z zadania 6.

Pokazaé, ze jesli wszystkie, tzn. w liczbie n, pierwiastki wielomianu P(z) = a,2™+. ..+ a1z +ag
sg liczbami rzeczywistymi, to réwniez pochodne tego wielomianu maja te wtasnosc.

Pokazaé, ze jesli liczby rzeczywiste cg, c1, ..., ¢, spelhiaja zaleznosé
C1 Cp
oO+t—+..+——=
T n+l

to wielomian c,x" + ...+ c1x + ¢y ma przynajmniej jeden pierwiastek pomiedzy 0 i 1.

Zat6zmy, ze funkcja f'(x) przyjmuje warto$¢ m co najwyzej n razy. Pokazaé, ze kazda prosta o
nachyleniu m przecina wykres funkcji y = f(z) co najwyzej n + 1 razy.

Liczba a jest punktem stalym funkcji f jesli f(a) = a. Pokazaé, ze jesli f'(x) < 1 dla kazdej
liczby rzeczywistej x, to funkcja f moze mie¢ co najwyzej jeden punkt staty. Pokazac, ze funkcja
f(x) =sin %3: ma tylko jeden punkt staly x = 0.

Zbadaé ilo$¢ dodatnich pierwiastkéw réwnania a® = x w zaleznosci od parametru a. Pokazaé,
ze réwnanie a® = x ma te same pierwiastki co réwnanie a® = x dla a > e~¢. Udowodnié, ze
dla 0 < @ < e~ réwnanie a® = x ma trzy rozwigzania r; < xg < 79, gdzie zo jest jedynym
rozwigzaniem réwnania a® = x.

Udowodnié, ze jesli funkcja f(z) jest rézniczkowalna w przedziale (c,00) i lim f'(z) = 0, to

lim G = 0. Pokazaé, ze gdy xhjglo[f(x) + zf'(x)] = 0, to lim f(z) = 0. Czy odwrotna

r—0o0

x
implikacja jest prawdziwa?



16. Udowodnié¢ tozsamosci:

2x

2arctg x + arcsin [Tz = Tsens (|z|=1),
1+x s 3T
tg —— — t = lub — — 1
arctg . —arctgs L 1 x # 1,
2arctg (z + Va2 4+ 1) —arctgr = g

Wskazdéwka: Obliczy¢ pochodng lewej strony réwnosci.



