14. Zadania do wykfadu
Analiza IB, R. Szwarc
1. Sprawdzi¢ zbieznos¢ szeregdéw i zbadaé rozniczkowalno$é sumy.
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2. Obliczy¢ promienie zbieznosci szeregéw potegowych oraz szeregdw pochodnych.
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3. Rozlozy¢ wielomian P(z) = 1+ 3z + 522 — 223 wzgledem poteg dwumianu x + 1.
4. Roztozy¢ funkcje wzgledem poteg zmiennej z do podanego rzedu witacznie.
1+ +2?
f(z) = Rt xt
u(z) = log(cosx); x
Obliczy¢ f@(0), ¢ (0), h"(0), u®(0), v®(0).
5. Znalez¢ rozktad funkeji f(h) = log(z + h), (z > 0), wzgledem poteg h do miejsca h".

g(x)=e 2; z° h(z) = V1 —2x — a3, 2°
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v(xz) =sin(sinz); =«

6. Funkcja f jest (n + 1)-krotnie rézniczkowalna i ") jest funkcja ciagta. Niech

flx4+h) = flx)+hf'(x)+... + ﬁf(”)(:c +0(h)h) (0 <6(h) <1)
przy czym fH)(z) # 0. Pokazaé, ze 6(h) — n%rl, gdy h — 0.
7. Zalérmy, ze f(z) = 1+ kx + g(x) oraz lim,_¢(g(z)/z) = 0. Pokaza¢, ze lin%) flx)V/® = ek,

8. Funkcja f(z) jest dwukrotnie rézniczkowalna w sposéb ciagly na odcinku [0, 1] oraz f(0) =
f(1)=0,] f"(z) |I< Adlaz € (0,1). Pokaza¢, ze | f'(z) |I<K A/2dla0 <z <1
9. Niech f(z) bedzie funkeja dwukrotnie rézniczkowalng na pétprostej dodatnieji M, = sup | f™ (z) |

dla n = 0, 1, 2. Udowodni¢ nieréwnosé¢ M7 < 4MyM,. Pokazaé na przykladzie, ze stala 4 jest
optymalna.

%10. Niech f(z) bedzie funkcja dwukrotnie rézniczkowalng na prostej i M, = sup | f™(z) | dla

n = 0, 1, 2. Udowodni¢ nieréwnos$¢ M7 < 2MyM,. Pokaza¢ na przykladzie, ze stala 2 jest
optymalna.

11. Obliczy¢ wielkosci z podana doktadnoscia.
e; 107° sin1°; 1078 V5 1074 log,o 11; 107°
12. Zmnalez¢ szereg Taylora dla podanych funkcji w punkcie a.

z)=-sin2z: a=0 z)=log3x; a=1 2)=zlog(l+2%): a=0 h(z)=sin’z: a=0
f(x) ; f(x) = log 3z; g() g( ; ;

13. Zmnalez¢ szereg Taylora dla funkcji
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x14. Niech a, bedzie ciagiem Fibonacciego okreslonym przez a; = as = 1 oraz a,9 = a,1 + a, dla
n>1.

(a) Pokazaé, ze promien zbieznosci szeregu > 00 | a,2" wynosi przynajmniej 1/2. Wskazéwka:
Pokaza¢, ze 0 < a,, < 2a,_1, czyli a, < 2".
(b) Pokazaé, ze
> x 1
o apa” = ———— dla |z] < ;.
=1 l—z—2x 2

Wskazéwka: Pokazaé, ze
o0 o0 o0
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15. Znalezé punkt na wykresie funkcji y = 2'/? potozony najblizej punktu (4, 0).

16. Pojemnik w ksztatcie cylindra jest wypetniony woda do wysokosci H. W miejscu potozonym h m
ponizej poziomu wody znajduje sie malty otwér. Wedtug prawa Torricelliego predkosé (pozioma)
wody przeplywajacej przez otwér wynosi v/2gh. Strumien wody spada w pewnej odlegtosci R
od dolnej krawedzi cylindra. Wyznaczy¢ wartosé¢ h dla ktérej R jest maksymalne. Nastepnie
obliczy¢ maksymalna wartos¢ R.



