1. Zadania do wyktadu
analiza 2B

1. Obliczy¢ sumy dolne i gorne dla podanych catek:

1
(a) [ adw; P={-2,-1,0,1},

-2
2
() [ o= 1ldz P ={0,3,1,4,2},

(c) /j cosxdr; P={-7,0,%}.
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2. Obliczy¢ catki poprzez znalezienie podziatoéw, dla ktorych sumy dolne i gérne sg blisko siebie.

1 2 2 2
/ xdz, / [z] dx, / z? d, / {z}dz.
-1 0 1 0

3. Ktoére z funkeji s catkowalne w sensie Riemanna na przedziale [0, 1]7

f@) = v+ [20] r@={5 meie
fl) = sin=, 7(0) =1 fa) = {7 e
F(a) = s sin ™ £(0) =0 s ={=}.r0) =0

b
4. Nieujemna funkcja ciagta f(x) spelnia warunek / f(x)dx = 0. Pokazaé, ze f(x) =0dlaa <z <b.

1
5. Pokaza¢, ze jesli f(z) jest catkowalna w sensie Riemanna na odcinku [0, 1] oraz / f(z)dx > 0, to
0

f(x) > 0 dla x z pewnego przedziatu [a, b] C [0, 1].
6. Funkcja f(z) jest monotoniczna na odcinku [0, 1]. Udowodnié¢, ze f(x) jest catkowalna. Pokazaé, ze

|/01f($)div—12n:f<:>

n,4

c
<i
n

dla pewnej statej c.

7. Obliczy¢ calki przy pomocy granicy odpowiednich sum catkowych.

2 /2 bd
/ 2 dx / sinz dx / —f, 0<a<b
0 a X

-1

1 T
/ a®dx (a > 0) / cost dt Wskazéwka: t; = /7, 17;
0 0

8. Udowodnié¢ oszacowania

/2 sin x
/ < 2, dr < =
0 T
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x9. Co jest wieksze / S czy - ?
0

*x10. Obliczy¢ catke Poissona
/ log(1 — 2rcost + r?) dt
0

dla (i) |r| < 1; (ii) |r| > 1. Wskazéwka: Rozlozy¢ wielomian r*" — 1 na czynniki kwadratowe.

11. Obliczy¢ podane granice przy pomocy catek Riemanna odpowiednich funkcji.

_ 1 2 n—1 1. T 27 . (n—=Dm
lim <2+2+...+2>, lim — (sin — +sin—+...+sin —— |,
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12. Dowiesc, ze
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13. Obliczy¢

A (2n)!
lim (n)

n—oo \ plpn’

Wskazdéwka: Obliczy¢ granice logarytmu wielko$ci wystepujacej pod granica.

x14. Niech f(z) bedzie funkcja rézniczkowalna w sposéb ciagly na przedziale [a.b] i

o0 (oot
k=1 n

An:/abf(x)dm—

n
Zmalez¢ granice lim,, . nA,,.

x15. Funkcja f(x) jest catkowalna na przedziale [0, 27]. Pokazaé, ze

2 27
lim f(x)sinnxdr = lim f(x)cosnxdxr = 0
n—oo 0 n—oo 0
2m 2m 2 2w
lim f(z)]sinnz| de = lim f(z)|cosnx|de = —/ f(z)dx
n—oo Jg n—oo Jo m™Jo

k
Uog6lni¢ na dowolny przedzial [a, b]. Wskazéwka: Rozbi¢ catke na 2n czesci punktami postaci —.
n

x16. Dowies¢, ze jesli f(x) jest ciagla i nieujemna funkcja na przedziale [a, b], to

lim (/abf(x)p d:c) P max(f(a): a <x<b)

p—t00
x17. Funkcja f(z) jest catkowalna na przedziale [a, b]. Udowodnié, ze
]lli_>0/cd|f(x+h)—f(a:)\dx:0 dlaa <c<d<hb.
Wskazéwka: Przy zatozeniu h > 01 d < ¢+ nh < b zauwazy¢, ze
[ 1+ ) = f(@)|de < U(P,f) ~ L2, )

dla podziatu odcinka [¢, ¢ + nh] punktami P = {¢,c+ h,c+ 2h,...,c+ nh}.



