3. Zadania do wyktadu
Analiza IB, R. Szwarc

. Sprawdzi¢, ktére z podanych warunkéw sa réwnowazne zbieznosci ciagu {a,} do liczby a.
Symbol V oznacza ,dla kazdego(-ej)”, natomiast symbol 3 oznacza istnieje”.

(a) V(n € N)3(N € N)V(m € N) {m > N = |a,, —a| < 1}

(b) (N e N)¥(e >0)¥(neN) {n >N = |a, —a|] <&}

(¢) (N € N)¥(n € N) {n>N:>\an—a|<%}

(d) V(N eNW(neN) {n>N = la, —a| < +}

(e) V(n e N)I(N e N)V(m € N) {m > 2V = |a,, —a| < 57}

. Obliczy¢ granice ciagdéw, korzystajac np. z twierdzenia o trzech ciggach.

1 1 1 logy(n+ 1)
V2457 + +ot = —
Vn2+1  /n?2+2 Vn?+n logg(n +1)

n® —2n? —3 (1+1)"2 (1+ 1)"
—_— = — n
n — 4n? n n?
Wskazoéwka: Np. korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona mozna pokazaé, ze wyrazy
przedostatniego ciagu sa mniejsze niz 1 + (2/n). Albo pokazaé, ze ciag (1 + (1/k))* jest

ograniczony np. przez 3 i podstawié¢ k = n?.

e

. Zbadac¢ zbieznos¢ ciagdéw korzystajac np. z twierdzenia o ograniczonym ciggu monotonicznym
lub z twierdzenia o trzech ciagach.

10 11 +9 1 1 1
T~§~...~27:l_1 (1—5)(1—1)...(1—2—”)
(145)(1+7) (1+4) 21 =2 Bt =

Wskazéwka: Pierwszy ciag jest malejacy od pewnego miejsca lub jego wyrazy sg mniejsze od
np. ¢(20/21)". Zauwazy¢, ze iloczyn wyrazéow drugiego i trzeciego ciagu jest mniejszy niz 1.
Nastepnie pokazac¢, ze drugi ciagg nie jest zbiezny do zera, np. z korzystajac z nieréwnosci
1-27">¢,/¢1,dlan>3oraz §, =1+2/(n—1).

. Ciag {a,} jest ograniczony a ciag {b,} jest rozbiezny do +oo. Pokazaé, ze ciag {a, + b, } jest
rozbiezny do +o0. Jesli dodatkowo ciag {a,} ma wyrazy dodatnie, to czy ciag {a,b,} musi
by¢ rozbiezny do +o0o 7

. Sprawdzi¢, ktére z podanych warunkéw sa réwnowazne warunkowi Cauchy’ego dla ciagu {a, }.

(a) V(k e N)I(N e N)V(n,m € N) {n>m >N = |a, —a,| < 1}
(b) V(e > 0)IN > 0V(n,m € N) {n > N,m > N? = |a, — a,| < €}
(c) V(k e N)A(N e N)V(m,n € N) {m > N,n < N = |am — as| < 3}

. Sprawdzi¢, czy podane ciagi spelniaja warunek Cauchy’ego.

1 L L 1 T 1 arctg 1 n arctg 2 T arctgn
12 22 n? 3 32 31

1 L2 2 T n 0 3

- [ €TrT1 = Tn = .

22 " 32 (n+1)2 L T+ 2

Wskazéwki: 1/n? < 1/(n — 1) — 1/n. Dla ostatniego ciagu pokazaé, ze |Tpi1 — Tpmi1] <
(3/D)|zn — .
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Wiadomo, ze ciag b, jest zbiezny. Czy ciag ¢, = n(b, — b,_1) moze by¢ rozbiezny do +o00 7

Pokazaé, ze jedli ciag x, jest zbiezny, to takze ciag $rednich arytmetycznych &, = (x1 + z9 +
...+ x,)/n jest zbiezny i posiada te samg granice.

Ciag z, jest okreslony nastepujaco : 0 < z; < 1, x, = x,_1/2 dla parzystych n, oraz z,, =
(14 x,_1)/2 dla nieparzystych n. Jakie punkty skupienia ma ten cigg ? Wskazéwka: Obliczy¢
Lop OTAZ XTop1-

Czy ciag sinn jest zbiezny? * Czy zero jest punktem skupienia tego ciggu? ** Czy zero jest
punktem skupienia ciagu \/nsinn ?

Ciag a, ma wtasno$¢ a, < (a,—1 + a,41)/2 dla n > 2. Pokazaé, ze zachodzi jedna z trzech
mozliwodci:

(a) a, jest zbiezny

(b) a, — +o0

(c) ap, — —©

Ciag z, spelnia warunek 0 < x,, 1., < x,, + x,,. Pokazal, ze

lim 2% — inf 22
Zmalez¢ granice iloczynow
3 5 17 27" +1
2 4 1 22"

Obliczy¢ granice lim nsin(2mwen!).

(zadanie dodatkowe do pierwszej listy) Niech x,, oznacza pierwsza od lewej cyfre rozwiniecia
dziesietnego liczby 2". Czy liczba 0, x1zox3... jest wymierna ?



