11. Zadania do wykfadu
analiza 3B

. Udowodni¢, ze jedli wektory vy, vy, . . ., v, sa liniowo niezalezne to wyznacznik Grama det{v;, v;)7,—; jest
liczba dodatnia. Wskazéwka: Niech vi oznacza rzut ortogonalny wektora v, na podprzestrzen rozpieta
przez wektory {vy,...,vx_1}. Pokazaé, ze

det (v, v;)7=1 = llvilPllvz — @217 . lvn — Vall?
. Pokaza¢, ze wielomiany Py(x) = 1, Pi(x) = x oraz Pa(x) = 1 — 3z tworza uklad ortogonalny w

C[—1,1]. Znalez¢ stale a, b i c takie, ze wielomian P3(z) = a+ bx + cz? 4+ 2 ortogonalny do poprzednich
wielomiandw.

. Niech P, oznacza przestrzen wielomiandéw rzeczywistych stopnia co najwyzej 2. W przestrzeni P, okre-
slamy

(f.9) [ Fg(a)e™ da.
(a) Pokazaé, ze to jest iloczyn skalarny w Ps.
(b) Pokazaé, ze zbiér {1, 1 —z, 1 — 2z + 127} jest ukladem ortonormalnym w Ps.

. W przestrzeni C1[0, 1] funkcji rézniczkowalnych w sposob ciagly na przedziale [0, 1] okreglamy

_ 1 -
(f.9) = FO)90) + [ f(@)g@) da.
(a) Pokazaé, ze to jest iloczyn skalarny.
(b) Znalez¢ uktad ortonormalny {hy, ho, hs} taki, ze span {hy, ho, hs} = span {1, x, 2?}.
. Niech f € C[—m,7]. Dla «, 3,7 € C okreslamy

F(a, 3,7) 1/7T |f(z) — a — Bcosx — cos 10z| dz.

mwJ—m

Pokazaé, ze funkcja F' przyjmuje minimum w jedynym punkcie (ag, 5o, 70). Wyznaczy¢ ten punkt dla
funkcji

f(z) = cos®x f(z) =23 f(z) =sinzx
f(x)=1—2cosx f(x) = |z f(x) = |sinz|

. W przestrzeni C|0, 27] okreslamy iloczyn skalarny

(fig)= /0% f(x)g(x) dz.

(a) Pokazaé, ze zbior S = {ﬁ, C\O/S%”, i‘/‘%‘:} jest uktadem ortonormalnym.
(b) Niech W oznacza podprzestrzen liniowa rozpieta przez S i f(x) = x. Znalezé funkcje g w W,
potozona najblizej f, tzn. dla ktérej || f — g|| przyjmuje wartosé najmniejsza.

. W przestrzeni C[—1, 1] dane sa funkcje
folw) =1, filx) =z +a, fo(zx) =2" + bz +c¢, fs(r) =2"+ Az’ + Bz + C.

Wiadomo, ze uktad {fo, f1, fa, f3} jest ortogonalny wzgledem iloczynu skalarnego

1
(og) = [ F(@)glw)da.
-1
(a) Obliczy¢ a,b,coraz A, B, C.

(b) Znalez¢ minimum funkeji

F(,0,7,0) = [ e = afole) = B() =1 fali) = (o)



