7. Zadania do wykfadu
analiza 3B

1. Obliczy¢ catki krzywoliniowe / f ds, gdzie

(a) f(z,y,2)=yio(t)=1(0,0,t),0<t<1.

(b) f(x,y,2) =x+y+2z1i0(t) = (sint,cost,t), 0 <t < 2m.
(¢) f(x,y,z) =coszio(t) = (sint,cost,t), 0 <t<2m.

(d) f(z,y,2) =wzcoszio(t)=(t1%0),0<t<1.

(e) f(z,y,2) =exp/zio(t)=(1,2,t?),0<t<1.

() f(z,y,2) =yzio(t)=(t3t2t),1 <t <3.

(&) Flry2) = i o(t) = (1,262, 1), 1< t < 2.

T
(h) flz,y,2) =y io(t)=(logtt,2), 1<t <e.

2. Pokazaé, ze catka krzywoliniowa funkcji f(x,y) wzdluz drogi o zadanej we wspéhrzednych biegunowych
poprzez r = r(f), 0; < 0 < 63, jest réwna
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f(rcos@,rsinf),|r? + (%) do.
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Obliczy¢ dhugos¢ krzywej r = 1+ cosf, 0 < 0 < 2.

3. Niech f(z,y) = 2z —yio(t) = (t4,t), —1 < t < 1. Obliczy¢ /fds. Zinterpretowaé¢ odpowiedz
geometrycznie. Obliczy¢ dtugosé krzywej o. Obliczy¢ dhugosé odcinka krzywej dla —1 < t < ty gdzie
to < 1.

4. Znalezé mase przewodu, ktéry powstaje z przeciecia sfery % +y2 + 22 = 1 i plaszczyzny . +y + 2z = 0,
jesli gesto$é masy w punkcie (z,y, z) wynosi o(z,y, z) = z* graméw na jednostke dtugosci przewodu.

5. Obliczy¢ / fds, gdzie f(z,y,z) = z10(t) = (tcost,sint,t), 0 <t < tp.

6. Dla krzywej o(t) = (z(t),y(t), 2(t)), a < t < b niech s(t) oznacza dlugos¢ odcinka krzywej odpowiada-
jacego przedzialowi czasu [a, t]. Korzystaj@c ze wzoru na dlugos$é krzywej pokazac, ze

O] = Ja'(t)? )2 4 2/(t)2.

Zal6zmy, ze obiekt porusza si@ po krzywej tak, ze w chwili ¢ znajduje w punkcie o(t). Zatem predkosé
poruszania sie obiektu w chwili ¢ jest réwna dtugosci wektora stycznego do krzywej w punkcie o(t).

7. Obliczy¢ catki krzywoliniowe.

@X/mm+y@+z¢gﬂﬂz@%ﬁ%%f4<t<2
(b) /:cdy —ydz, o(t) = (cost,sint), 0 < t < 2.
(c) /xda?+ydy, o(t) = (cosmt,sinmt), 0 <t < 2.

/ yzdr + xz dy + xy dz, gdzie o sklada sie z odcinkéw taczacych punkt (1,0,0) z (0,1,0) i dalej z
0,0,1).

(e) / v dx — vy dy + dz, gdzie o jest fragmentem paraboli z = 22, y = 0 od (—1,0,1) do (1,0, 1).
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. Pole sit F jest réwne F(x,y, z) = (x,y, z). Obliczy¢ prace wykonang przy przesunieciu obiektu wzdtuz

paraboli y = 2%, 2 =0, od x = —1 do = = 2.

. Niech o bedzie krzywa gladka. (a) Zalézmy, ze wektor F' jest prostopadly do wektora stycznego o'(t) w

punkcie o(t). Pokazaé, ze / F-ds = 0. (b) Zat6zmy, ze wektor F' jest réwnoleglty do wektora stycznego
o'(t) w punkcie o(t), tzn. F(a(t)) = A(t)o'(t), gdzie A(t) > 0. Pokazaé, ze / Fods= / IF ]| ds.
Niech T'(t) oznacza jednostkowy wektor styczny do krzywej o. Ile wynosi / T-ds?

Niech F(z,y, 2) = (2242zy, 2%, 322?). Pokazaé, ze calka krzywoliniowa / F-ds wokot obwodu kwadratu

jednostkowego jest réwna 0.

Ile wynosi catka krzywoliniowa zorientowana z gradientowego pola wektorowego wzdluz krzywej za-
mknietej 7

Obliczy¢ [, 2xyzdr + 222 dy + 2%y dz, gdzie C jest krzywa zorientowana taczaca (1,1,1) z (1,2,4).
Zalormy, ze V f(z,y, 2) = (2zyze™ , ze*, ye®) i £(0,0,0) = 5. Obliczy¢ f(1,1,2).

Niech o : [a,b] — R?® bedzie droga taka, ze o'(t) # 0. Niech f(x) = [*]|o’(t)|| dt. Obliczy¢ df /dx.
Pokaza¢, ze funkcja f : [a,b] — [0, L], gdzie L jest dlugoscia o, ma rézniczkowalna funkcje odwrotna
g :[0,L] — [a,b] taka, ze fog(s) = sigo f(xr) = x. Obliczy¢ dg/ds. Niech o(s) = o o g(s) bedzie
reparametryzacja o. Pokazaé, ze dlugosé drogi od 0(0) do o(s) wynosi s, predko$¢ przebiegu punktu
o(s) po krzywej jest stala i wynosi 1. Wywnioskowaé, ze kazda krzywa o spelniajaca warunek o’(t) # 0
mozna sparametryzowac¢ przez dtugosé¢ tuku.

Rozwazmy pole grawitacyjne (z G = m = M = 1) okredlone przez F(x,y,z) = —(x,y,2)/r®, gdzie
r = a2+ y? + z2. Pokazaé, ze praca potrzebna do przesuniecia obiektu z (x1,y1,21) do (x2,ys, 22)
zalezy tylko od promieni 11 = y/a? + y? + 27 1 79 = /a3 + y3 + 23.



