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4. Zadania do wykfadu
Analiza IB, R. Szwarc

Oprocentowanie depozytu w banku wynosi p procent w skali rocznej, p > 0. Bank nalicza
odsetki w réwnych odstepach czasu n razy w roku. Niech x = 0,01p. Pokazac, ze efektywne
oprocentowanie w skali roku wynosi 100[(1 + z/n)™ — 1] procent i wywnioskowaé, ze ciag
(1 + x/n)" jest rosnacy. Pokazaé, ze ciag (1 — z/n)", dla n > x, jest rosnacy przez podanie
odpowiedniej interpretacji. Dalej przyja¢ = 1 i poprzez wzigcie odwrotnosci wykazac, ze
ciag (1 +1/n)"" jest malejacy.

Udowodni¢ bezposrednio zbieznos¢ szeregéw i obliczy¢ ich sumy
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Zbadaé zbieznos¢ szeregow
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Wskazéwka: 1/(ny/n) <2/v/n—1-2//n.

o0 oo o0
. Wykaza¢, ze jesli szeregi Z a1 Z b,, sa zbiezne oraz a, < ¢, < b,, to szereg Z cn tez jest

o n=1 n=1 n=1
zbiezny.
[e.e] oo
Szeregi Z ay 1 Z b, o wyrazach dodatnich sa rozbiezne. Co mozna powiedzie¢ o zbieznosci
n=1 n=1
[e.e]
szeregow » _ min(an,b,) i Y max(ay,, b,) ?
n=1

o0 oo
Ciagi a, i b, sa dodatnie, $cisle malejace oraz szeregi Z ay 1 Z b, sa rozbiezne. Czy szereg
n=1 n=1

> min(an, b,) moze by¢ zbiezny ?

Pokaza¢, ze jesli a,, > 0 oraz a,, / oo, to
a
Z 11— — | =00
An+1

Zan = 0.

Ciag a, > 0 jest malejacy oraz

Pokazaé, ze

Zmin (an, i) = 00.
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(a) Na prostym odcinku toréw dwa pociagi, jadace kazdy z predkoscia 30 km na godzine,
zblizaja sie do siebie. Gdy odlegtos¢ pomiedzy pociggami wynosi 1 km, pszczota zaczyna
lata¢ tam i z powrotem pomiedzy pociagami z predkoscig 60 km na godzine. Wyrazi¢ od-
legtosé jaka przeleci pszczota zanim pociggi sie zderzg za pomoca nieskonczonego szeregu
i obliczy¢ sume tego szeregu.

(b) Znalez¢ elementarne rozwigzanie zagadnienia bez uzycia szeregéw. Wskazéwka: Jak dtu-
go pszczota bedzie latata 7 Krazy anegdota, ze podobna zagadke kto$ powiedziat styn-
nemu matematykowi John’owi von Neumannowi (1903-1957), ktéry podal odpowiedz
blyskawicznie. Gdy rozméwcea zasugerowal, ze von Neumann musial rozwiagzaé to pro-
stym sposobem, von Neumann odpowiedzial, ze w rzeczywistosci otrzymal rozwigzanie
poprzez zsumowanie szeregu.

Uktadamy cegly o jednakowej dtugosci jedna na drugiej w ten sposéb, aby konstrukcja nie
zawalita sie, tzn. musza by¢ zachowane prawa fizyki. Pokazaé, ze mozna cegly utozy¢ tak, aby
brzeg gornej cegty byt wysuniety w prawo od brzegu dolnej cegly tak daleko jak zechcemy.

Mrowka idzie z predkoscig 30 cm na minute wzdtuz jednorodnej gumowej taémy. Na poczatku
tasma ma dtugos¢ 1 m i pod koniec kazdej minuty jest rozciagana o dodatkowy metr. Mrowka
zaczyna marsz w jednym koncu tasmy. Czy kiedykolwiek dotrze do drugiego konca 7 Jedli tak,
to po jakim czasie ? Wskazéwka: Niech a, oznacza stosunek odlegtosci mrowki od poczatku
tasmy do aktualnej dtugosci tasmy. Wyrazi¢ a,1 poprzez a,.

oo oo
Pokaza¢ z kryterium porownawczego, ze jesli szeregi Z a? i Z b2 sa zbiezne to zbiezny jest
n=1 n=1

oo
szereg Z anby,.

n=1

o0 (o]
, . . n,
Dla a,, > 0 pokazaé, ze szeregi E a,, Oraz E

sg jednoczesnie zbiezne albo jednoczeénie
n=1 n=1 an + 1

rozbiezne.

o0

Wykazac, ze jesli szereg Z a, o wyrazach dodatnich i malejacych jest zbiezny, to na, — 0.
n=1

Wskazowka: s, — Sp/2] 2 0. * Czy przy powyzszych zalozeniach warunek na, — 0 wystarcza

oo
do zbieznosci Y a, ?

n=1

Poshugujac sie warunkiem Cauchy’ego zbadaé¢ zbieznosé szeregdéw

>, sinnx ., arctgn >, cosnx — cos (n+ 1)z 1 1 1 1 1
14 - -4 -4 =
2 Xy XN n TeT3TaTs 6

Zbadac zbieznos$¢ szeregdw postugujac sie w razie potrzeby kryterium Abela lub Dirichleta.

> (=)™ >, cosnx = (=) > arctann
1)
nz::l np nz::l n ;::1 rT+n nZ::l( ) n
i( 1>nn2 +1 i (—1)Hog2(n+1)] i sinn - sinn?
n=1 n® —2 n=1 n = n

Tam, gdzie to jest mozliwe zbada¢ zbiezno$¢ bezwzgledna. Wskazéwka: W przedostatnim
przyktadzie zbadaé sg2n+1_o — Sg2n_o. W ostatnim skorzystaé z trygonometrii.



