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7. Zadania do wykfadu
Analiza IB, R. Szwarc

. Funkcja f spetnia

r —azr® + 23 dla z < 2
flz)=<a+b dla z =2
sin(mz/3) + be* dla x> 2.
Dla jakich wartosci a i b funkcja ta jest ciggta w punkcie 2. A w pozostatych punktach ?

Korzystajac z trygonometrii oraz z limsinz = 0 i lim cosz = 1 udowodni¢, ze funkcje sinx i

z—0 z—0
cos x sy cigglte w kazdym punkcie.
Zbadaé cigglos¢ podanych funkcji
1 1
fla)=1{a) +gla} + an) o) =V//al, w£0, x<1, g(0)=0
T nx T . k 2n
u(z) = Jim Tvns © >0 v(x) = lclggo Jim (COS(2 71'5(]))

Poda¢ przyktady funkcji okreslonych na R takich, ze :

(a) |f| jest ciagta w kazdym punkcie podczas gdy f jest nieciagla w kazdym punkcie.

1 1 1
(b) f jest nieciagla doktadnie w punktach 1, U LRI UREEE
n
1 1 1
(c) f jest nieciagta w punktach 0, 1, 3
n

(d) f jest ciagla i dla kazdej liczby zy € R istnieje granica lim f(zo + n), ale nie istnieje
granica f(z) gdy z — oo.
Funkcje f(z) i g(z) sa ciagte na R. Pokazaé, ze funkcje max(f(z), g(x)) oraz min(f(x), g(z))
sa ciggle. Wskazéwka: max(a,b) = 1(a + b+ |a — b]).
Pokazac, ze kazda funkcja ciggta na R jest roznicg dwu nieujemnych funkcji ciggltych. Wskazoéwka:
9(x) = max(0, f(x)), h(z) = max(0, — f(z)).
Pokazaé, ze funkcja spelniajaca warunek |f(z) — f(y)| < |z —y[’, =,y € R, p > 0, jest ciagta
i f(x) w przypadku p > 1?7

w kazdym punkcie. Co mozna powiedzie¢ o funkcji f
1 1
Zmalez¢ przyklad funkcji ciaglej na R takiej, ze f(x) > 0 oraz f~1({0}) = {0, 1, VAR IRE 3.
n
1
Pokaza¢, ze funkcja Riemanna f(z) = — jesli x = T, gdzie m i n sa wzglednie pierwsze,
n n

n > 1, oraz f(x) =0, gdy = jest niewymierne jest nieciaglta w punktach wymiernych i ciagta w
punktach niewymiernych.

Udowodnié, ze funkcja f ciagta w zerze (lub ograniczona w pewnym otoczeniu zera) spetniajaca
warunek f(z+y) = f(z) + f(y), =,y € R jest postaci f(x) = cz.

Pokaza¢, ze funkcja monotoniczna na przedziale ma co najwyzej przeliczalng ilos¢ punktow
nieciggtosci.

Skonstruowaé funkcje Scisle rosnaca, nieciaglta w punktach przeliczalnego ciagu liczb {a,}22 ;.
Czy funkcja jednostajnie ciagta na przedziale [a, 0] jest ciagta na tym przedziale ?

Pokazaé, ze funkcja jednostajnie ciagla na ograniczonym przedziale (a,b) jest ograniczona.

Udowodnié, ze funkcja jednostajnie ciggta na ograniczonym przedziale (a,b) posiada granice
jednostronne w koncach przedziatu. Wskazéwka: Pokazaé, ze f(x) spetnia warunek Cauchy’ego
istnienia granicy jednostronnej w punktach a i b.

Pokaza¢, ze suma funkcji jednostajnie cigglych na R jest jednostajnie ciggta. Czy iloczyn tych
funkcji jest zawsze jednostajnie ciagly 7 Rozstrzygna¢ to samo zagadnienie dla ograniczonego
przedziatu (a,b).



