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9. Zadania do wykfadu
Analiza IB, R. Szwarc

. Wykazaé, ze ciag funkcji f,,(x) jest jednostajnie zbiezny do funkeji f(z) dla z € A wtedy i tylko

wtedy, gdy ciag a, = sup,cy4 | fn(z) — f(x)| jest zbiezny do zera.

Ciag funkcji f,(z) na przedziale [0, 1] jest zbiezny jednostajnie do zera. Niech x,, bedzie dowol-
nym ciagiem liczb z przedziatu [0, 1]. Udowodnié, ze lim fulzn) = 0.

Ciag funkcji f,,(x) na przedziale [0, 1] jest zbiezny punktowo do zera. Zaldézmy, ze dla pewnej
dodatniej liczby ¢ istnieje ciag z,, € [0, 1] spemiajacy f.(z,) > d. Czy ciag f, jest zbiezny
jednostajnie do zera ?

Czy ciag fn(r) = n(z"—2z"1) jest zbiezny jednostajnie do zera na przedziale [0, 1]? Wskazéwka:
z,=1—(1/n).

Zbadaé zbieznos$¢ jednostajna ciagéw funkceji na przedziale [0, 1].
nx

B = T RO =00 @) = (=050 fule) = o
flw)=a" =2 fu@) =2 -2 @) =ne(-a)  fule)= YT

Zbadac¢ zbieznos$¢ jednostajna ciagdéw funkeji na podanych zbiorach.

1 / 1 a2
fn(x):ma $>O; fn('r) $2+727 xER; fn(x>:e ) —1<$<17

fald) = VTF7%, 0< o< fulr) = 2002

, r € R;
n

Wskazéwka: W obu poprzednich zadaniach obliczy¢ granice punktows f. Nastepnie w zalezno$ci
od sytuacji: (a) oszacowaé |f,(x) — f(x)| < a,, (b) znalezé punkty x,, ze |fn(z,) — f(z,)| =
d > 0, (c) skorzystaé z twierdzenia Dini’ego, (d) skorzystaé z nieciagltosci funkcji f(z).

Ciag funkcji ciagtych f,(z) jest zbiezny jednostajnie do funkcji f na przedziale [a, b]. Pokazaé,
ze dla pewnej statej liczby M > 0 zachodzi

\fu()] <M, neN, a<z<b

Funkcja ciagta f(x) zmienia znak w przedziale [a,b] przynajmniej raz. Pokazaé, ze jesli ciag
funkcji ciagtych f, jest zbiezny jednostajnie do funkcji f na tym przedziale, to dla dostatecznie
duzych n kazda z funkcji f,, zeruje sie w w [a, b].

Zbadaé zbieznosé jednostajng szeregéw funkcyjnych korzystajac z twierdzenia Weierstrassa o
majoryzacji.
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Dowiesé, ze funkcja f(z) = Z 5 5 Jest ciagla we wszystkich punktach , w ktérych jest
= a?-n

okreslona (tzn. z # +n).

Sprawdzi¢, ze funkcja f(x Z Ve~ nt jest ciagta w przedziale x > 0 i nieciagta w x = 0.

Znalez¢ ciagi funkeji { f,(z) } 1 {gn( )}, ktére sa zbiezne jednostajnie na prostej, a ciag { fn.(z)gn(x) }
nie jest jednostajnie zbiezny.



13.

14.

15.

16.

17.

Ciag liczb dodatnich a, jest malejacy i zbiezny do zera. Ciag funkcji b, (z) spehia

|sn ()| = T € A.

Udowodni¢, ze szereg Z anb,(x) jest jednostajnie zbiezny. Wskazéwka: Przeanalizowaé dowod
n=1
twierdzenia Dirichleta.

Pokazac, ze szeregi

> sin nx > cosnx
Z ’ Z n
7]

sa jednostajnie zbiezne dla x € [, 7] dla dowolnej liczby 0 < e < 7.

1 n
Czy szereg Z ( ) jest jednostajnie zbiezny dla x € R ?

2+\/_
1

Wskazéwka: Pokazaé, ze |s,(z) — s(x)| < —=.

vn

sinnx
nie jest bezwzglednie zbiezny dla zadnej liczby x # kr. Wskazéwka:

Pokazaé, ze szereg Z
n=1
2| sinnz| > 2sin®*nx = 1 — cos 2nz.

Obliczy¢ promienie zbieznodci szeregdw potegowych

Zln2+1x Zlnnx Zln 2y 24x2 Zl > T
Z(Z" + 5™) %" Z ;'x”! Z sin(27")z*" Z log(1 + ?f”)x"2 Z nlnx[”!ﬂ}
n=1 n=1""" n=1 n=1 n=1

Zbada¢ zachowanie si¢ szeregdéw na brzegu przedziatu zbieznosci.



