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1 Przestrzenie unormowane

Definicja 1.1. Niech X bedzie przestrzenig liniowg nad C (lub R). Nor-
mq okreslong na X nazywamy funkcje X > x — ||z|| € [0,00) spelniajgca
warunks

(i) ||z|| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0.
(i) || Ax|| = |Al||z||, dla A € C oraz x € X. (jednorodnosé)
(i17) ||z +y| <|z|| + ||yll, dla z,y € X. (warunek tréjkqta)
Uwaga 1.2. Z nieréwnosci trojkata wynika, ze
2l =1yl < llz =yl

Okreslmy funkcje d(z,y) = |z — y|| dla z,y € X. Wtedy d(z,y) jest
metryka i X staje sie przestrzenig metryczna.
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Przyktady.
1. X =C" (lub R"). Dla x = (21, 23, ..., x,) mozemy okresli¢ normy
Il = D=l
i=1
[ellee = max fa;].

2. X = C|0, 1] (funkcje ciagte o wartosciach zespolonych). Okreslamy tzw.
norme jednostajng

[flloe = max |f(2)].

0<t<1

Ta przestrzen ma nieskonczony wymiar, bo jednomiany 1, z, 2%, 23, . ..

tworza nieskonczony uktad liniowo niezalezny. Jednakze uktad ten nie
jest baza algebraiczng przestrzeni liniowej X. Mozemy rozwazaé tez
inng norme:

17l = [ 17t

3. X =(% ={x=(2,)2, : sup, |z,| < oo}.
[2]lcc = sup [
n

Zauwazmy, ze |z,| < ||z c-

Definicja 1.3. Przestrzen metryczng nazywamy zupetna, jesli kazdy cigg
elementow tej przestrzeni spetniajgcy warunek Cauchy’ego jest zbieiny.

Definicja 1.4. Przestrzen unormowang zupelng w metryce d(x,y) = ||z —yl|
nazywamy przestrzeniqg Banacha.

Przyklad. Przestrzenie R i C sg przestrzeniami Banacha.

Przyklad. (> jest przestrzenia Banacha. W tym celu trzeba pokazac, ze
kazdy ciag Cauchy’ego ) w £ jest zbiezny do pewnego elementu x z £°°.
Ustalmy wskaznik n. Wtedy

o9 — 2] < sup Jof) = 0] = o = 20 .
meN
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Zatem dla dowolnej liczby n ciag liczbowy (z)2, spetnia warunek Cau-

chy’ego. Zatem ten ciagg ma granice limy {L’;k) = x,. Otrzymujemy w ten spo-
sob ciag © = (2,)°°,. Pokazemy, ze 2 € £ oraz ||z®) — 2o — 0. Ustalmy
liczbe dodatnig €. Z warunku Cauchy’ego istnieje wskaznik kg taki, ze dla
k,l > ko mamy

) — 2P < [l2® =2Vl <.

Przechodzac do granicy po lewej stronie, gdy | — oo otrzymamy
lz®) — 2, | <e, n=1,2....
Zatem z*) — 2 € (> oraz
2% — 2| < € k> k. (1.1)
Stad = lezy w £°° jako suma dwu elementéw z £>°
x = —(z*) — z) 4 o),

Ponadto (1.1)) oznacza, ze z(*) zbiega do z w £>°.

o0
Definicja 1.5. Mowimy, Ze szereg Z x, elementow z przestrzeni unormo-
. . . . . . n:1 .
wanej X jest zbiezny, jesli szereq sum czeSciowych

n
Sp — Z Tl
k=1

jest zbiezny.

Mowimy, ze szereq Z Ty jest bezwzglednie zbiezny, jesli zbiezny jest szereq
n=1

liczbowy Y ||zn).

n=1

Twierdzenie 1.6. Przestrzen liniowa unormowana jest zupetna wtedy 1 tylko
wtedy, gdy kazdy szereg bezwzglednie zbiezny jest zbiezny.

Dowéd. (=) Zatozmy, ze »_ ||x,|| < co. Dla n > m mamy

n=1
n n [e.e]
Isn = smll = D2 @< X2 el < X Nl
j=m-+1 j=m+1 j=m+1
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Stad wynika, ze ciag s, spetnia warunek Cauchy’ego, zatem jest zbiezny.

(<) Niech z,, bedzie ciagiem Cauchy’ego w X. Dla & = 27 istnieje liczba
naturalna ny, taka, ze dla n, m > ng mamy ||z, —x,,| < 27%. Mozna zalozy¢,
7€ Ngy1 > Ny. Latem

|Zrgyy = Ty || < 27k k=1,2,...

Przyjmijmy yo = ,, oraz yx = Tn,,, — T, dla k > 1. Wtedy szereg > yy
jest bezwzglednie zbiezny. Zatem szereg ten jest zbiezny. Obliczamy sumy
czesciowe tego szeregu i otrzymujemy

k—1
Z Y = Ty,
1=0

Zatem podciag ., jest zbiezny. Oznaczmy z = limy z,,,. Pokazemy, ze x =
lim,, x,,. Ustalmy liczbe £ > 0. Z warunku Cauchy’ego istnieje liczba ky taka,
V1S

€

5 n,m = k.

|2n — 2l <

Istnieje tez liczba [y, dla ktorej
€

[ >1.
5 0

[0, — || <

Niech n > max(ko, lo) = mo. Wtedy n > ko oraz n,,, = mg > ko. Zatem

g e
l2n =2 < lln = Znpy | + 20y =2l < 5+ 5=

Przyklad. Rozwazamy przestrzen liniowsg,

1
Ly(0,1) = {f :(0,1) — R | f mierzalna, || f]1 :/\f(x)\daz < oo}.
0

Przyjmujemy, ze dwie funkcje f i g sa réwne jesli f(x) = g(z) prawie wszedzie
dla = z przedziatu (0,1) wzgledem miary Lebesgue’a. Pokazemy zupelmosé
przestrzeni w normie || ||;. Wystarczy sprawdzié, ze kazdy szereg bezwzgled-
nie zbiezny jest zbiezny. Niech Y || f,||1 < co. Okredlmy funkcje

g(z) = f: ()]
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Jesli szereg jest rozbiezny, przyjmujemy wartos¢ co. Funkcja g jest mierzalna
i nieujemna jako granica punktowa sum cze$ciowych funkcji mierzalnych i
nieujemnych. Na podstawie twierdzenia Beppo-Leviego mamy

1 1 o
[ot@yde= [ 321wl de = /Ifn e =3 Il < oc
0 o =1 n=19

Zatem g(x) < oo prawie wszedzie, czyli szereg Y- f,(x) jest bezwzglednie
zbiezny prawie wszedzie. To pozwala okresli¢

> falz), jesli szereg jest zbiezny;
h(xz) = o=

0, jesli szereg jest rozbiezny.

Pokazemy, ze h € L(0,1) oraz Y f,, = h w normie przestrzeni Lg(0,1).
Mamy

1
[ 1@ \da:—
0

Dalej

IOO
de < [ 3 |fala \dw—2\|fnr|1<oo
0

n=1

g

=Y fulo)| do
k=1

1
0
1 00

<[ X h@ld= Y il 0

0 k=n+1 k=n+1

:/1 h(x)

1

Tak samo dowodzi sie, ze przestrzen Lk (X, i) jest zupelna dla przestrzeni X
7 miarg fi.
W przestrzeniach C" (lub R™ oraz np. C[0, 1] mozna okresli¢ wiele norm.

Definicja 1.7. Dwie normy || |1 oraz || |2 okreslone na przestrzeni liniowej
X nazywamy réwnowaznyms, jesli te normy sqg porownywalne, tzn. istniejq
liczby dodatnie c; i co spelniajgce

C2H$||2 Hxlh 01H$H2

dla wszystkich x z X.
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Uwaga 1.8. Réwnowaznos¢ norm oznacza zatem, ze iloraz norm dla nieze-
rowych elementéw jest ograniczony od gory i od dotu przez liczby dodatnie.
Jedli normy || ||; oraz || ||2 sa rownowazne, to zbieznos$¢ ciagu x, wzgledem
normy || |1 jest réwnowazna zbieznosci tego ciagu w normie || ||2. Rzeczywi-
Scie, wynika to z nieréwnosci

lan = zll2 < flzn = zlh < el — 22

Implikacja odwrotna tez jest prawdziwa, tzn. jesli zbieznos¢ ciagow w dwu
normach jest rbwnowazna, to normy te musza by¢ réwnowazne (zadanie).

Przyktad. Rozwazmy C]0, 1] i dwie normy

0<t<1

1
7l = guax [ 170 = [ 1) d.
0

Mamy
1 1
171 = [17@lde < [ 1flloodt =]l
0 0

Niech f,(z) = 2™ Wtedy

1

n oo:17 n||ll — -
14 Ifulh = —

Stad normy te nie sa rownowazne, bo iloraz norm nie jest ograniczony.

Twierdzenie 1.9. W przestrzeni C* (lub R™) wszystkie normy sq réwno-
wazne.

Dowdd. Pokazemy, ze dowolna norma || || jest rownowazna z normg |||/« =
maxjci<n |Ti|. Niech eq,eq, ..., €, oznaczaja elementy standardowej bazy w
C". Tzn. ciag e; sktada sie z (n—1) zer i jedynki umieszczonej na i-tej pozycji.
Wtedy

n

n
<3 il < (Z Heiu) 2l
=1 =1

[l =

n
Z ZTi€;
=1

n

Przyjmujac ¢; = »_ ||e;]| otrzymujemy ||z < ¢1]|z]|s. Pozostaje udowodnic,
i=1

ze istnieje stata co > 0 taka, ze

ollz)e <z|, zeC™
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Niech S ={y € C"| ||yl = 1}. Rozwazmy funkcje¢ ¢ : S — (0, 00) okreslong
wzorem p(y) = ||y||. Zbiér S jest domkniety i ograniczony w C". Z kolei
funkcja ¢ jest ciagta, bo

lo(y) —e@o)| = [yl = llwolll < lly — woll < e1lly — volloo-

Z twierdzenia Weierstrassa funkcja ¢ przyjmuje warto$¢ najmniejsza w pew-
nym punkcie zbioru S. W szczegoélnosci ta funkcja jest ograniczona od dotu
przez pewna dodatnig stata co. Czyli ||y|| > ¢o dla y € S. Niech z # 0 € C".
Wtedy element y = z/||z||» nalezy do S. Z réwnosci = ||x||s y otrzymu-
jemy zatem

2]l = [lzlloc lyll = colllo.
O
Uwaga 1.10. Z twierdzenia wynika, ze przestrzen C" (i R™) jest zupelna
niezaleznie od wyboru normy, bo ciagi zbiezne w jednej normie sa zbiezne
w kazdej innej normie oraz ciagi Cauchy’ego w jednej normie sa ciggami
Cauchy’ego w kazdej innej normie.
Whniosek 1.11.

(i) Przestrzen C™ (R™) jest zupelna w dowolnej normie.

(ii) Przestrzen unormowana skoniczonego wymiaru jest zawsze zupeina.
Dowdd. (ii) Niech X bedzie ta przestrzenia oraz dim X = n. Niech fi, fo, ..., fu
bedzie baza przestrzeni X. Okreslmy odwzorowanie ¢ : X — C" wzorem

X3 Zxkfk o~ (1, x9,...,2,) € C",
k=1

oraz norme w przestrzeni C" wzorem

n
||$|| = kafk , T € Cc".
k=1
Wtedy ¢ jest izometrycznym izomorfizmem przestrzeni X i C". Z pierwszej
czesci wniosku wynika, ze X jest zupelna. O

Wiadomo, ze jesli podzbiér Y w przestrzeni metrycznej X jest przestrze-
nia metryczna zupetna, to Y jest domknietym podzbiorem w X. Stad na-
tychmiast otrzymujemy
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Whiosek 1.12. Jesli E jest podprzestrzeniq lintowg skonczonego wymiaru
w przestrzeni unormowanej X, to E jest domknieta w X.

Twierdzenie 1.13 (o najlepszej aproksymacji). Niech E bedzie podprze-
strzeniq lintowq skonczonego wymiaru w przestrzeni unormowanej X. Dla
kazdego elementu x z X istnieje element vy € E taki, Ze

lz = ol = inf Jlo —y].

Dowdd. Oznaczmy a = inf e ||z — y||. Dla liczby n istnieje element y,, € E
taki, ze |z — yu|| < a + . Wtedy

1
lynll < llyn = 2l + 2]l < a+ 2] + — < a+[lzf] + 1.

Zatem ciag y,, jest ograniczony. Z twierdzenia Bolzano-Weierstrassa (bo dim £ <
00) mozemy wybra¢ podciag yy,, zbiezny np. do xy. Poniewaz E jest domknie-
ta, to x¢g € E. Dalej

1
o <l = zoll < Ml = ymill + llgme = woll <@+ 2 [lym, = ol 2 a.
Otrzymujemy ||z — xg|| = a co konczy dowdd. O
Uwaga 1.14. Jesli norma spehia

Iz +yll = [l + vl = =z =ay dlaacC, (1.2)

to element o z tezy twierdzenia jest jedyny. Istotnie, zatézmy, ze istniejg
dwa elementy x( oraz x; spetniajace

|2 = zoll = [lz — 21]| = a.
Wtedy
ang_:cg—;xl _ x—2x0 x—2:1:1 < x—zxo +Hx—2x1 —
Zatem
r — 29 r — T . T — 2o r — T
2 2 2 2
Wtedy
T — Xg Tr— T

o
2 2
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dla pewnej liczby a. Jesli « = 1, to xg = 1. Jesli zas a # 1, to obliczajac
r otrzymamy, ze x € F i wtedy * = x9g = x,. Mozna tez zauwazy¢, ze
liczba « z musi by¢ zawsze nieujemna. Jedli ||z|| = |ly|]| # 0, oraz
[l +yll = lzll + llyll to o = 1.

Definicja 1.15. Podzbior przestrzeni metrycznej X nazywamy gestym, jesli
dla dowolnego elementu x z X 1 dowolnej liczby € > 0 istnieje element a z A
spetniajgcy d(x,a) < €. Przestrzen metryczna jest o§rodkowa, jesli posiada
przeliczalny podzbior gesty.

Uwaga 1.16. Jesli w przestrzeni metryczne; X znajdziemy nieprzeliczal-
ng rodzine rozlgcznych otwartych kul (tzn. zbioréw postaci B(x,r) = {y €
Y| d(z,y) <r}), to X nie jest osrodkowa.

Przyktad. X = R" (lub C").
AR = {($1,I2,...7$n)| :EZEQ}
A(c = {(21,22,...,Zn)|2i€(@+’i@}

Przyktad. Rozwazmy X = Cg[0,1] z normg ||fllec = supogici |f(1)]. Z
twierdzenia Weierstrassa dla dowolnej funkcji f istnieje cigg wielomiandéw
pn taki, ze p,(x) jest zbiezny jednostajnie do f(x). Tzn. ||p, — f|lee — 0, gdy
n — 00. Zatem wielomiany P tworza gesty podzbiér w X. Wtedy zbidér

Po={p(x) =az"+...+a1x+ap|n €N, ag,ay,...,a, € Q}
jest przeliczalnym i gestym podzbiorem w P, a zatem rowniez w X.

Przyktad. Dla przestrzeni

= {(ajn)ffl | > |za]? < 00, z, € C}

n=1
zbior
A={(zn)p2; | zn € Q+1Q, x, =0 od pewnego miejsca}
jest przeliczalnym zbiorem gestym.

Przyklad. Rozwazamy przestrzen

z = {o = @ | 19l = sup o] < o0, 0n €}
n
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Ta przestrzen nie jest osrodkowa. Rzeczywiscie, dla podzbioru A C N
okreslmy
(n) 1 neA,
xa(n) =
. 0 n¢A.

Wtedy |[z4 — 25/ = 1 0 ile A # B. Rozwazmy kule B(zy4,3) dla wszyst-
kich A C N. Te zbiory sa roztaczne i jest ich continuum. Zatem ¢3° nie jest
o$rodkowa.

Twierdzenie 1.17. KazZdg przestrzen unormowang mozna uzupetnic do prze-
strzeni Banacha.

Dowdd. Niech X, bedzie przestrzenig unormowana. W szczegblnosci X jest
przestrzenia metryczng z metryka dx, (z,y) = ||z —y|| x,- Wiadomo z topolo-
gii, ze przestrzen Xy mozna uzupetni¢ do przestrzeni metrycznej zupetnej X
ztozonej z klas rownowaznosci ciagéw Cauchy’ego elementow z Xy. Metryka
wyraza sie wzorem

dx ((xn)~, (Yn)~) = 117511 dxo(Tn, Yn) = h%“ |70 = Ynllxo-
X jest przestrzenig liniowg, bo

(1) (J:N)N + (yn)N = ($n + yn)N'
(2) A(@n)e = (Aan)os A € C.

Sprawdzimy, ze definicja dodawania jest prawidtowa, tzn. nie zalezy od wy-
boru reprezentantow w klasie réwnowaznosci. Niech (z,) ~ (z,) oraz (y,) ~
(). Wtedy (25, + yn) ~ (27, +y,,), bo

1(n +yn) = (2 + U)o < llen = 20l x0 + l9n = Ynllxe = 0.

Analogicznie sprawdzamy (2).
Okreslmy kandydata na norme w X wzorem

[(zn)~llx = dx((zn)~, (0)~) = lim ||| x,

Definicja jest poprawna, tzn. nie zalezy od wyboru reprezentantéw, bo $rod-
kowe wyrazenie zalezy tylko od klasy rownowaznosci ciggu x,. Ponadto

dx ((#n)~s (Yn)~) = dx (En=yn)~, (0)~) = [(@n=yn)~llx = [1(2n)~=(yn)~llx
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Pozostaje sprawdzié, ze || -||x jest norma. Warunek trojkata i jednorodnosé
wynikaja z wlasnosci normy | - ||x,. Sprawdzamy kiedy ||(x,)~|lx = O.
Otrzymujemy lim, ||z,||x, = 0, tzn. (z,) ~ (0). Zgodno$¢ normy na X z
metryka wynika ze wzoru powyzej. Ponadto dla xg € X mamy |[(x¢)~|x =
|zol|, tzn. norma || - || x zgadza si¢ z wyjsciowa norma na Xj. O

1.1 Dodatek

Lemat 1.18 (F. Riesz). Niech Y bedzie domknietq wlasciwg podprzestrzenig
lintowg unormowanej przestrzeni liniowej X. Dla dowolnej liczby 0 < 6 < 1
istnieje element x w X spelniajgcy ||z|| = 1 oraz

dz,Y) :=inf{||r -yl : ye Y} >0.

Uwaga 1.19. Mamy d(z,Y) < 1, bo ||z — 0|| = 1. Lemat méwi, ze mozna
znalez¢ element x taki, ze ||z|| = 1, dla ktérego odlegto$¢ od domknictej
podprzestrzeni Y jest dowolnie bliska liczbie 1.

Dowdéd. Ustalmy liczbe 0 < 6 < 1. Niech xy € X \ Y. Oznaczmy
a=d(xg,Y)=inf{||lzo —y|| : y€ Y}

Z domknietosci Y wynika, ze liczba a jest dodatnia. Poniewaz a < a/0,
istnieje element gy, € Y spekliajacy

a < [lzo — ol <

|2

Niech

1
x = c(xo — Yo), gdzie ¢ = ——.
10 = woll

Wtedy ||z|| = 1. Ponadto, dla y € Y mamy

>y

lz =yl = lle(zo — yo) — yll = cllwo = (yo + ¢ 'yl| > ca = ——— >
2o — ol
Zatem d(x,Y) > 6. 0

Uwaga 1.20. W przypadku, gdy Y ma skonczony wymiar teza jest spelniona
dla # = 1 z twierdzenia o najlepszej aproksymacji.
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Twierdzenie 1.21. Niech X bedzie unormowang przestrzenig liniowg nie-
skonczonego wymiaru. Wtedy istnieje ciqgg elementow x, w X spetniajgcy
warunki: ||x,| =1 oraz ||x, — x| = 1 dla n # m.

Dowad. 7 zatozenia istnieje nieskonczony uktad liniowo niezalezny y1, y2, ys3, - . . .

Okreslmy Y, = lin{y1,y2, . - ., yn }. Podprzestrzenie liniowe Y,, spelniaja
Vi CY,C...CY,C....

Stosujac lemat Riesza i Uwage dla Y, 1 € Y, otrzymujemy element

=

x, €Y, o wlasnosci ||x,|| = 1 oraz d(z,,Y,_1) = 1. Niech n > m. Wtedy
T €Yy, C Y, 1. Zatem ||z, — x| = d(x,, Y, 1)1. O

Whniosek 1.22. W nieskonczenie wymiarowej liniowej przestrzeni unormo-
wanej X kula jednostkowa B = {x € X : ||z|| < 1} nie jest zbiorem zwartym.

Dowdd. Wyrazy ciagu x,, z poprzedniego twierdzenia leza w kuli B, ale ciag
ten nie zawiera podciagu zbieznego. O]

Whniosek 1.23. Zalozimy, zZe przestrzen Banacha X ma nieskonczony wy-
maar. Wtedy baza przestrzeni X jest nieprzeliczalna.

Dowaod. Zatézmy, ze przestrzen X posiada przeliczalng baze eq, e, e3,... .
Niech X,, = lin{ey,es,...,€,}. Zatem

X = U Xn>
n=1

bo kazdy element x w X nalezy do pewnej przestrzeni X,. Na podstawie
dowodu poprzedniego twierdzenia istnieja elementy z,, € X,, takie, ze ||z, || =

1 oraz d(z,, Xn—1) = 1. Wtedy szereg » 37", jest bezwzglednie zbiezny,
n=1
zatem jest zbiezny (por. Twierdzenie . Oznaczmy

Yy = Z 3 ",
n=1

Element y lezy w X,,, dla pewnej liczby ng. Zatem

oo no
Z 3", =y — Z 37"z, € Xy
n=1

n=ng+1
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Zatem -
Yo = Z 3no+17nxn € Xng-

n=ng+1

W konsekwencji otrzymujemy

1< d(xno-&-tho) < ||$n0+1 - yOH
oo (o] 1
— Z 3n0+17nxn < Z 3n0+17n ——
n=ngp+2 n=ng+2 2
Otrzymali$my sprzecznos¢. O]

2 Operatory liniowe

Niech X = C", Y = C™ oraz A = {a;;} bedzie macierzg wymiaru m x n o
wyrazach zespolonych. Wtedy A mozemy traktowaé jako odwzorowanie z X
do Y poprzez wzor

L1 Y1
Ty Yo : %
A . = . s gdme Yi = Zaijxj'
: : j=1
Tn Ym

Odwzorowanie A spelnia

Az + 1) = Az + Ad/ gdzie x, 2’ € X,
A(A\z) = Nz gdzie A € C,z € X.

Definicja 2.1. Operatorem liniowym T z przestrzeni liniowej X w przestrzen,
lintowq Y nazywamy odwzorowanie T : X — Y spelniajqce:

T(x+a")=Tae+ T2
T(\x) = \Tz.

Zatozmy dodatkowo, ze X 1Y sq przestrzeniami unormowanymi. Operator
lintowy T : X — 'Y nazywamy ograniczonym jesli istnieje stata liczba C' > 0
taka, Ze

| Tz|ly < C|z|x, x e X. (2.1)
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Twierdzenie 2.2. Dla operatora liniowego T : X — Y, pomiedzy przestrze-
niami unormowanymi X 1Y nastepujgce warunki sqg rownowazne.

(a) T jest cigglym odwzorowaniem w jednym punkcie.
(b) T jest odwzorowaniem cigglym w kaZdym punkcie.
(c) T jest operatorem ograniczonym.

Dowdd. (c) = (b)
Niech x € X oraz x, — . Wtedy z liniowosci mamy

[Tn = Tl = [T (2, — )| < Cllan — 2| - 0.

Stad T'x, - T'x w normie przestrzeni Y, czyli T jest ciagly w punkcie z.
(b) = (a)

To wynikanie jest oczywiste.
(a) = (c)

Pokazemy, ze operator T jest ciggly w punkcie 0 wiedzac, ze jest ciggly
w jakim$ punkcie zy. Niech x,, - 0. Wtedy u,, = x, + xg — Tp. 7 zalozenia
mamy

Tx, + Txo=T(x, + x0) = Tuy, — Txy.

Zatem T'x,, - 0="1T0.

Zalt6ézmy nie wprost, ze nie istnieje stata speliajaca warunek . To
oznacza, ze dla dowolnej liczby naturalnej n mozna znalezé element x,, € X
taki, ze

[Tznl| > nllza]-

W szczegdlnosei x,, # 0. Okreslmy
1 =z,

Rvaeh
Wrtedy [Jun|| = 1/y/n. Zatem u,, — 0. Dalej

Unp

1 (|[Tz, 1
L T >—n:\/ﬁ7oo.

Vi lleall T vn

To przeczy ciagtosci operatora T' w punkcie 0. O

[ Tunl| =
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Jesli T' jest ograniczonym operatorem liniowym, to dla pewnej statej C' i
dla wszystkich = # 0 mamy

T
2] _ .
[Ed]
Zatem T
sup | Tz|] <C
e
Definicja 2.3. Liczbe
T
|7 = sup 1220
w40 |||

nazywamy norma operatora ograniczonego T

Zauwazmy, ze dla r € X mamy

7|
]

<|Tll, z=#0.

Czyli ||Tz| < ||T||z|| dla z € X wlacznie z x = 0. Zatem C = ||T]| jest
najmniejsza liczba nieujemna, dla ktorej nieréwnosé ||Tz|| < Cllz|| jest spet-
niona.

Twierdzenie 2.4.
|T|| = sup [|[Tul.

flull<1

Dowdd. Dla x # 0 norma elementu x/||z|| jest réwna 1. Mamy

Tx T
17 = sup 1220 T() < sup |7,
w0 |lzl] 0 [zl lull<1
7, drugiej strony
Tu Tu
sup [Tull = sup (Tall < sup I < g IEU gy
lull<1 0<[lufl<1 o<lul<t llull wro [ull
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Przyklad. Rozwazamy X = C"iY = C™ z normami euklidesowymi. Niech
€1,€,...,6n1 f1, fa,..., frn Oznaczaja standardowe bazy w przestrzeniach X
i Y odpowiednio. Niech T" bedzie operatorem liniowym z X do Y. Wtedy

T ZZL‘j@j =
j=1 j=1

n
|Tx|| = Tej| < |l | Te
j=1

N 2 1/2
< (Z ||T6j|!2> (Z \le2) = Cll=|,
j=1

=1

. 1/2
gdzie C' = (Z ||Tej||2) . Zatem
j=1

1/2
17| < (Z HT%HQ) :

Zapiszmy 1" w postaci macierzowej, tzn.
m
T€J = Z a”fz
i=1
Wtedy
n n m
2 2
DolTeill* =D lail
j=1 j=1i=1

czyli norma ||T'|| jest oszacowana z géry przez pierwiastek z sumy kwadratow
wartodci bezwzglednych wszystkich wyrazéw macierzy zwigzanej z T.

Uwaga 2.5. Z przyktadu wynika, ze kazdy operator liniowy okreslony na
przestrzeni skonczenie wymiarowej jest ograniczony. Rzeczywiscie obraz ta-
kiego operatora ma skonczony wymiar, wiec mozna go utozsamic¢ z operato-
rem pomiedzy C" i C™ dla pewnych n i m. Poniewaz normy na tych przestrze-
niach sg rownowazne normie euklidesowej, to operator musi by¢ ograniczony.

Przyklad. Rozwazamy przestrzen C[0,1] z norma ||f|l = sup |f(z)|.
0<z<£1

Niech k(z,y) bedzie funkcja ciagta dwu zmiennych 0 < x,y < 1. Okre$lamy
odwzorowanie T : C[0,1] — C]0, 1] wzorem

1
(@) = [ Ky fl)dy,  0<z<,
0
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Mamy
(A< [ 1wl 1F@)]dy <1 flle [ ke, p)] dy

1
<l sup [ k(. y)ldy.
0<2<1
0
1
Zatem dla C'= sup [ |k(z,y)| dy otrzymujemy

0§m<10

1T flloe = sup [(Tf)(@)] < Cllfloc-

0<z<1

Ostatecznie

0<z<L1

1
1T < sup [ k(z,y)|dy.
0

Wielko$é po prawej stronie jest skonczona, bo z twierdzenia Weierstrassa
funkcja k(z,y) jest ograniczona.

Zatozmy, ze k(z,y) > 0. Wtedy dla funkeji stale réwnej 1 mamy ||1||o = 1
oraz

(T1)() = [ k(z,y)dy.

Zatem )

171 = sup [ k(z,9) dy.
0<z<1

X

Stad wynika, ze

1
T > sup [ k(z,y)dy.
0 <10

<z<

Reasumujac otrzymujemy

1
T = sup [ ke.y)dy.
0

<z<1
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Funkcja k(x,y) nie musi by¢ ciagta, aby odpowiadajacy jej operator T
przeksztatcal C[0, 1] w C[0, 1]. Na przyktad operatorowi funkcji pierwotne;

(T)@) = [ Fy)dy

odpowiada funkcja

x>
&
&
Il
—
=
8 O
AN
<
VANA
— 8

Poniewaz k(z,y) > 0, to

|T|| = sup [ k(z,y)dy = sup = = 1.
0<a<1y 0<z<1

Przyktad. Niech X = C'0,1] oraz Y = C[0,1]. W obu przestrzeniach
wprowadzamy norme || ||.. Rozwazamy operator pochodnej Tf = f'. Dla
fo(x) = 2" mamy || fullee = 1, ale || T fu]loo = [[n2" o = n. Zatem operator
T nie jest ograniczony.

W przestrzeni X = C'[0, 1] bardziej naturalne bedzie wprowadzenie nor-
my

L= 11 oo + 11 lloc-

Po tej zmianie przestrzen X staje sie zupelna oraz operator T'f = f’ jest
ograniczony, bo

1T Flloe = 1F oo < [1flloo + 11/ lloe = IIf1I
Zatem norma operatora 7' nie przekracza liczby 1.

Twierdzenie 2.6. Niech X, bedzie gestq podprzestrzenig liniowq przestrzeni
unormowanej X. Zatozmy, zZe operator lintowy Ty : Xo — Y, gdzie Y jest
przestrzeniq Banacha, jest ograniczony. Wtedy istnieje rozszerzenie operatora
Ty do operatora 'T' ograniczonego z przestrzent X w'Y.

Uwaga 2.7. Rozszerzenie T jest jednoznaczne.

Przyktad. Niech X, = L'(R) N L*(R), X = L*(R) oraz Y = L*(R). W
przestrzeniach X i Y wprowadzamy norme

oo 1/2
£ = ( / |f(x)!2dw) .
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Wtedy przestrzen Y jest zupela (por. dowdd zupetogci dla L1(0,1)). Pod-
przestrzen X, = LY(R) N L*(R) jest gesta w X = L*(R). Rzeczywiscie dla
[ € L*(R) okreSlamy f,(z) = f(z)I_pn(z). Wtedy f, € L*([-n,n]) C
LY([-n,n]) € LY(R). Rzeczywiscie

oo n n 1/2 n 1/2
[ 1@ dz = [ |f()]dr < (/ rf<x>|2dx) (/ dx)
o0 1/2
< (2n)?2 U \f@)\%) .

Ponadto f, — f w L*(R). Istotnie

1= f13= [ Vfule) = J@)Pdz= [ @) dz 0.

|z|>n

Dla f € Xy = L' N L? okreélamy
rf=F = [ f@)ede.

Z rownosci Plancherela otrzymujemy
ITAE= [ IFPdN =27 [ 1f()]? do = 2x] 711

Zatem [T f|l2 = V27| fll2, dla f € L' N L2 Z Twierdzeniatransformata
Fouriera rozszerza sie do operatora F : L?*(R) — L?*(R). Operator F jest
ograniczony i spelnia | F(f)|l2 = v 27 f]|2-

Powracamy do dowodu Twierdzenia [2.6]

Dowaod. Niech x € X. 7 zalozenia istnieje ciag elementéw z, z X zbiezny
do x. Badamy ciag Tyx,,.

7,Mm—00

HTOxn - TOxm” = HTO(xn - xm)” < HTO“ Hxn - xm” — 0.

Zatem Tyz, jest ciagiem Cauchy’ego w Y. Ciag Tyx, jest wiec zbiezny, np.
do elementu y. Okreslmy operator T" wzorem Tx = y = lim, Tox,. Trzeba
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sprawdzié, ze ta definicja jest poprawna, tzn. wynik y nie zalezy od wyboru
ciagu x,, zbieznego do z. Zalézmy, ze inny ciag x,, elementéw z X jest zbiezny
do z. Utwérzmy nowy ciag xy, ), x2,2,,.... Ten ciag jest zbiezny do x.
Zatem, podobnie jak dla ciagu z,, ciag wartosci Txy, T2, Txy, Tx), . .. jest
zbiezny. Ale podcigg wyrazow o numerach nieparzystych jest zbiezny do v,
zatem réwniez podciag o numerach parzystych, czyli Tz), tez jest zbiezny
do y.

T jest rozszerzeniem operatora Ty, bo jesli xg € Xy to mozemy przyjac
Tn = 9. Wtedy

TIO = 11%11 T()[En = T()ZE().

Sprawdzamy liniowos¢. Niech x, — T oraz x, — x', gdzie x,,x), € Xj.
Wtedy x,, + x!, — x + 2. Zatem
n

T(x +a') = limTo(z, + 27,) = lim(Tox, + Toz),)
= lim Tz, + lim Tox, =Tz + T
T(\x) = lim To(Axy,) = Alim To(zy) = ATx.
Sprawdzamy ograniczonosc.

[T = [[lim Toz, || = lim | Toz|| < | Tof| im [[z ]| = [ To]l {l]]-

Otrzymalismy ||T']| < ||To]|. Ale oczywiscie mamy ||T'|| > ||To]|, bo kres gorny
wystepujacy w okresleniu normy operatora 71" oblicza si¢ po wigkszym zbiorze
elementéw niz przy obliczaniu normy operatora 7. Reasumujac ||| = || To||-

[]

Uwaga 2.8. Stosowanie T'wierdzenia dla przestrzeni skonczenie wymia-
rowych nie ma sensu, bo taka przestrzen nie posiada wtasciwych gestych
podprzestrzeni liniowych.

Definicja 2.9. Méwimy, Ze ograniczony operator lintowy T : X — Y pomie-
dzy unormowanymi przestrzeniami lintowym:i jest odwracalny, jesl istnieje
ograniczony operator liniowy S 1Y — X spelniajgcy

STx =z, dlazelX,

TSy=y, dlayeV.

W szczegolnosci odwzorowanie T musi byc¢ roznowarto$Sciowe @ obraz przez T’
musi byé rowny Y.
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Uwaga 2.10. Jesli T jest odwzorowaniem roznowarto$ciowym i ,na”, to
istnieje odwzorowanie odwrotne S. Poniewaz T jest operatorem liniowym,
to réwniez S jest operatorem liniowym. W definicji odwracalnosci dodat-
kowo zadamy, aby odwzorowanie odwrotne byto ograniczone (réwnowaznie:
ciagle).

Przyklad. Niech X = C” oraz Y = C™. Rozwazmy operator liniowy 7" :
X — Y. Odwzorowanie T nie moze by¢ odwracalne, gdy n # m, bo dla
m < n, T nie jest roznowartoéciowe. Z kolei dla m > n odwzorowanie T nie
jest ,na”.

Jesli n = m, to z kursu algebry liniowej wiemy, ze T  jest roznowarto-
Sciowe wtedy i tylko wtedy, gdy to odwzorowanie jest ,na”, co z kolei jest
réwnowazne warunkowi det T" # 0.

Przyklad. Niech X = Y = ¢!, gdzie ¢! oznacza przestrzen ciggéw = =
(2,)22, (0 wyrazach zespolonych (lub rzeczywistych) bezwzglednie sumowal-

nych z norma

lfly = > [l

n=1

Rozwazamy operator
T(l’l,ZEQ, .. ) = (0, T1,Ta, .. )

Wtedy
[Tl = [lf]s.

Zatem ||T'|| = 1. Operator T' jest réznowartosciowy, ale nie jest odwracalny,
bo ciag (1,0,0,...) nie nalezy do obrazu operatora T. Rozwazmy operator

S(SL’l,.IQ, e ) = (I‘Q,Ig, .. )

Mamy

e}

00
[Slly = D el < Y |wa| = [l
n n=1

=2

Zatem ||S|| < 1. Tym razem operator S nie jest réznowartosciowy, bo
S(1,0,0,...) = (0,0,...) = 5(0,0,...).
Obraz operatora S jest réwny ¢!, bo

S(O,Qfl,$2, .. ) = (I’l,ZL‘Q, . )
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Zauwazmy, ze ST = [ oraz
(TS)(J]l, T2,T3 .. ) = (O, T2,T3, .. )

Fakt 2.11. Zalozmy, zZe ograniczony operator lintowy T : X — Y jest odwzo-
rowantem 1 —1 1 ,na”. T jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnej
dodatniej liczby ¢ spelniona jest nieréwnos$é | Tx| > c||z||, dla wszystkich x
w X.

Dowaéd. Oznaczmy symbolem S operator odwrotny do T.
(=). Zalézmy, ze T jest odwracalny. Wtedy S jest ograniczony, zatem

]l = I1ST[| < S]] 17|

Stad
_ b
1511

(«<). Zaltézmy, ze dla ¢ > mamy ||Tx| > c||z||. Wtedy dla y € Y mamy

1Tzl > cll«fl, ¢

Iyl = IT'Syl| > c[|Syl.

Po przeksztatceniu otrzymujemy

1
1Syl < =yl
c

To oznacza, ze S jest ograniczony. O

Przyklad. Niech X = coraz Y = ¢, gdzie ¢ oznacza przestrzen wszystkich
zbieznych ciggdéw, natomiast ¢y oznacza przestrzen ciggdéw zbieznych do zera.
W obu przestrzeniach wprowadzamy norme

12l = sup [za], @ = (2a)nZs.
Dla x € X niech z, = limz,,. Okredlmy operator T': X — Y wzorem
n
T(x1, T2, Ty ) = (Lo, T1 — Tooy T2 — Loy« + 3 Ty — Logy« - ) -

bLatwo stwierdzi¢, ze T jest operatorem liniowym z X do Y. Sprawdzimy
ograniczono$¢. Mamy |ze| < ||z||f] oraz

|0 = Zoo| < |2n| + [oo| < [[]loo + [J2]lc0 = 2[|2 o0

*JeSli xy, — Too, t0 |Tp| — |Too|- Mamy wiee |2o| = limsup |z, | < sup |z,| = ||2]|co-
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Zatem
[T2][00 < 2[2]|00,

czyli ||T|| < 2. Okreslmy operator S : Y — X wzorem

SWos Y1 Y2y Yns---) = (W1 + Yo, Y2 + Yo, - Yn + Yo, - - 1) -

S jest operatorem liniowym z Y do X oraz
15ylloc = sup [yn + yo| < 2sup [yn| = 2yl
n=1 n=>0

Ponadto STx = x oraz T'Sy = y. Zatem T jest operatorem odwracalnym.

Definicja 2.12. Dwie unormowane przestrzenie lintowe X ¢ Y nazywamy
izomorficznyma, jesli istnieje ograniczony i odwracalny operator liniowy z
X naY.

Uwaga 2.13. Ostatni przyktad pokazuje, ze przestrzenie c i ¢y sa izomorficz-
ne. Mozna udowodnié¢, ze te przestrzenie nie sa izometrycznie izomorficzne,
tzn. nie istnieje operator liniowy 7" z X na Y speliajacy ||T2]|c = [|2|0o
dla wszystkich x z X.

Dla dwu unormowanych przestrzeni liniowych X i Y symbolem B(X,Y)
bedziemy oznaczaé¢ zbior wszystkich ograniczonych operatorow liniowych z
X wY.DlaT,, T, € B(X,Y) okreslamy

(Tl + Tg)l’ = Tll' + TQIL‘,
(/\Tl)l‘ = )\(Tl.f), A S C.

Wtedy operatory 17+ 715 oraz AT} sa liniowe. Sprawdzamy ich ograniczono$c.
(T + )zl = [The + Toul| < [[Thz|| + [|Tox]]
< [Tl lzf + |12l lzll = ATl + (122D )]
Zatem HT1 +T2“ < ||T1H + HTQH Dalej
[(AT)z|| = IMTr)]] = A [Ty |-
W konsekwencji otrzymujemy

ATyl = sup [[(ATy)z]| = [A] sup [[Tyz]| = [A[[[T1]].

llz]l<1 ll=ll<1

Z obliczen wynika, ze B(X,Y) jest unormowang przestrzenia liniowa z norma
operatorowa, ||T'|| = sup, <1 [T
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Przyktad. Niech X = C” oraz Y = C™. Wtedy B(X,Y) mozna utozsamié
z macierzami zespolonymi wymiaru m X n. Czyli przestrzen B(X,Y) jest
izomorficzna z C™".

Twierdzenie 2.14. Jesli Y jest przestrzenig Banacha, a X jest przestrzenig
unormowang, to B(X,Y") jest przestrzeniq Banacha.

Dowdd. Trzeba pokazaé zupetnosé przestrzeni B(X,Y"). Niech T,, bedzie cia-
giem Cauchy’ego w B(X,Y), tzn.

HTn _TmH

n,Mm—00

0.
Dla x € X mamy
|Tor — To|| = [[(Tn — Ton)z|| < || T — Tl (|-

Zatem T,z jest ciaggiem Cauchy’ego w Y. Poniewaz Y jest przestrzenig Ba-
nacha, to ciag T,z jest zbiezny. Oznaczmy

Tr = lign T.x.
Wtedy T" odwzorowuje X w Y. Odwzorowanie T jest liniowe, bo
T(Axy + Ax) = liyrln To(Mzy + Aoxg) = liyrln()\lTn:cl + AT 22)
=\ li7rln Th,x1 + Ao li7rln Toxo = MTx1 + N1 xs.
Pozostaje pokazaé, ze T jest ograniczony oraz, ze || T, — T'|| == 0. Ustalmy

liczbe € > 0. Z zalozenia istnieje liczba N taka, ze dla n,m > N mamy
T, — Ton|| < e. Niech n > N. Wtedy

(T = T)a|| = | Tow — Ta|| = lim || T — T

Z drugiej strony jesli m > N, to

[ Thw = Tl = (T — Tin)xl| < [[Tn = Tl [|2]} < ell]].
Zatem
(T, — T)z|| < gz, n > N. (2.2)
czyli
1T, =T <e

dlan > N. W szczego6lnosci operator Ty — 1" jest ograniczony. Poniewaz T =
Ty — (Ty —T), to rowniez T jest ograniczony. Ponadto z (2.2) wnioskujemy,
ze T, > T w normie operatorowe;. 0

Whniosek 2.15. Jesli Y = C (lub R), to B(X,Y') jest przestrzenig Banacha.
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3 Przestrzenie Hilberta

3.1 Podstawowe wlasnosci

Bedziemy rozwazac zespolone przestrzenie liniowe X z iloczynem skalarnym
(z,y). Z kursu algebry liniowej wiemy, ze wyrazenie ||z| = (x,2)'/? jest nor-
ma. lloczyn skalarny mozna wyrazi¢ poprzez norme wzorem polaryzacyjnym.

() = 13" o+ ol
4
k=0
Spetniona jest nieréwnos$¢ Schwarza
[z, )] < [ [y]-

Norma pochodzaca od iloczynu skalarnego spetnia réwnosé réwnolegtoboku.

lz +yl* + llz = ylI* = 2[|z]* + 2[ly|*.
Przypomnimy wzor

lz +ylI* = [l2]* + llylI* + 2Re (z, ).
Z kursu algebry liniowej wiemy, ze

Twierdzenie 3.1 (Jordan, von Neumann). Norma przestrzeni liniowej po-
chodzi od iloczynu skalarnego wtedy 1 tylko wtedy, gdy spetniony jest warunek
rownolegtoboku.

Przyktady.
1) X =c" <Lw=§m%
@) X = <%w=§mm
(3) X = L*(0,27) <ﬁm=@;Zﬂm%mm

Definicja 3.2. Przestrzen zupelng z iloczynem skalarnym nazywamy prze-
strzeniqg Hilberta.
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Lemat 3.3 (o najlepszej aproksymacji). Niech M bedzie podprzestrzeniq do-
mknietq przestrzeni Hilberta H. Wtedy dla x € 'H istnieje jedyny element
vg € M spelniajgcy warunek

e = ol = d(z, M) = in ||z~ v]|

Dowdd. Niech d = d(x, M). Wtedy istnieje element v, € M taki, ze

1
d< ||z —v,|| <d+ —.
n

Pokazemy, ze ciag v, jest zbiezny. Korzystajac z réwnosci réwnolegtoboku
mamy

[ = vmll* = l|(z = vm) = (2 = va)|I*
=2z - Um||2 + 2[|z — Un”2 — (= o) + (z — Un)HQ
2

1
=2)|lz — vl + 2|7 — va||* — 4 ||z — §(Um + vy,)

2

1\2 1 n,m
<2(d+> +2<d+> —4d? 2 o,
m n
Zatem v, jest ciggiem Cauchy’ego. Niech vy = lim,, v,,. Wtedy
|2 = vol| = lim [l — vn[| = d.

Ponadto vy € M, bo M jest domknieta podprzestrzenia. 7Z rozumowania
wynika, ze element vy jest jedyny. Istotnie, zal6zmy, ze réwniez vy € M
spelia ||z —0y|| = d. Rozwazmy ciag v,, postaci vg, 0o, vg, Vg, - - . Na podstawie
obliczen wnioskujemy, ze taki cigg jest zbiezny. Zatem vy = vy. O

Definicja 3.4. Niech M bedzie podzbiorem przestrzeni H. Okreslamy dopet-
nienie ortogonalne M+ wzorem

M*={x € H : (z,y) =0, dla wszystkich y € M}.

7Z wtasnosci iloczynu skalarnego wynika, ze zbiér M+ jest podprzestrzenig
liniowa. Co wiecej, M+ jest domkniety, bo jesli z,, — z oraz =, € M=, to
dla y € M mamy

[z, 9)] = [z, y) — (zn )| = (o — 20, )| < 2 = 20| [lyll = 0.
Zatem (z,y) =0 dlay € M, czyli z € M+
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Twierdzenie 3.5. Niech M bedzie domknietq podprzestrzenig liniowg w H.
Wtedy kazdy element x w 'H ma jednoznaczne przedstawienie w postaci

T = x0 + 71, gdzie zo€ M, ©, € M*.
Ton. H= M & M*.
Dowéd. Mamy MMM+ = {0}, bojesliz € MNM=*, to (x,z) = 0, czyliz = 0.
Stad wynika jednoznacznosé rozktadu. Rzeczywiscie jesli zg + x1 = () + o7,
dla zo,2) € M oraz xy, 2} € M*, to element xg — x) = 2}, — 1 lezy w
M N M+ Stad 29 = i @1 = . Niech * € H. Z poprzedniego lematu
istnieje element xy € M taki, ze d = ||x — xo|| = d(x, M). Niech x; = x — zo.

Wtedy © = g + x;. Pokazemy, ze x; € M*. Niech 0 # y € M. Trzeba
udowodnié, ze (z1,y) = 0. Dla t € C mamy

lz = ol|* < [l = (2o + ty)[I* = |(z — o) — tyl|*
= [l — @olI” + [t*[lyl]* — 2Re (z — 20, 1y)
= llz — @ol® + [t[ly]* — 2Ret (z — 2o, y)

Podstawmy
e —aoy)
Iyl
Wtedy
|z — 20]|* < ||z — 2o)* + MH?JHZ =m0y
[yll* Iyl
|<x - $07y>|2

= ||z — zo* — E

Zatem <,T17y> —_ <x _ x07y> — 0 D

Uwaga 3.6. Dla x € H element z, nazywamy rzutem ortogonalnym na
podprzestrzen M i oznaczamy symbolem Pyx. 7 Twierdzenia |3.5] wynika
Pyx L x— Pyx.

W przestrzeni z iloczynem skalarnym elementy z, y nazywamy ortogonal-
nymi, jesli (z,y) = 0. Stosujemy wtedy zapis z L y. Rodzine elementéw o
normie jeden i parami ortogonalnych nazywamy uktadem ortonormalnym.
Maksymalny, ze wzgledu na zawieranie, uktad ortonormalny nazywamy baza
ortonormalng. Z kursu algebry liniowej wiemy, ze
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Twierdzenie 3.7. Kazda przestrzen lintowa z iloczynem skalarnym posiada
baze ortonormalng.

Uwaga 3.8. Baza ortonormalna nie jest baza przestrzeni liniowej, tzn. nie
jest maksymalnym uktadem elementéw liniowo niezaleznych chyba, ze prze-
strzen ma skoriczony wymiar.

Lemat 3.9. Baza ortonormalna w osrodkowej przestrzeni Hilberta jest prze-
liczalna.

Dowdd. Niech {e;};c; bedzie baza ortonormalna. Wtedy dla 4,5 € I takich,
ze i # j mamy

lle: — e5lI* = lleall” + lle;)1* = 2.
Czyli |le; — ;]| = V2. Zatem kule B(e;, 3);e; sa parami rozlaczne. Z osrod-
kowosci ilosé¢ tych kul jest przeliczalna. Tzn. zbior I jest przeliczalny. O]

Twierdzenie 3.10 (Nieréwnosé¢ Bessela). Jesli e, e, ..., e, jest ukliadem
ortonormalnym w przestrzeni X, to dla x € X mamy

[, e) " < [l
1

n

J

Dowdd. Uzyjemy prostego faktu, ze jesli elementy xi,xo,...,x, sa parami
ortogonalne, to

lor + 22+ Faal® = [l + 2l + 4

Rozwazmy

Wtedy dla 1 < £ < n mamy

(x — spyex) = (x,er) — (Sn, er) = (T, ex) — (z,ex)(ex, ex) = 0.

To oznacza, ze x — s, L eq,eq,...,€,. Zatem x — s,, L s, oraz

n

n
[1* = lle = sull® + llsnll* = [l = sall® + 3 [z, e[ > 3 [z, )"

J=1 Jj=1
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Lemat 3.11. Jesli (x,y) = (2',y) dla wszystkich y € X, to v = 2.

Dowdd. 7 zatozenia (x—z' y) = 0dlay € X. W szczegblnosei dla y := = — 2’
otrzymujemy ||z — 2’||* = 0, czyli z = 2. O

Lemat 3.12.

||| = sup [(z,y)].
lyll<1

Dowdd. Mozemy zatozy¢, ze x # 0. Z nieréwnosci Schwarza mamy

sup [(z, y)| < [|z[.
lyll<1

Niech yo = z/||z||. Wtedy ||yo]| = 1 oraz (z,yo) = ||z||. Zatem

sup [(z,y)| > [].

lyll<1
O
Twierdzenie 3.13. Zalozmy, ze przestrzen Hilberta H posiada przeliczalng
baze ortonormalng ey, es, ... e, ... . Wtedy dla kazdego elementu x € H
mamy
(i) 2= (z,en)en.
n=1

fii) [z]]* = i (e, en

Dowad. Ustalmy liczbe n. Z nieréwnosci Bessela mamy

[z, en)|* < ||l

M=

S
I
—

dla dowolnej liczby N. Przechodzac do granicy N — oo otrzymujemy

[z, en)|* < [l

hE

S
Il
fa
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Zbadamy zbieznos¢ szeregu w (i). W tym celu sprawdzimy warunek Cau-
chy’ego dla ciggu sum cze$ciowych s, = Z<[E, e;)e;j. Niech n > m. Wtedy
j=1

2

n n

[sn = sl =1| D (z el = > [z, ;)]
j=m+1 Jj=m+1
o0
< >0 [z == 0.
J=m+1

Zatem szereg jest zbiezny. Oznaczmy

oo
= Z(m,en>en.

n=1

Chcemy pokazaé, ze ©' = x. Mamy

(@ — ' er) = (w,er) = (2, ex) = (2, e) — lim(sn, ex)
= (z,e) — (T, ex)(er, ex) = 0.

Czyli z — 2’ L e, dla kazdego k. Poniewaz {ex} jest maksymalnym uktadem
ortogonalnym, to x — 2’ = 0. To dowodzi (i).
Przechodzac do granicy n — oo we wzorze

n
l)1* = llz = sull® + >_ [{2, &)
k=1

i korzystajac z s, — = otrzymujemy (ii). O

Uwaga 3.14. Z dowodu twierdzenia wynika, ze warunki (i) i (ii) sa réwno-
wazne dla pojedynczego elementu .

Whniosek 3.15. Przestrzen Hilberta z przeliczalng bazg ortonormalng jest
osrodkowa.

Dowod. Kazdy element przestrzeni jest granicg sum czesciowych s,, ktore
sg kombinacjami liniowymi elementow bazy ortonormalnej. Tzn. skonczone
kombinacje liniowe elementéw bazy eq,eq, ... leza gesto w ‘H. Z kolei kaz-
da taka skonczona kombinacja liniowa jest granicg kombinacji liniowych ze
wspotezynnikami z przeliczalnego zbioru Q + Q. Ostatecznie kombinacje li-
niowe o wspotczynnikach z Q + iQ lezg gesto w H. Takich kombinacji jest
tylko przeliczalnie wiele. ]
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Twierdzenie 3.16 (Réwnos$¢ Parsevala). Dla przestrzeni Hilberta z przeli-
czalng bazg ortonormalng (e,) mamy

[e.9]

<$ay> = Z(x,en><y, en)'

n=1

Dowdd. Niech x,, = Y0, (x,e;)e; oraz y, = Y7 (y, e;)e;. Wiemy, ze ,, —

iy, = vy. Zatem

(z,e5)(y, e;)

(z,y) = lim(zy, yo) = lim

n
1=

]

Whniosek 3.17. Niech M bedzie domknietq podprzestrzeniq przestrzeni Hil-
berta H. Zalézmy, ze uktad (e,)_,, gdzie N € NU {oo}, jest bazq ortonor-
malng w M. Dla kazdego elementu x w 'H jego rzut ortogonalny na M wyraza

sie wzorem
N

Pyx = Z(x, €n)en.

n=1
Dowad. 7 zatozenia Pyrx lezy w M. Zatem z Twierdzenia zastosowanego
do M oraz z Uwagi |3.6| uzyskujemy

N N
Pyz =Y (Pyz,en)e, = Y (T, en)en.
n=1 n=1

]

Twierdzenie 3.18. Kazda o$rodkowa przestrzen Hilberta nieskonczonego
wymiaru jest izometrycznie izomorficzna z (2.

Dowdd. 7 Lematu przestrzen H posiada przeliczalng baze ortonormalng
{en}°2 ;. Rozwazmy odwzorowanie U : H — (* okreslone wzorem

Uz = {(z,en) }nZ1-

U jest odwzorowaniem liniowym. Ponadto z Twierdzenia [3.13{ii) wnosimy,

ze [|Uzx||;z = ||x||, tzn. U jest izometria. W szczegélnosci U jest réznowar-

tosciowe. Pozostaje sprawdzi¢, ze U jest "na”. Niech {a,}>2, € (?. Wte-

dy szereg > >° , ane, jest zbiezny w H, bo jego sumy czesciowe spelniaja
o

warunek Cauchy’ego. Oznaczmy z = Y ape,. Wtedy (z,e,) = a,. Czyli

n=1

Uz = {a,}5,. O
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Przyklad. Rozwazamy H = L*(0,27). Niech e,(t) = €™, gdzie n € Z.
Wiadomo z kursu szeregéw Fouriera, ze {e,}>° ___ jest baza ortonormalng w
H. Ponadto

(fren) = o [ Fe ™ dt = fon).
0

Przyporzadkowanie

~

fr—=Afn)i

jest izometrycznym izomorfizmem z H na £2.

3.2 Proces ortogonalizacji Grama-Schmidta

Niech {u,}_, bedzie uktadem liniowo niezaleznym w przestrzeni H. Naszym
celem jest skonstruowanie uktadu ortonormalnego {v,}Y_, o wlasnosci

Ln = lin {ubu?a cee ,’LLn} = lin {U17U2’ te ’U"}

oraz (U, u,) > 0 dla wszystkich n.

Okreslamy vy = wuy/||ui||. Zatdézmy, ze elementy vy, vq,...,v,-1 zosta-
ty juz skonstruowane. Aby okredli¢ v, rozwazamy podprzestrzen L, ; =
lin {uy,ug,...,u,—1}. Niech u/ oznacza rzut ortogonalny elementu u, na
L, 1. Wtedy u,, # ul,, bo u, ¢ L, 1. Okredlamy

gy = U T
T — g
Z konstrukcji otrzymujemy v, € L, oraz v, L L, ;. Zatem dla m < n mamy
Um € Ly, C Ly, oraz v, L L, 1. To oznacza, ze v, L v, czyli otrzymalismy
uktad ortonormalny. Dalej

(un =y, ) (Up — 4y, Un — 1) :
R T T

Uwaga 3.19. Elementy v,, mozna okresli¢ bezposrednim wzorem wyznacz-
nikowym, w ktérym wystepuja iloczyny skalarne (u;, u;) (por. Zadanie 65).
Funkcjonaly liniowe

Definicja 3.20. Przestrzen B(H,C) nazywamy przestrzenig ograniczonych
funkcjonatow liniowych na przestrzeni Hilberta H.
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Przyktad. Dla ustalonego elementu y € H okreslamy f(z) = (x,y) dla
x € 'H. Wtedy

[f @) = [z 9} < llyll [|=]]-
Ponadto z Lematu [3.12] mamy

LIl = sup [f(z)] = [yl

(B S

Twierdzenie 3.21 (Lemat Riesza). Dla kazdego ograniczonego funkcjonatu
liniowego f : H — C istnieje jedyny element y € H spelniajacy f(x) = (z,y)
dla wszystkich © € H.

Dowdéd. Zbior N = {x € H| f(x) = 0} jest domknieta podprzestrzenia li-
niowg w H. Jedli N = H, to mozemy przyja¢ y = 0. Zatézmy, ze N # H.
Zatem z Twierdzenia [3.5| istnieje element 1y, # 0 taki, ze yo L N. Ponadto
f(yo) # 0, bo yo ¢ N. Niech y; = yo/f(y0). Wtedy f(y1) = 1 oraz y; L N.

Dla z € ‘H mamy
r = (x— flz)y) + flx)y. (3.1)

Pierwszy sktadnik rozktadu nalezy do N a drugi do N*. Mnozac skalarnie
obie strony (3.1)) przez y; € N+t otrzymamy

(@, y1) = (f(@)yr, 1) = f(@)lly .

Zatem ( >
T,
flz) = :
[y1]/?
Mozemy wiec okredli¢ y = vy /||y1]|?. Jedynoéé elementu y wynika z Lematu
B.11 O

Whiosek 3.22. Przestrzeri B(H,C) mozna utozsami¢ z H. Przyporzadko-
wanie

H>y+— f, € B(H,C), gdzie f,(z) = (x,y)

jest antyliniowe, tzn.

fy1+y2 = fyl + fy27
f)xy = /\fy

Definicja 3.23. Formg péttoraliniowg F' na 'H x H nazywamy odwzorowanie
F:"H xH — C spetniajgce
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(i) F(Ax + py, z) = AF(2, 2) + pF(y, 2).
(i) F(z,\x + py) = AF(2,2) + BF(2,y).
Mowimy, ze forma F jest ograniczona, jesli dla pewnej statej ¢ mamy
[F(z, )| <clzlllyll,  =yeH.

Przyktad. Dla ‘H = C" kazda forma poéttoraliniowa ma postac

F(z,y) = Z aij Ti7;.-

ij=1

Rzeczywiscie

F(z,y)=F (ineuzyﬁj) = Y Fle;ej) z7;,
i=1 =1

ij=1
zatem a;; = F(e;,e;). Forma F(z,y) jest ograniczona, bo z nieréwnosci
Schwarza
. . 2, 1/2
[F(a,y)l = | > ai; (2:35)| < (Z |%‘|2) (Z |x¢|2|yjl2)
ij=1 ij=1 ij=1
. 1/2
= (Z |%'|2) [ Iyl
ij=1

Przyktad. Niech A : ' H — H bedzie operatorem ograniczonym. Okreslmy
F(z,y) = (z, Ay). Wtedy F jest ograniczona forma pottoraliniowa, bo

|E(z,y)| = [(z, Ay)| < [[=[H [ Ay[] < [|A] ][ Tl -

Twierdzenie 3.24. KazZda ograniczona forma péttoraliniowa na 'H ma po-
stac

Fa,y) = (r, Ay)
dla pewnego ograniczonego operatora liniowego A : H — H. Operator A jest
Jedyny.
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Dowdd. Ustalmy y € H i rozwazmy odwzorowanie ¢,

HBZBTF(ZE,y)E(C.

Wtedy ¢, jest funkcjonatem liniowym. Ponadto
oy(2)] = |F(z, y)| < cllyll ||

Zatem ¢, jest ograniczony oraz ||¢,|| < c||y||. Z lematu Riesza istnieje jedyny
wektor Ay taki, ze

F(z,y) = ¢y(2) = (z, Ay).
Pokazemy, ze przyporzadkowanie y — Ay jest liniowe. Mamy

(, Ay +92)) = Fz,y1 + y2) = Fz,p1) + F(z,y2)
= (z, Ay1) + (z, Aya) = (z, Ay1 + Aya)
Zatem A(y; + y2) = Ayi + Ay,. Podobnie pokazujemy, ze A(\y) = AAy.

Pozostaje sprawdzi¢ ograniczonosé operatora A. Mamy

[Ayl = sup [(z, Ay)[ = sup [F(z,y)[ < sup (c|[z]| [yl)) = clly]

llzll<1 l=l<1 lzll<1
Zatem ||A] < c. O
Whiosek 3.25. Dla ograniczonego operatora lintowego A : H — H istnieje
jedyny operator A* : ' H — 'H spelniajgcy
(Az,y) = (z, A%y) z,y € H.
Operator A* nazywamy operatorem sprzezonym do operatora A.

Dowdd. Funkcja F(x,y) = (Ax,y) jest ograniczong forma poltoraliniowa.
Zatem istnieje ograniczony operator liniowy A* taki, ze

(Az,y) = F(z,y) = (z, A™y).

Uwaga 3.26. Jesli (Ajz,y) = (Asx,y), to A) = As.

Przyktad. Niech H = C" oraz A : C" — C", bedzie odwzorowaniem li-
niowym zadanym macierza (a;;) gdzie a;; = (Ae;, €;). Wyznaczamy macierz
odwzorowania A*.

a;; = (A%ei,e5) = (e, Aej) = @ji.

Otrzymujemy A* = AT, gdzie T oznacza transpozycje macierzy.
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4 Przestrzenie sprzezone

Definicja 4.1. Przestrzen B(X,C) (czyli przestrzen ograniczonych funkcjo-
natow liniowych), nazywamy przestrzeniq sprzezong do przestrzeni unor-
mowanej X 1 oznaczamy symbolem X*.

Przyklad. Z lematu Riesza mamy H* = H. Istotnie kazdy funkcjonat linio-
wy na ‘H ma posta¢ ¢,(x) = (z,y) dla pewnego elementu y € H. Przypo-
rzadkowanie H 3 y — ¢, € H* spelnia

Pyrtys = Pyr T Py
Pry = )‘Qoy'

Przyklad. Niech X = ¢y oznacza przestrzen ciggdéw zbieznych do zera z
normg supremum wartoéci bezwzglednej wyrazéw. Wykazemy, ze X* = (1.
Niech A oznacza funkcjonat z X*. Kazdy element x z ¢y zapisujemy w postaci

)
xr = Z TnCn,
n=1

gdzie
l’:(ZL‘l,ZL'Q,...,l'n,...),Gn:(0,...70,%,0,...).

Szereg jest zbiezny, bo ogon szeregu dazy do zera w normie przestrzeni cj.

Zatem . N N
n=1 n=1 n=1
Oznaczmy A\, = A(e,). Wtedy
A(x) =D Ay,
n=1

tzn. kazdy funkcjonal liniowy na ¢y ma postac jak wyzej dla pewnego ciagu
A= {\, 52, Zatozmy, ze A € £'. Wtedy dla z € ¢y mamy

IA@)] < X [l lzal < sup 2l D [Aal = Al (|2 oo
n=1 n

n=1

Zatem A € X* oraz ||A|| < ||\l
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Odwrotnie, zatézmy, ze A € X*. Chcemy pokazaé, ze ciag \, = A(e,)
lezy w ¢!. Dla ustalonej naturalnej liczby N okreslmy cigg

fN = (Sgn ()\1)7 Sgi <)‘2)7 -+, 58I (AN>707 Oa e ) € Co.

Poniewaz || fx ]l < 1, to

N

Z ol = AN < A1 oo < TJA]-

Przechodzac do granicy z N otrzymujemy

o

1Al =22 Anl < [IA]-
n=1
Z wczesniejszego rozumowania wynika réwnosé ||A|l = [|A]];.

Przyktad. Mozna udowodnié, ze dla 1 < p < oo mamy (¢)* = (4, gdzie
q=p/(p—1) oraz (£*)* = {*. Przeprowadzimy szkic dowodu dla 1 < p < oo.
Poniewaz dla x € (P szereg x = > x,e, jest zbiezny w /P, to dla funkcjonatu
A € (/7)* mamy

= i/\(en)x

Zatozmy, ze ciag A, = A(e,) lezy w 9. Wtedy z nieréwnosci Holdera otrzy-
mujemnmy

z)| =

%)
> Ann
n=1

oo
< Z [ An 2]
n=1

e’ 1/q o) 1/1’7
< (Z w) (Z rxnrp) — M olall
n=1 n=1
Zatem Al < [All,.

Odwrotnie, zatézmy, ze A € (¢7)*. Pokazemy, ze A € (7 oraz |||, < ||A]]-
W tym celu rozwazmy ciag

Iy = (sgn()\l)|)\1|q’1, sgn ()\2)|)\2|‘1’1, ...,sgn(AN)|>\N|q’1,0, 0,...) €.

Mamy

=

(Z sgn (Ay) [An | 1en> ngn VAl A (e,) = Z | An|?.

IRY
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Dalej obliczamy

N N
1wl =37 a2 =37 e, (4.2)
n=1 n=1

Z ograniczonosci funkcjonatu A mamy
AN < AT -
Na podstawie (4.1]) i (4.2)) otrzymujemy

N N 1/p
S Al < 1Al (Z w) |
n=1 n=1

Po przeksztatceniu mamy

N 1/q
(Z w) < IIA]l
n=1

Ostatecznie ||A||, < [|A]].

5 Twierdzenia Hahna-Banacha

5.1 Przedtuzanie funkcjonatéw liniowych

Zatézmy, ze Y jest podprzestrzenig liniows przestrzeni liniowej X. Na pod-
przestrzeni Y mamy okreslony funkcjonatl liniowy A. Naszym celem jest prze-
dtuzenie go do funkcjonatu liniowego A okreslonego na przestrzeni X. Be-
dziemy chcieli zachowaé pewne wtasnosci funkcjonatu A.

Definicja 5.1. Funkcje p : X — R nazywamy wypukla, jesli
plaz + By) < ap(z) + Bply)  dazyeX, o320, a+p=1

Przyktad. Jesli X jest unormowana przestrzenia liniowa, to p(x) = ||z|| jest
funkcja wypukia.

Twierdzenie 5.2 (Hahn-Banach). Niech X bedzie rzeczywistq przestrzeniq
lintowq oraz p(x) bedzie funkcjq wypuklq na X. Zalézmy, ze X jest rzeczywi-
stym funkcjonatem liniowym okreslonym na podprzestrzeni liniowej Y C X,
spetniajgcym

Ay) <ply), yeY
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Wtedy istnieje funkcjonal liniowy A okreslony na X i spetniajgcy

Aly) = AMy), yeY,
Az) < p(z), zelX.

Dowdd. Zalézmy, ze Y C X. Wybierzmy zq € X\ Y. Wtedy x¢ # 0. Okreslmy
przestrzen

Xo =lin{zo, Y} ={azg+y : yeY, a e R}
Kazdy element z Xy ma jednoznaczny zapis w postaci axg+ y. Rzeczywiscie,
jesli axg +y = ’xo + ¢/, to

(a—ad)xg=y —yeyY.

Poniewaz 1o ¢ Y, to a = o’ i wtedy y = ¢/".
Niech A oznacza rozszerzenie funkcjonatu A na Xj,. Funkcjonal A jest
wyznaczony przez liczbe /\(mo), bo

Xao + 9) = aX(zo) + A(y) = ak(z0) + M(y).
Chcemy dobra¢ wartosé A(zg) tak, aby speliony byt warunek

Aazg +y) < plazy +y), a€R, yev.
Czyli chcemy, aby

aX(z0) + AMy) < plazy + y).

Dla ov = 0 warunek jest spelniony z zatozenia. Rozwazmy « # 0. Dla o > 0
musi zachodzié¢

Azo) < =[plazo +y) — A(y)].

RIrm

Z kolei dla o = —3, [ > 0 musi by¢ spelniony warunek

~ 1

A(wg) > B[)\(y) — p(y — Bo)].
Obie nier6wnosci muszg by¢ spetnione dla wszystkich y € Y oraz wszystkich
dodatnich liczb « i § zatem liczba A\(xy) musi spetnia¢ warunek

sup sup < \() ~ply—00)] < Moo < jnt int <l +y/) =2 (5.
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Liczba ;\(xo) da sie znalez¢ tylko wtedy, gdy liczba po lewej stronie 1’ jest
nie wieksza niz liczba po prawej stronie. W tym celu wystarczy udowodni¢,
ze dla dowolnych liczb «, 3 > 0 oraz dowolnych 3,y € Y mamy

1 1

5AW) = ply = fro)] < Clplamo + y) = AW

Mnozac obie strony przez a3, odpowiednio przeksztatcajac, i wreszcie dzielac
obie strony przez o+ (3 otrzymamy réwnowazna posta¢ pozadanej nieréwno-
Sci:

o 6] / « B /
A<a+ﬁy+a+ﬁy> < a+5p(y—ﬁxo)+mp(axo+y)- (5.2)

Niech y; = y — Bxg oraz y, = axg + y'. Wtedy

o 5 o« ﬁ /
a+ﬁy1+a+ﬁy2_a+ﬁy+ +ﬁy'
Zatem
« B A o g
A(oz—kﬁy—i_oc—i-ﬁy)_/\<a+6y1+a+ﬁy2>
<p<aiﬁy1+af_ﬁyz><aiﬁp(y1)+afﬁp(y2)
= iﬁp(y—ﬁonp(wwy),

co konczy dowdd pozadanej nieréwnosei ((5.2)).

Uwaga 5.3. Jedli skrajne liczby w nieréwnosci (5.1) sa réwne, to rozsze-
rzenie A jest jednoznaczne. W przeciwnym wypadku rozszerzenie nie jest
jednoznaczne.

Niech & oznacza rodzing wszystkich rozszerzei (/N\,;X ) funkcjonatu (A, Y)
spelniajacych warunek A(z) < p(x), = € X, gdzie X jest podprzestrzenig
X zawierajaca Y. Rodzina takich rozszerzen jest czesciowo uporzadkowana:

(A, X1) < (Mg, X5)

jesli X, C X, oraz :\g(x) = 5\1(1‘) dla z € X]. Pokazemy, ze kazdy tancuch w
& (czyli rodzina liniowo uporzadkowana) jest ograniczony. Niech (\;, X;)ier
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bedzie tancuchem. Okreslmy X = U X;. Wtedy X jest przestrzenia liniowa.
el
Okreslamy funkcjonal A na X nastepujaco:

Ma) = N(z),  jesliz e X,

Definicja jest poprawna, bo Jesh z € X;N XJ, to X; C X lub X c X, W
kazdym przypadku Xi(x) = \;(). Nietrudno sprawdzi¢, ze X jest funkcjona-
tem liniowym na X. Ponadto

Maz) = Ni(z) < p(x), dla z € X;.

7 konstrukeji rozszerzenie (X, X) jest wieksze niz (A, X;) dla wszystkich i € I.
Zatem z lematu Kuratowskiego-Zorna rodzina £ zawiera element maksymal-
()\ X ) Jesli X C X, to z pierwsze]j czesci dowodu mozna rozszerzyc¢ A

oN Jeden wymiar, co przeczyloby maksymalnosci rozszerzenia ()\,X ). Zatem
X =X. ]

Definicja 5.4. Mowimy, ze funkcja p : X — R jest absolutnie wypukia
jesl

plaz + By) < |alp(z) + [Blp(y)
dla o, € C, |a|+|6] =1, z,y € X.

Uwaga 5.5. Warunek dotyczy przestrzeni liniowych nad C 1 jest mocniejszy
od wypuktosci. Norma p(x) = ||z|| jest absolutnie wypukia.

Twierdzenie 5.6 (Hahn-Banach). Niech \ bedzie funkcjonatem liniowym
na podprzestrzeni Y zespolonej przestrzeni lintowej X. Zalozmy, zZe A spelnia

Ayl <ply), yeY

dla pewnej absolutnie wypuktej funkcjip : X — Ry, Wiedy istnieje funkcjonal
liniowy A : X — C spetniajgcy

Aly) = Ay), yey,
IA(z)] < plz), xe€X.

Dowdd. Niech £(y) = ReA(y). Wtedy £(y) jest rzeczywistym funkcjonatem
liniowym na Y. Ponadto

ly) =ReA(y) < [My)| <ply), yeY
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Zatem z poprzedniego twierdzenia istnieje funkcjonat rzeczywisty £ okreslony
na X i spelniajacy

Lly) = lUy), yey,
L(z) < plz), zelX.

Zauwazmy, ze
((iy) = Re A(iy) = Re[iA(y)] = —Im A(y).

Zatem
AMy) = Re A(y) +ilm \(y) = L(y) — il(iy). (5.3)

Okreslmy
A(z) = L(x) —iL(iz), z€X. (5.4)

Wtedy A jest funkcjonatem liniowym nad R okreslonym na X, bo L jest
takim funkcjonatem. Dalej

A(iz) = L(ix) —iL(—x) = L(ix) +iL(x) = i[L(z) —iL(iz)] = iA(x).

Zatem A jest funkcjonatem liniowym nad C. Ze wzoréw ((5.3)) i (5.4)) i z faktu,

ze L jest rozszerzeniem ¢ wynika, ze

Zapiszmy

Wtedy
Al@)] = eA(z) = Ae™"x) = L{e™"z) < ple™"x) = p(x).

Ostatnia réwnos$¢ wynika z absolutnej wypuktosci funkceji p. Wystarczy przy-
jac¢ f = 0. O

Whniosek 5.7. Zalozmy, ze Y jest podprzestrzeniq liniowqg przestrzeni unor-
mowanej X oraz A\ jest ograniczonym funkcjonalem liniowym na Y. Wiedy
istnieje ograniczony funkcjonat liniowy A okreslony na X i spetniajgcy

Ay) = My), yey,
IAllx- = [\l

Y*-
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Dowdéd. Okreslmy p(z) = ||\
pukta na X. Ponadto

A < A

v+||z]]. Wtedy p(x) jest funkcja absolutnie wy-

vllyll = ply), weY.

Z poprzedniego twierdzenia istnieje funkcjonat liniowy A : X — C spelnia-
Jacy

AMy) = My), yevy,
A(z)] < plz) =]l

Y * ]}H

Zatem ||A]x~ < [[A|]y«. Ale ||A|lx+ = [|Ally+, bo A jest rozszerzeniem funk-
cjonatu \. O]

Uwaga 5.8. Jesli M jest domknieta podprzestrzenia przestrzeni Hilberta H
i ¢ jest ograniczonym funkcjonatem liniowym na M, to ¢ ma postaé

go(y)z(y,v% y e M,
dla pewnego wektora v € M. Wtedy rozszerzenie ¢ na X ma postac
&(z) = (x,v).

W tym wypadku jest to jedyne rozszerzenie nie podwyzszajace normy funk-
cjonatu.

Whniosek 5.9. Niech xg bedzie niezerowym elementem przestrzeni unormo-
wanej X. Wtedy istnieje funkcjonat A € X* taki, zZe

A(zo) = l[zoll,  [[Allx- = 1.

Dowdd. Rozwazmy prosta, czyli podprzestrzen jednowymiarows, Y = C xy.
Okre$lmy funkcjonal A\ : Y — C wzorem

AMaxg) = a|zol|-

Zatem |A(azxg)| = ||axo|. To oznacza, ze ||A||y+ = 1. Z poprzedniego wniosku
istnieje funkcjonal A : X — C spelniajacy ||Al|x+ = || Ay~ = 1 oraz A(xg) =
Alo) = [|ol|- O

Whniosek 5.10. Niech X bedzie przestrzenig unormowang. Wtedy dla v € X
mamy

2]l = max{|p(z)| - ¢ € X7, [lp]x- <1}
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Uwaga 5.11. Whniosek jest uogélnieniem wtasnosci przestrzeni z iloczynem
skalarnym:

2]l = max{[(z,y)| : [yl <1}.
x* < 1 mamy

Dowdd. Dla |||

lo(@)] < llellx-llzl < [lz].
Stad
sup{|p(z)] + o € X7, [lpllx- <1} < [l2]-
Dla z € X istnieje funkcjonal ¢q taki, ze ||pol|x+ = 1 oraz ¢o(z) = ||z||.

Zatem
sup{[p(z)] : ¢ € X7, [lpllx- <1} = wo(z) = [J2]|.
]

Whniosek 5.12. Niech Y bedzie podprzestrzeniq liniowq przestrzeni unormo-
wanej X oraz xg € X \ Y. Istnieje funkcjonal A € X* spelniajacy

Aly =0, A(zo) = d,
gdzie d = d(xo,Y) = inf{||xzo —y|| : y € Y}, oraz ||Al|x- < 1.
Uwaga 5.13. Dla Y = {0} teze otrzymujemy z Wniosku [5.9}

Dowdd. Niech X = lin{zo,Y} = {axg —y : o € C, y € Y}. OkreSlmy
funkcjonat A\ : Xg — C wzorem

Mazxyg —y) = ad.

Sprawdzamy ograniczono$¢ funkcjonatu .

Mazo —y)| old _ d
sUp ——————— = SUp ——————0 = Sup ———0 < L.
az0,yey  ||axo — || az0,yey |[azo — Y[l azo,yey [[To — a1y
Zatem |||l x; < 1. Z twierdzenia Hahna-Banacha istnieje funkcjonat A € X*
taki, ze [[Al|x- = [[A]|x; <1 oraz

Aly) = My)=0, yey,
A(zg) = Mzo) =d.
]

Uwaga 5.14. Jesli xy lezy poza domknigciem podprzestrzeni Y, tzn. d > 0,
to |[|A||x = 1. Istotnie

d d
Xy = Ssup

[IA] =- -
azoyey [ro —atyll inf{[lzo —yl -y €Y}
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5.2 Granica Banacha

Rozwazmy podprzestrzen ¢ C ¢*° zlozong z ciggéow zbieznych. W podprze-
strzeni ¢ okredlamy funkcjonat

A@) = lim z,, r={z,} €c
Ten funkcjonat jest niezmienniczy na przesuniecia, tzn.
AMz) = A(s(x)), gdzie s(x), = Tpi1.

Mamy
A@)] < sup fan| = ]l

Zatem ||Al|.~ = 1. Chcemy znalez¢ rozszerzenie A funkcjonalu A na (> tak,
aby funkcjonal A byl tez niezmienniczy na przesuniecia. Niech Y oznacza
podprzestrzen ciggdéw ograniczonych y takich, ze granica

L Yi+ Yot ..o+ Yn
im

n n

(5.5)

istnieje. Wiemy, ze ¢ C Y oraz dla y € ¢ wielko$¢ w ([5.5)) jest réwna lim,, y,,.
W przestrzeni Y okreslamy funkcjonat A wzorem

/\(y)zlimy1+y2+...+yn7 yey
n n
Mamy
Yit+Y2+ ...+ il + Y| + ...+ Y
M) < sup el g Bl Rl el gy =y

Z twierdzenia Hahna-Banacha istnieje funkcjonat A : ¢~ — C taki, ze
| Al gy = 1 oraz A(z) = lim, z, dla € ¢, bo ¢ C Y oraz A\(x) = lim, x,
jesli z € c. Pozostaje wykazac, ze A(x) = A(s(z)). W tym celu zauwazmy, ze
dla dowolnego ciagu = € ¢ ciag y = = — s(x) lezy w Y oraz A\(x — s(x)) = 0.
Rzeczywiscie

1 1
;(y1+y2++yn) = ﬁ(xl—xnﬂ) 70
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5.3 Przestrzen sprzezona do Cla, ]

Twierdzenie 5.15 (F. Riesz). Kazdy ograniczony funkcjonal liniowy ¢ na
Cla,b] (lub Cgrla,b]) ma postac

= /b (@) dw(zx)

dla pewnej funkcji w(x) o wahaniu ograniczonym na |a,b]. Ponadto

[¢llcx = Var g4 (w).

Dowdd. Rozwazmy funkcjonal ¢ € Cfa,b]*. Symbolem Bla,b] oznaczamy
przestrzen wszystkich ograniczonych funkeji okreslonych na przedziale [a, b|
z normy || fllec = sup |f(z)|. Wtedy Cla,b] C Bla,b|. Istnieje rozszerzenie

a<z<b

¢ funkcjonalu ¢ na przestrzen Bla,b] takie, ze ||| g =
funkcje

c+. Okreslmy

0 T=a
w(z) =
@(]I[a,x]) a<x<b.
Zbadamy wahanie funkcji w(xz). W tym celu dzielimy przedzial punktami
a=x9<x1<...<x, =0 Wtedy

Z |w xﬂ :Ej 1>| - |¢(]I[J:o x1] | + Z |q'§ (xj— 1733j])|‘

Oznaczmy g1 = Ty z1]s 95 = N, 12, dla j > 2, oraz niech a; = sgn®(g;).
Wtedy

i\w(w» —w()| = Z B(g;)| = iaﬂ'%’)

=9 (2: anj)

Var (o4 (w) < [l¢lle--

Z a]g]

< |||

B = [lglle-

Zatem
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Podzielmy przedziat [a,b] punktami z; = a + (b — a)k/n. Dla funkcji
f € Cla, b] okreslamy ciag funkcji

= Zf(xj)XIja ]1 - [ﬁo,l’l], Ij = (xj—laij ] > 2.

Wiadomo, ze fn f, tzn. fp, — f w normie przestrzeni Bla,b]. W zwiazku
z tym @(f,) —>@(f) o(f). Ale

b

=3 F)B(a) = 3 Fal(e) — wla, )] — [ fx)du).

j=1 j=1 J
Zatem
b
o)) = [ flw) du(z).
Ponadto '
= > flapw(a;) —wlzia]| < Y| f(a)] w(ag) — w(zj]
j=1 Jj=1
< I flloo Z (w(z;) — wlzj—1| < Var gp(w) [|fl
j=1
Zatem

()] = [@(F)] = lim [@(f,)] < Var o4 (w) || f]]se-
Stad ||¢|lc+ < Var g4 (w), czyli

pllex = Var g (w).
L]

Uwaga 5.16. Roézne funkcje w moga wyznaczy¢ ten sam funkcjonal na
C'la, b], nawet jak przyjmiemy w(a) = 0. Na przyktad dla 0 < a < 1 niech

Wtedy
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Kazda funkcja o wahaniu ograniczonym posiada granice jednostronne w
kazdym punkcie, bo jest kombinacjg liniows czterech funkcji rosnacych. Dla
funkcji w o wahaniu ograniczonym okreslamy

w(a), r=a
w(x) = qw(b), z=b
tliH{ w(t), a<xz<b.

Wtedy w jest lewostronnie ciggta wewnatrz przedziatu oraz nadal ma wahanie
ograniczone (bo jesli w jest rosnaca, to W tez jest rosnaca). Ponadto

/bf(x) dw(x) = /bf(x) dw(z).

Co wiecej jesli wy 1 we sg roznymi funkcjami o wahaniu ograniczonym, lewo-
stronnie ciagtymi na (a,b) oraz wi(a) = ws(a), to funkcjonaty wyznaczone
przez te funkcje sa rézne, tzn. dla pewnej funkcji f € Cla, b] mamy

| 1@ dunta) # [ 0 st

5.4 Wersja geometryczna

Definicja 5.17. Podzbior V. C X nazywamy wypuktym jesli dla xz,y € V
oraz 0 < t < 1 mamy tx + (1 —t)y € V. To oznacza, Ze zbior V' zawiera
elementy x ©y wraz z catym odcinkiem lgczgcym x z y.

Przyktad. V={z e X : ||z|| <r}.

Przyklad. Niech ¢ bedzie rzeczywistym funkcjonatem liniowym na prze-
strzeni unormowanej X. Wtedy zbior

Vo={zeX : ¢o(x)>a}
jest wypukty dla o € R.

Zatozmy, ze zbior wypukly V' C X jest otwarty i zawiera punkt 0. Zatem
dla pewnej liczby € > 0 mamy B.(0) C V. To oznacza, ze dla dowolnego ele-
mentu z € X istnieje liczba t > 0 taka, ze t 'z € V. Rzeczywidcie wystarczy,
aby |[t71z|| < e, czyli t > e |z|.
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Definicja 5.18. Dla otwartego, wypuktego zbioru V, zawierajgcego 0, okre-
Slamy funkcjonat Minkowskiego wzorem

pv(z) =inf{t >0 : t 'z € V}.
Przyktad. Niech V = {z € X : ||z|| < r}. Dla dowolnego elementu =z € X
mamy ¢tz € V wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ > r~!||z||. Zatem py (x) = r~{|z]|.
Przyklad. Na ptaszczyznie X = R? z norma euklidesowg rozwazmy elipse
V= {(z,y) : 2* +4y* < 1}.
Elementy u = (2,0) i w = (0,2) maja te sama norme, ale
pv(u) =2 # 4 =py(w).

Lemat 5.19.

(a) pv(0) = 0.

(b) py(sx) = spy(x) dla s > 0.

(¢) pv(z+y) <pv(z) +pv(y).

(d) {zeX :py(x)<l}cVCc{reX : pylxr) <1}

(e) Jesli W C V, to pw(zx) = py(z).

Dowoad.

(a) Mamy ¢t 10 =0 € V dla t > 0. Zatem py(0) = 0.

(b) Warunek t~'z € V jest réwnowazny z warunkiem (st)~!(sx) € V dla
s> 0. Stad py (sz) = spy(x).

(c) Zaldzmy, ze t—'x € V oraz s~y € V. Wtedy z wypukloéci zbioru V'
mamy

(s+8) Yz ty) = (t712) + Si(s*ly) %

s+t +1

Zatem py(x + y) < s + t. Biorac kres dolny wzgledem s i ¢ speliajacych
t7lz € V oraz s7ly € V otrzymamy

pv(z+y) <pv(z)+pv(y).
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(d) Niech py (z) < 1. Zatem istnieje liczba 0 < t < 1 spelniajacat—lz € V.
Wtedy z wypuktosci V' i z warunku 0 € V' wynika, ze

r=tt'z)+(1-t)0eV.

To dowodzi pierwszego zawierania w (d). Zalézmy, ze v € V. Wtedy 171z € V,
czyli py(z) < 1. Stad otrzymujemy druga czes¢ (d). ]

Uwaga 5.20. Z lematu wynika, ze funkcja py () jest wypukta.

Definicja 5.21. Mdowimy, ze dwa zbiory A © B w przestrzent unormowanej X
mozna rozdzieli¢ hiperptaszczyzng, jesli istniejg niezerowy ograniczony
funkcjonat liniowy ¢ : X — R oraz liczba o € R takie, ze

olr) < a, dlaxeA,
> «, dlaye B.

Jesli obie nieréwnosci sq ostre, to mowimy, ze zbiory A 1 B sq $cisle roz-
dzielone.

Uwaga 5.22. Niech X bedzie przestrzeniag wymiaru n nad R. Dla niezero-
wego funkcjonatu liniowego ¢ na X zbior

Xo={rz e X : p(z) =0}

jest (n — 1)-wymiarowa podprzestrzenia w X. Jesli ey, e, ..., e, jest baza w
X oraz a; = p(e;), to ¢ ma postac

p(x) = (i xjej) = ixﬂp(@j) = iaﬁjv

Wtedy
Xo={(z))- : 11 + ass + ... + a,z, = 0}

jest hiperprzestrzenia natomiast hiperptaszczyzna X, = {x € X : ¢(x) =
a} ma postaé X, = Xo+x,, gdzie z,, jest ustalonym wektorem spetniajacym
o(xy) = a.

Twierdzenie 5.23. Niech A © B bedg wypukltymi i roztgcznymi podzbiorams
unormowane] przestrzeni liniowej X. Witedy

(a) Jesli A jest otwarty, to zbiory A i B mozna rozdzieli¢ hiperplaszczyzng.
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(b) Jesli A i B sq otwarte, to mozna je rozdzieli¢ $cisle.
(c) Jesli A jest zwarty a B jest domkniety, to mozna je rozdzieli¢ $cisle.

Dowod.

(a) Niech A— B ={a—b: a€ A be B}, tzn. A — B jest réznica
kompleksowa zbioréw A i B. Wtedy 0 ¢ A — B, bo A i B sa rozlaczne.
Wybierzmy —xg € A — B i okreslmy

C:Zﬂg—i‘(A—B)

Z konstrukcji mamy 0 € C oraz xy ¢ C. Zbiér C jest wypukly jako prze-
suniecie réznicy kompleksowej zbioréw wypuktych. Zbior C' jest otwarty, bo
jesli x € zp+ (A — B), to x = zy + a — b dla pewnych a € A oraz b € B. Z
otwartosci zbioru A mamy a € B.(a) C A dla pewnej liczby £ > 0. Zatem

B.(x) = B.(zg+a—b) =29+ B(a) —bCxy+ A—B=C.

Uwaga 5.24. Dowdd otwartosci mozna przeprowadzi¢ nie korzystajac z nor-
my. Zapisujemy

C=z0+A—B=J[(zg—b) + 4]

beB
i zauwazamy, ze kazdy sktadnik sumy mnogosciowej jest zbiorem otwartym.

Niech Xy = Rxg, tzn. X jest prosta przechodzaca przez 0 oraz x,. Okresl-
my funkcjonat ¢ na X, wzorem

((Azo) = A, A€ER.

W szczegélnosci z Lematu [5.19(d) wynika £(zo) = 1 < pe(z0), bo ¢ ¢ C.
Zatem dla A > 0 mamy

£(Azo) = A < Apc(zo) = po(Azo).
Z kolei dla A < 0 otrzymujemy
l((Azg) = A < po(Azo).
Reasumujac udowodnilismy, ze

Uz) < po(z), dlaze X,.
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Funkcja pe spetnia zalozenia twierdzenia Hahna-Banacha. Zatem istnieje
funkcjonat £ : X — R taki, ze

L(zg) = l(zg) =1
L(z) < pe(z) dlazeX.

Pokazemy, ze L rozdziela A i B. Niech z € C. Wtedy z Lematu[5.19)(d) mamy
L(z) < pe(z) < 1.

Czyli L(zo+a—b) < 1 dladowolnycha € Aib € B. Zatem L(a) < L(b) dla
a € Aibe B. Biorac kres gorny wzgledem a a potem kres dolny wzgledem
b otrzymamy

sup L(a) < inf L(b).

acA beB
Uwaga 5.25. Jesli tu mamy ostra nier6wnosc, to A i B sa Scisle rozdzielone.

Istnieje zatem liczba « spetniajaca

Sa<i :
itelgﬁ(a) « ggjgﬁ(b)

Pozostaje uzasadni¢ ciggtos¢ funkcjonatu L. Poniewaz zbiér C' jest otwar-
ty oraz 0 € C, to B.(0) C C dla pewnej liczby ¢ > 0. Wtedy z przyktadu po
Definicji [5.18 mamy

L(z) < pe(r) < ppao)(x) = |-
Czyli L(z) < e7Y|z|. Zatem
—L(z) = L(=2) <e7'| — ]| = "|=.

Ostatecznie |L(z)] < e |z].
(b) Zalézmy, ze A i B sa otwarte. Z pierwszej czesci dowodu istnieje
niezerowy ograniczony funkcjonal £ oraz liczba o taka, ze

L(a) <a<L(b), a€A beB.

Zbiory L(A) i L(B) sa wypukle i otwarte w R (zadanie). Zbiory te sg zatem
otwartymi przedziatami w R, przy czym L(A) lezy na lewo od L£L(B). Zatem

Lla) <a< L(b), acA beB.
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(c) Zakladamy, ze A jest zwarty a B domkniety. Dla dowolnego elementu
a € A istnieje kula otwarta K, o $rodku w 0 taka, ze kula a 4+ 2K, jest
roztaczna z B. Zbiory a + K, dla a € A pokrywaja zbior A. Ze zwartosci
mamy
AC (a1 + Kgy) U (ag+ Koy) UL ..U (a, + Kg,).

Okreslmy
U=K, NK,,N...NK,,. (5.6)

Wtedy U jest otwarta kulg o srodku w zerze. Zauwazmy, ze
(A+U)N B =1. (5.7)

Istotnie z ((5.4) mamy

A+UCllag + Koy)U(aa+ Kp)U. ..U (a, + K,,)] + U
= (a1 + Ky, +U) U (ag+ Koy +U) U ... U (a, + K,, +U)
C (a1 +2K,,) U (as +2K,,)U... U (a, +2K,,).

W ostatniej sumie kazdy sktadnik sumy mnogosciowej jest roztaczny z B. To

dowodzi ([5.7)). Zatem
1 1
(A+§U)m(B+§U) =0.

Ale zbiory A+ 3U i B+ U sg otwarte i wypukle, wige z czesci (b) mozna
je $cisle rozdzieli¢. Tym bardziej mozna $cisle rozdzieli¢ A i B. O]

5.5 Wersja niezmiennicza

Definicja 5.26. Niech X bedzie przestrzenig lintowq. Rodzine G operatorow
lintowych okreslonych na X nazywamy potgrupqg przemienng jesl G za-
wiera odwzorowanie identyczno$ciowe I oraz z warunku A, B € G wynika

AB = BA €g.

Twierdzenie 5.27. Niech p(z) bedzie funkcjg wypuktq okreslong na rzeczy-
wistej przestrzeni liniowej X, przy czym p(0) = 0. Zaldzmy, ze X jest funkcjo-
natem lintowym okreslonym na podprzestrzeni lintowe] Y C X, spelniajgcym
warunek AMy) < p(y) dlay € Y. Niech G bedzie pélgrupg przemienng opera-
torow Liniowych na X spetniajgcq warunki:
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(i) Dla A € G mamy A(Y') C Y, tzn. podprzestrzen Y jest niezmiennicza
pod dziataniem operatoréow potgrupy.

(ii) p(Az) < p(x), dlax € X oraz A € G.

(1)) M(Ay) = ANy) dlay € Y oraz A € G, tzn. funkcjonal X jest niezmien-
niczy na dziatanie operatorow z G.

Wtedy istnieje funkcjonal A okreslony na X taki, Ze
(a) A(y) = Ay) dlay €Y.
(b) A(z) < p(x) dla x € X.
(c) AN(Az) = A(x) dla x € X oraz A € G.
Dowéd. Wiemy, ze dla o; > 0, > | a; = 1 mamy
plarxy + ...+ apey) < agp(y) + ...+ app(ay,).

Nieréwnos¢ pozostaje prawdziwa, jesli a; > 0, > ; oy < 1. Rzeczywiscie

plarxry + ...+ apey) = plagzy + ..+ apz, + (1= X0, 4)0)
< ap(r) + ...+ app(x,) + (1 — 3, a;)p(0)
- CV1p($1) +...+ anp(xn)

Z niezmienniczosci i liniowo$ci funkcjonalu A otrzymujemy
A(y)zA(Xn:aiAiy), yeY, A €gG, a; >0, zn:aizl.
i=1 =1
Zatem
)\(?/)<p<zn:aif1iy>, yeY,Aieg, oy >0, Zn:aizl.
i=1 i=1
W rezultacie

Aly) < inf {p (Z%Aw) :neN, 4,€G, 0,20, > a; = 1}.
i=1

i=1
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Dla x € X okre$lmy

q(z) mf{ (Zaﬁlx) neN, A, eg, a;, >0, Zaizl}. (5.8)
i=1

Wtedy
My) <qly), yeY.

Zauwazmy, ze q(x ) < p(z). Istotnie, dla n = 1, Ay = I oraz oy = 1
otrzymujemy p Z%A x| = p(z). Pokazemy, ze funkcja ¢(x) jest wypu-
kta. Niech x,y € X1 oraz a,, 3 > 0, a+ 3 = 1. Wybierzmy liczby nieujemne
a1, Q9. .., 0y, (1,0, ..., [0, takie, ze iai = Zn:ﬁj = 1 oraz operatory
Ay, A A, By, Bs, ..., B, pochodzglz pélgrjlj;y G. Wtedy rozwazamy
mn liczb «;3; i tylez operatorow A;B; € G. Mamy

ZZa,ﬂj =1.
i=1j=1

Korzystajac z wypuktosci i whasnosei (ii) funkeji p otrzymujemy

qlaz + By) < (Z > a;8;A4;Bj(ax + By))

i=1j=1

(zﬁ (ZM)WZM@ ))

ol o) ool

N
zij (BjZoziAix> —i—ﬁZaip(Alzn:ﬁjB )
<a ;ﬁjp (g%f‘lﬂ) + 0 ioqp(iﬁijy)

J=1
j=1

= ap (i a,AZx> + Bp (Zn: ﬁijy> :

J=1
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Obliczajac kres dolny wzgledem wszystkich wyboréw wspoétczynnikow a;, 3;
oraz operatorow A;, B; € G otrzymujemy

q(ax + By) < aq(x) + Bqly),

zatem ¢ jest funkcja wypukta na X. Ponadto

My) <qly), wyeY.

Z twierdzenia Hahna-Banacha istnieje funkcjonat A : X — R spekiajacy

Aly) = Ay) dlay ey,
Alz) < q(z) <p(zx) dlazeX.

Pozostaje udowodnié, ze A(Ax) = A(z) dla z € X oraz A € G. Przyjmujac
n>2 o;=2+oraz A; = A7 dla A € G (patrz (5.8)) otrzymujemy

qg(x — Axz) <p <:L Zn:Ai_l(x — Am)) =p <1x + 1A"(—x)>

n n

< () + - p(AN () <~ [pla) + p(-0)]

1
n
Poniewaz n jest dowolna liczba naturalna, to ¢(x — Az) < 0. Stad wynika, ze

A(z) — A(Az) = Az — Az) < g(x — Az) <0,

czyli

Az) < A(Az), ze€X, Aeg.
Podstawiajac  := —z otrzymamy nieréwnosé¢ przeciwna, czyli A(Azx) =
A(z). O

Nastepny wynik jest efektownym zastosowaniem Twierdzenia [5.27]

Twierdzenie 5.28. Istnieje funkcja rzeczywista p okreslona dla wszystkich
ograniczonych podzbioréow prostej spetniajgca:

(i) (A) = 0.
(ii) Jesli ANB =0, to (AU B) = u(A) + u(B).

(i1i) p(x+ A) = u(A) dla © € R, tzn. p jest niezmiennicza na przesuniecia.
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(1v) Jesli A jest podzbiorem mierzalnym w sensie Lebesgue’a, to u(A) = |A|,
gdzie |A| oznacza miare Lebesque’a zbioru A.

Dowdd. Niech X bedzie przestrzenig wszystkich ograniczonych funkcji f :
R — R o no$niku ograniczonym, czyli

{reR: f(x) #0} C[a,b

dla pewnych liczb a,b € R. Niech Y oznacza zbiér funkcji w X mierzalnych
w sensie Lebesgue’a. Okreslmy funkcje p: X — R

p(f) Zin{/g(ﬂc)dx cg ey, |f(x)] < g(z), xeR}.

Wartos¢ p(f) jest zawsze skoniczona. Istotnie, niech | f(z)| < m oraz f(z) =0
dla = ¢ [a,b], to przyjmujac g(x) = m Iy otrzymamy |f(x)| < g(z) oraz
p(f) <m(b—a).

Funkcja p jest wypukta oraz p(0) = 0. Rzeczywiscie, niech fi, fo € X oraz
a, f > 0. Wybierzmy dowolne funkcje mierzalne ¢y, go spelniajace | fi(x)| <

gi(x) oraz [ f5(z)| < ga(). Wtedy

lafi(z) + Bfa(2)] < alfi(x)] + Bl fa(2)] < agi(z) + Bga ().

Zatem

plafi+0) < [lagi(@) + Bgae) de = a [ (@) dz + 8 [ ga(a) da.

R

Obliczajac kres dolny wzgledem g¢; i go otrzymamy
plafi + Bf2) < ap(fi) + Bp(f2).

Dla f € X oraz t € R okreslamy operator przesuniecia A; wzorem
(Af)(x) = flz+1).
Operatory A; tworzg potgrupe przemienng, bo
A Ay = Ay s = AGA,, Ag=1.

Dla f € Y mamy A;f € Y, bo przesuniecie funkcji mierzalnej w argumencie
daje w wyniku funkcje mierzalna. Ponadto p(A;f) < p(f). Rzeczywiscie, jesli
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If(x)] < glz)dla fe XigeY,tol|(Af)(z) < (Ag)(x) oraz Ayg € Y.

Zatem

p(Af) < [(Ag)(w)du = [ g(e + 1) do = [ g(a) do.

Biorac kres dolny wzgledem funkcji g otrzymujemy

p(Acf) < p(f).
Uwaga 5.29. Prawdziwa jest réwnos¢ p(A;f) = p(f). Istotnie

p(f) = p(A_ALf) < p(Acf) < p(f).

Okreslmy funkcjonat A : Y — R wzorem
Af) = [ @) do,
R

Wtedy
p(f) = [1f@)]dz> [ f(x)dz=A(f).

Ten funkcjonal jest niezmienniczy pod dziataniem Ay, bo

MAS) = [ fla+t)de= [ fz)de = X(f).

Zatem z Twierdzenia istnieje funkcjonal A : X — R spelniajacy

AAS) = Alf).
A = A= [f@)de, dlafey.

A(f) < p(f), dla f € X.

(5.9)

Pokazemy, ze funkcjonal A jest nieujemny, tzn. jesli f > 0, to A(f) > 0.

Zatézmy, ze 0 < f(z) < moraz f(x) =0 dla z ¢ [a,b]. Wtedy
0 <m Uy (x) — f(z) < m gy (2).
Na podstawie (5.9)) i (5.10) mamy

A (m M) — f) <p (m M) — f) < /m T p)(z) dz = m(b— a).
R

(5.10)
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Zatem
m(b—a) — A(f) = A (m Tuy) — A(f) < m(b—a).

Poniewaz A (m ]I[mb]) =m(b—a), to A(f) > 0.
Dla ograniczonego podzbioru A C R okreslamy

H(A) = A (Ly).
Mamy p(A) > 0, bo funkcjonat A jest nieujemny. Jesli AN B =0, to
U(AUB) = A (Lus) = A (s + T5) = A (1) + A (1) = u(A) + (B).

Ponadto jesli A jest mierzalny w sensie Lebesgue’a, to
p(A) = A (1) = A(1) = [ Ta(e) do = |A]
R

O

Uwaga 5.30. Niech SO(3) oznacza grupe obrotéw w przestrzeni R3. Mia-
ra Lebesgue’a w R? jest niezmiennicza na dziatanie grupy SO(3). Jednak
miara ta mierzy tylko zbiory mierzalne. Rozwazmy zagadnienie: czy istnie-
je skonczenie addytywna funkcja p okreslona na wszystkich ograniczonych
podzbiorach w R? taka, ze

pU(A)) = u(4), UeSOE), ACR
Zagadnienie jest zwiazane z tzw. paradoksem Banacha-Tarskiego. Okazuje
sig, ze kule jednostkowa B = {z € R® : |z| < 1} mozna przedstawi¢ w
postaci sumy roztacznej pieciu podzbioréw
B =ByUByUB3UB4U B;5
oraz istniejg dwie macierze Uy, Uy z SO(3) takie, ze

U1<Bl)UBQZB, UQ(Bg)UB4:B

W zwigzku z tym funkcja p o opisanych wtasnosciach nie moze istnie¢.
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6 Twierdzenie Baire’a 1 zastosowania

6.1 Twierdzenie Baire’a

Definicja 6.1. Zbior S w przestrzeni metrycznej X nazywamy nigdziege-
stym, jesli domkniecie S ma puste wnetrze. Tzn. dla dowolnej otwartej kuli

B w X mamy B\ S # 0.

Przyklady. Skonczony podzbiér na prostej jest nigdziegesty. Przeliczalny
zbiér Z C R jest nigdziegesty. Jednakze przeliczalny podzbiér moze by¢ gesty,
np. zbiér liczb wymiernych jest gesty w R. Zbior Cantora C' C [0, 1] jest
nigdziegesty, chociaz jest nieprzeliczalny.

Definicja 6.2. S nazywamy zbiorem I kategorii jesli S jest przeliczalng
sumq zbiorow nigdziegestych w X.

Przyklad. Q jest zbiorem I kategorii, bo Q = | J{g}-.

q€Q

Uwaga 6.3. Przeliczalna suma zbiorow I kategorii jest znowu zbiorem I
kategorii.

Twierdzenie 6.4 (Baire). Przestrzeri metryczna zupelna nie jest zbiorem I
kategorii.

Dowod. Zatézmy, ze X jest zbiorem I kategorii. Niech
X = A,
n=1

gdzie A, sg zbiorami nigdziegestymi. Poniewaz A; nie jest gesty, to mozna
znalezé¢ xy ¢ A;. Zatem istnieje otwarta kula B; o §rodku w z; taka, ze

xleﬁch\I

Mozemy zatozyé¢, ze promien kuli B; nie przekracza 271, Zbiér A, jest nig-
dziegesty, zatem mozna znalezé element z, taki, ze xo € B; \ As. Istnieje
zatem kula o $rodku w x5 i promieniu co najwyzej 272 spelniajaca warunek

xQEFQCBl\E.
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Dalej postepujemy podobnie. Tzn. jesli B, 1 2,1 sa juz wybrane, to istnieje
element z, taki, ze x,, € B,_1 \ A,. Istnieje wtedy kula o srodku w x,, i
promieniu co najwyzej 27" taka, ze

r, € B, C B, 1\ A,.

Otrzymamy w ten sposob ciag x,,, ktory spetnia warunek Cauchy’ego. Istotnie
jeslin,m > N, to z,,z,, € By, bo kule tworzg ciag zstepujacy. Zatem

Z zupetnosci przestrzeni X ciag z,, jest zbiezny. Niech x = liTgn xn. Dlan > N
mamy x, € Byy1. Stad

xr = 1171111‘7771 € Byy1 C By,

dla kazdej wartosci N. Ale By N Ay = (0. Tzn. x ¢ Ay dla kazdej wartosci
N. Czyli

[o.¢]
T ¢ U AN = X,
N=1
co prowadzi do sprzecznosci. O

Uwaga 6.5. Jesli S nie jest zbiorem I kategorii w X oraz S = U A,, to dla
n=1
pewnej wartosci n zbiér A, zawiera kule.

Przyktad. Zbior R \ Q nie jest zbiorem I kategorii w R. Istotnie, gdyby
R\ Q byt zbiorem I kategorii, to réwniez R = (R \ Q) U Q bylby zbiorem I
kategorii, co przeczytoby twierdzeniu Baire’a.

6.2 Twierdzenie Banacha-Steinhausa

Twierdzenie 6.6. Niech X ©Y bedq przestrzeniami unormowanymsi. Niech
F oznacza pewng rodzine ograniczonych operatorow liniowych z X w'Y. Wte-
dy zbior liczb {||T|| : T € F} jest ograniczony lub zbior

{r e X : sup||Tx| < oo}
TeF

jest I kategorii w X.
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Uwaga 6.7. Jesli zbiér {||T'|| : T € F} jest ograniczony, czyli istnieje liczba
c>0taka, ze ||T|| < cdlaT € F, to

1Tz <| Tzl <cllzll, zeX, TeF

Zatem dla kazdego ustalonego elementu x liczby ||Tz|| sa wspélnie ograni-
czone, czyli
{r e X :sup||Tz|] < 0} = X.
TeF

Dowod. Zatézmy, ze

A={zx e X : sup ||[Tz| < oo}
TeF

nie jest I kategorii. Wprowadzamy zbiory

A, ={z € X : sup||Tz| < n}.

TeF
Wtedy
A= G A,.
n=1

Zbiory A,, sa domkniete, bo jesli xy € A, oraz z;, — x, to

| Tx|| = lilgn | Tzgl| <n, TeF
Na podstawie Uwagi dla pewnej wartosci n, zbior A, zawiera kule

A, DB={zxe X : ||z —xl <1}

Niech ||z|| < 1. Wtedy xg,rx + 29 € B C A,,. Zatem

| Txl| = [T Cra) | = 1T (re + x0) — Tao
< || T(rx 4+ zo)|| + [|Txo|| < n+n = 2n.
Otrzymujemy
IT|| < 2: dla ol <1, T € F,
czyli
||T||<2:L, TeF.
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Whniosek 6.8. Niech X bedzie przestrzeniq Banacha. Przy oznaczeniach z
poprzedniego twierdzenia otrzymujemy: jesli dla dowolnego elementu x € X
zbior liczb {||Tx|| : T € F} jest ograniczony, to rowniez zbior{ ||T'|| : T' € F}
jest ograniczony. Tzn. z punktowej ograniczono$ci rodziny operatorow wynika
jednostajna ograniczonosc tej rodziny.

Dowaod. 7 zatozenia

X ={zxeX :sup|Tz| < oo}
TeF

Z twierdzenia Baire’a X nie jest zbiorem I kategorii, bo X jest przestrzenia
Banacha. Z poprzedniego twierdzenia wnioskujemy, ze zbior liczb

{7l - Ter}
jest ograniczony. O

Przez kontrapozycje Wniosku dostajemy

Whiosek 6.9. Przy oznaczeniach z Whn. jesli zbior {||T|| : T € F} nie
jest ograniczony, to dla pewnego elementu v € X zbior {||Tx| : T € F} nie
jest ograniczony.

Przykltad. Udowodnimy istnienie funkcji ciggtej o okresie 27, dla ktoérej
szereg Fouriera nie jest zbiezny w punkcie 0. Niech

X = Cpal=m 7] ={f € Cl=m,a] : f(=m) = [f(7)}.

Dla funkcji f € X okredlamy wspotezynniki Fouriera ¢,
i, e
Cn = — x)e x, n .
2m

Sumy czesciowe szeregu Fouriera maja postac

™

salP)@) = 3 ™ = = [ fa+0Da0

gdzie funkcja D, (t), zwana jadrem Dirichleta, ma postaé

sin(n + 1)t
Dalt) = =51
2
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Przy dodatkowych zatozeniach, np. f € C;er[—ﬁ,ﬂ'] mozna udowodni¢, ze

sumy s,(f) sa jednostajnie zbiezne do funkcji f. Ogdlnie ciag s, (f)(zo) nie
musi by¢ zbiezny. Rozwazmy o = 0 i funkcjonaty ¢, okreslone na X przez

™

enlf) =10 = o [ FOD0ydt = [ 7(0)dgu),

—Tr

gdzie
1 T
%mzf/m@w
27 A

Funkcja g, ma wahanie ograniczone, bo

™

1
Var ) (gn) = 5= [ 1Dalt)]dt:

—Tr

Na podstawie Twierdzenia wiemy, ze norma funkcjonatu ¢, na C[—7, 7]
jest réwna Var[_r (gn). Nietrudno pokazaé, ze norma ¢, na Cpe[—7, 7] jest
taka sama, czyli tez jest rowna Varp_r (gn). Z kursu szeregéw Fouriera wie-
my, ze liczby

1 s
Lo == [ IDu)dt
5 [ 1P
daza do nieskonczonosci. Mozna wykazac, ze
L, ~clogn +d.

To oznacza, ze normy funkcjonaléw ||, || nie sa wspélnie ograniczone. Zatem
z Whn. istnieje funkcja f € Che|—m, 7] taka, ze ciag ¢, (f) = sn(f)(0)
nie jest ograniczony. W szczegélnosci ciag s,(f)(0) nie moze byé¢ zbiezny.
Co wigcej z twierdzenia Banacha-Steinhausa wynika, ze zbiér funkeji, dla
ktorych ciag s,(f)(0) jest ograniczony jest zbiorem I kategorii w Cpe,[—7, 7).

Twierdzenie 6.10. Zalézimy, ze funkcja B(x,y) jest zespolong formg dwuli-
niowq (lub péttoraliniowq) na iloczynie X XY, gdzie X 1Y sq przestrzeniami
Banacha, tzn. B : X xY — C. Jesli dla kazdego ustalonego elementu x € X
funkcjonal y — B(x,y) jest ciggly na'Y oraz dla kazdego ustalonego elemen-
tuy €Y funkcjonal x — B(x,y) jest ciggly na X, to istnieje stata ¢ > 0
spetniajgca

[B(z,y)| < clzlllyll, zeX, yeY
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W szczegolnosci odwzorowanie (x,y) — B(z,y) jest ciggle na X XY (wzgle-
dem normy np. ||(z,y)|| = || + llyll)-

Uwaga 6.11. Jesli B jest forma pottoraliniowa, to rozwazamy funkcjonaty

y — B(x,y).

Dowdéd. Ustalmy x € X irozwazmy funkcjonat ¢, (y) = B(x,y). W przypad-
ku, gdy B(z,y) jest forma dwuliniowa, funkcjonat ¢, jest liniowy. Z zatozenia
wiemy, ze @, jest ciagly. Zatem istnieje stata ¢, > 0 taka, ze |p.(y)| < .||yl
czyli

|B(z,y)| < cxllyll, yeY. (6.1)

Podobnie, dla kazdego elementu y € Y istnieje stata d, > 0 taka, ze
Bz, y)| < dyljz]|, =e€X. (6.2)

Rozwazamy rodzine funkcjonalow F = {p, : ||z| < 1} okreslonych na
przestrzeni Y. Sprawdzamy, czy wartosci ¢.(y), dla ||z]] < 1, sa wspélnie
ograniczone dla kazdego ustalonego elementu y € Y. Na podstawie ((6.2)
mamy

02 (Y)| = [B(z,y)| < dyllz]] < dy.

y+ s8 wspolnie ograniczone dla

Zatem z Wn. normy funkcjonatow ||¢, |
|lz|| < 1. To oznacza, ze

c= sup ||@g]ly+ < 0.
llzll<1
Ale
¢ = sup |[pslly- = sup sup |¢.(y)| = sup sup |B(z,y)|.
ll=lI<1 llzl<1lyl<1 lzl<1 llyll<1

Zatem dla z,y # 0 otrzymujemy

< cll flyll

1B, )] = el Iy \B (i)

Il [yl

Z ostatniej nierownosci wynika ciagtos¢. Rzeczywiscie, dla x,, — x oraz y,, —
Yy mamy

B(l‘myn)_B('x?y) :B(xn—a:,yn—y)+B(x,yn—y)+B(xn—x,y).
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Zatem
|B(2n, yn) — B(2,y)| < |B(xn — 2,90 — y)| +|B@, Y0 — y)| + [ B(xn — 2,9)|
< cllen =l lyn = yll + cll@l lyn = yll + cllzn — =] Iyl — 0
O

Twierdzenie 6.12 (Hellinger-Toeplitz). Zaldzmy, Ze dwa operatory liniowe
A, B : H — 'H okreslone na przestrzeni Hilberta H spetniajg warunek

(Az,y) = (z,By) z.y€MN.
Wtedy A i B sq ograniczone oraz B = A*.

Uwaga 6.13. Jesli (Ax,y) = (x, Ay) dla x,y € H, to A jest ograniczony
oraz A* = A.

Dowdéd. Okreslmy forme poéttoraliniowa C' na H x H
Clz,y) = (Az,y).
Wtedy

IC(z,y)| = [(Az,y)| < ||Az| ||ly]],
IC(z,y)| = [{(Az,y)| = [{z, By)| < [|Byl| [|=]].

Zatem oba odwzorowania X > z +— C(z,y) oraz Y 3 y — C(z,y) sa ciagte.
Z Twierdzenia [6.10] istnieje stata ¢ > 0 taka, ze

Cz, )| < cllzl lyll-
Wtedy z Lematu mamy

|All = sup [[Az|| = sup sup [(Az,y)| = sup sup |C(z,y)| <c.

ll=]I<1 =<1 flyll<1 llzl|<1 Jyll<1

Podobnie ||B]| < c. O
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6.3 Twierdzenia Banacha

Twierdzenie 6.14 (o odwzorowaniu otwartym). Ciggle odwzorowanie linio-
we T z przestrzeni Banacha X na przestrzen Banacha Y jest otwarte, tzn.
obraz T'(U) dla kazdego otwartego podzbioru U w X jest otwartym podzbiorem
wY.

Dowaod. Najpierw pokazemy, ze obraz otwartej kuli jednostkowej o sSrodku w
0 w X zawiera kule otwartg o $rodku w 0 w Y. Niech

B,={ze X :|z|| <27}

Mamy

X = J kB

k=1
Zatem - -
v =T(X) = U T(kBy) = U KT(By).

k=1 k=1
Z twierdzenia Baire’a przynajmniej jeden ze zbioréw kT'(Bj) nie jest nigdzie-
gesty. Zatem T'(B;) nie jest nigdziegesty. To oznacza, ze domkniecie zbioru
T(B,) zawiera pewna kule, czyli

T(B)D{yeY : |ly—wl <n},

dla pewnego elementu y, € Y oraz liczby n > 0.

{yeY [yl <nt={veY : |ly—wll <n}—yo CT(B:)—T(Bi)
CT(B) —T(B)) C T(By — B1) = T(2B)) = T(By).

Skorzystaliémy z prostej whasnoéci, ze A — B C A — B. Dzielac stronami
przez 2" otrzymamy

’r] —_
{yev <L} T, (63)
Naszym celem jest wykazanie, ze

{y eY : |lyll < ;7} C T(By). (6.4)
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Niech ||y|| < n/2. Zatem z (6.3) dla n = 1 mamy y € T(B;). Istnicje wiec
element x; € B, taki, ze

n
Iy~ Tl < 55

Znowu z (6.3) dla n = 2 wnioskujemy, ze y — Tx; € T(B,). Istnieje wiec
element x5 € By taki, ze

Ui
Hy-—-jhﬁ-—iT$2H <:§g,

zatem y — Txy — T'zo € T(Bs), na podstawie (6.3) dla n = 3. Postepujac tak
dalej otrzymamy ciag elementéw x,, o wltasnosciach z,, € B,, oraz

Ui
2n+1'

ly = Txy —Txg— ... —Ta,| <

Zatem -
Yy = Z Tz,.
n=1

o0
Skoro z, € By, to ||z,| < 27". Z zupelnosci przestrzeni X szereg Y  x, jest
n=1
zbiezny. Oznaczmy

)
r=Y
n=1

Wtedy
Tr = Z T, =1y
n=1
Ponadto - ~ 1
ol < Y ol < 3 50 = 1
n=1 n=1

Czyli x € By. W ten sposéb dowdd (6.4]) zostal zakoniczony.
Niech U bedzie otwartym podzbiorem w X oraz yo € T'(U). Wtedy yo =
Txq dla pewnego elementu zy € U. Z otwartosci U mamy

{reX |lr—xf| <r}CU
dla pewnej liczby r > 0. Zatem

ro+rBo={r € X : ||lx—xo| <r} CU.
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Wtedy
Yo + TT(BQ) = T(.CEO + 7"80) C T(U)

Z (6.4)) wynika zatem, ze

.
”} — yotr {y eV |yll < g} C yo+rT(Bo) C T(U).

ey ily—wl <5

To oznacza, ze yo lezy w T(U) wraz z pewnym otoczeniem, czyli T'(U) jest
otwartym podzbiorem w Y. O]

Twierdzenie 6.15 (o odwzorowaniu odwrotnym). Niech T bedzie cigglym,
roznowartosciowym odwzorowaniem lintowym z przestrzeni Banacha X na
przestrzen, Banacha Y. Wtedy odwzorowanie odwrotne T 1Y — X jest
ciggte. Ponadto istnieje stata ¢ > 0, dla ktdrej

[Tl > cflzl], =eX.

Dowaod. 7 poprzedniego twierdzenia T jest odwzorowaniem otwartym. To
oznacza, ze odwzorowanie T~ ! jest ciggle. Zatem T~ jest ograniczonym od-
wzorowaniem liniowym. Wtedy

ol = |7 Tl < |7 T

Stad
1

=l
7=
czyli ¢ = || T~ 7L O

T[] >

Whniosek 6.16. Zalozmy, ze T jest cigglym, rozZnowartosciowym odwzoro-
waniem lintowym z przestrzeni Banacha X na domknietq podprzestrzen prze-
strzeni Banacha Y. Wtedy istnieje stata ¢ > 0, dla ktorej

[Tx|| > cll«]l, =e€X.

Dowdd. Niech Yy = T(X). Wtedy Yj jest przestrzenia Banacha, jako do-
mknieta podprzestrzen przestrzeni Y. Mozemy zatem zastosowaé poprzednie
twierdzenie do T : X — Y. O

Uwaga 6.17. Jesli odwzorowanie liniowe 7' : X — Y spelnia || Tx| > c||z||
dla z € X i pewnej statej ¢ > 0, to odwzorowanie 7' jest réznowartosciowe
oraz T'(X) jest domknietg podprzestrzeniag w Y.
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Definicja 6.18. Dla odwzorowania T : X — Y podzbior ' C X XY okreslony
wzorem

I'={(z,Tz) : v € X}
nazywamy wykresem.
Lemat 6.19. Zatozmy, ze X 1Y sq lintowymi przestrzeniami unormowany-

mi. Jesli T jest cigglym odwzorowaniem z X wY, to zbior I jest domknietym
podzbiorem w X x Y.

Dowdéd. Zatézmy, ze (z,, Txy) — (z,y). Wtedy
fora —ll 0, [T~y 0.

Ale z ciagtosci mamy T'z,, — Tz, zatem Tz = y, co oznacza, ze (x,y) € T.
]

Lemat 6.20. Jesli X i Y sq przestrzeniami Banacha, to réwniez X XY jest
przestrzeniqg Banacha z normg

G, )y = llzllx + [ylly-

Dowdd. 7 réwnosci

|Zn — Zmllx + |Yn — Ymlly

= [(Zn = T Yn — Ym) | xxy = (@ Yn) = (T, Ym) [ x x5

wynika, ze (z,,y,) jest ciagiem Cauchy’ego w X x Y wtedy i tylko wtedy, gdy
Tn 1y, sa ciggami Cauchy’ego w X i Y, odpowiednio. Ponadto zastepujac
Ty Prze€z T oraz v, przez y otrzymamy, ze jesli x, — T oraz yn — Y, to

(@, yn) = (2,9). O

Twierdzenie 6.21 (o wykresie domknietym). Niech T' bedzie odwzorowa-
niem liniowym z przestrzeni Banacha X w przestrzen Banacha'Y. Jesli wykres
I' odwzorowania T jest domknietq podprzestrzenig w X XY, to odwzorowanie
T jest ciggle.

Dowaod. 7 zatozenia domknigtosci wykresu wynika, ze I' jest przestrzenia
Banacha. Rozwazmy odwzorowania m; : ' — X oraz my : ' — Y zadane
wzorami

m(z, Tx) =z, mo(z, Tx) = Tx.
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Oba odwzorowania sg liniowe i ograniczone z norma nie przekraczajaca 1.
Ponadto 7 jest réznowartosciowym odwzorowaniem z I' na X. Zatem z
twierdzenia o odwzorowaniu odwrotnym odwzorowanie 7; * jest ograniczo-
ne. Zauwazmy, ze

r s (z,Tz) % T,
czyli
T =myom L
Zatem odwzorowanie 7T jest ograniczone jako ztozenie dwu operatorow ogra-
niczonych. [

Przyktad. Niech macierz A = (a;;)$5_; spetnia
Z|aij|2<oo, 1=1,2,...,
j=1

tzn. wiersze macierzy A sg sumowalne z kwadratem. Rozwazamy X =Y =
¢2. Okreslamy operator T na ¢? wzorem

(Ta) (i) = Y _aya(s), == {x(j)}5, €
j=1
7 zalozenia mamy
>l (7)) < X0 5 (lagl + 2()F) < oe,
j=1 j=1

czyli wielko$¢ (T'z)(7) jest dobrze okreslona dla dowolnej wartosci 1.

Zatézmy, ze T odwzorowuje /2 w siebie, tzn. dla z z £2 cigg Tz réwniez lezy
w (2. Okazuje sie, ze wtedy T jest automatycznie operatorem ograniczonym.
Rzeczywiscie, sprawdzimy, ze wykres operatora 1" jest domkniety. Postuzymy
sie lematem.

Lemat 6.22. Niech T' bedzie odwzorowaniem liniowym z przestrzeni unor-
mowanej X w przestrzen unormowang Y. JeSli z warunkéw z, — 0 oraz

Tz, =Y wynika, ze y = 0, to wykres odwzorowania T jest domkniety.

Dowéd. Niech x, — & oraz Tx, -z Trzeba pokazac¢, ze z = Tx. Mamy
Lp =T — 0. Ponadto T'(z, —z) = Tz, —Tx -z —Tx. 7 zatozenia z — Tx =

0. [l
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Niech x, - 0 oraz T'x, —Yw £2. Mamy

|(Tx,)(3)| = T (J

. 1/2
S (Z \%‘|2) [#nl2 — 0.
j=1

To oznacza, ze (Tay)(i) — 0 dla ¢ € N. Dalej mamy

1/2
(a0 < (£ 10200) 000 =Tl 0.

Skoro [(T'xy,) (i) — y(7)] — 0 oraz (T'xy,)(7) — 0, to y(i) = 0dlai € N, czyli
y=0.

7 Twierdzenie Stone’a-Weilerstrassa

Dla funkcji f € Cg|0, 1] istnieja wielomiany p,(z) o wspdtezynnikach rzeczy-
wistych takie, ze
pa(z) = f(x), 0<x<1,

tzn.
P = flloo — 0.
Na przyktad mozna przyjac, ze p, sa wielomianami Bernsteina.
=~ (n LA n—k
k=0 n

Wielomiany P tworza algebre, tzn. z warunku p, ¢ € P wynika, ze pq €
P. Niech K bedzie zwartg przestrzenig topologiczng Hausdorffa, np. zwartg
przestrzenia metryczng.

Definicja 7.1. Podzbior A C Cr(K) (lub C(K)) nazywamy podalgebrq,
jesli z warunku f,g € A wynika, Ze f + g, fg orazc f lezg w A, gdzie c € R
(lub c € C).

Uwaga 7.2. Zauwazmy, ze || fg]lc < ||floo]|g]lc0s tz0. norma jest podmulty-
plikatywna.

Przyktlady.
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1. Wielomiany P w C[0,1] (lub w C|a, b]).
2. A={f e Cg[0,1] : f(3)=0}.

Lemat 7.3. Jesli A C Cr(K) jest podalgebrq, to A (czyli jednostajne granice
ciggow z A) tez jest podalgebrq.

Dowéd. Niech f,g € A. Zatem istniejg ciagi f,,, gn € A takie, ze || fo—flloo —

n

0 oraz [|gn — gllec — 0. Mamy

||fngn - ngoo = ||(fn - f)(gn - g) + f(gn - g) +g(fn - f)”oo
< | fw = fllsellgn = glloo + 1 fllscllgn = glloo + lgllollfn = fll

Zatem || fngn — f9lloo — 0, co oznacza, ze fg € A. Podobnie pokazujemy, ze

f+g, cfe AdlaceR. m

Definicja 7.4. Mowimy, zZe podalgebra A C Cr(K) (lub C(K)) rozdziela
punkty, jesli dla dowolnych punktow x1,xy € K istnieje funkcja f € A taka,

ze f(x1) # f(x2).

Definicja 7.5. Méwimy, ze podalgebra A C Cr(K) (lub C(K)) nie znika
w K, jesli dla dowolnego punktu x € K istnieje funkcja f € A taka, Ze

f(z) #0.

Przyktad. Podalgebra wielomianéw P C C|a, b] nie znika, bo 1 € P. Po-
dalgebra P rozdziela punkty, bo funkcja = jest réznowartosciowa.

Lemat 7.6. Niech A C Cr(K) bedzie podalgebrq rozdzielajgcq punkty i nie-
znikajgcq w K. Wtedy dla dowolnych punktow x1,xo € K oraz liczb ay,as € R
mozna znaleZé funkcje f € A spelniajgcg

fl@) = a1, flz2) = as.
Dowdd. Istniejg funkcje hy i hy oraz funkcja g w A takie, ze
hi(z1) #0,  ha(z2) #0, g(@1) # g(w2).
Okreslmy funkcje

u(z) = g@)h(z) = g(z2)h(z) = [g(x) — g(x2)]h (2),
v(z) = glx)ha(z) — g(z1)ha(z) = [9(x) — g(x1)]ha(2).
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Wtedy u,v € A oraz

Zauwazmy, ze funkcja

v(x)

v(z2)

spetnia teze lematu. O
Twierdzenie 7.7 (Stone-Weierstrass). Niech A C Cr(K) bedzie podalgebrg

rozdzielajgcq punkty i nieznikajgcq w K. Wtedy A lezy gesto w Cr(K), tzn.
dla dowolnej funkcji f z Cr(K) mozna znaleZé cigg f, w A taki, Ze f, = f

w K. Innymi stowy A = Cr(K).

f(x) = a1 =% + a

Twierdzenie [7.7] wynika z czterech kolejnych lematéw, w ktérych przyj-
mujemy zaltozenia Tw. [7.7].

Lemat 7.8. Jedli f € A, to réwniez |f| € A.
Dowdd. Mozemy zatozy¢, ze f # 0. Rozwazmy
1
=7t

Wtedy [|glloo = 1. Zatem [g(z)] < 1 dla z € K. Wiemy, ze g € A. Wystarczy
pokazaé, ze |g| € A. Z twierdzenia Weierstrassa istnieje ciag wielomianéw
qn(y) taki, ze

9

an(y) =yl —1<y<1.

Poniewaz ¢, (0) — 0, to dla p,(y) = ¢.(y) — ¢,(0) mamy p,(0) = 0 oraz
paly) 2yl —1<y<Ll

Wtedy
palg(x)) = lg(2)l, z € K

Rzeczywiscie

sup |pn(y) — lyl| — 0.

Slll(P ‘pn(g(x)) - ]g(a:)“ S lyl<1

Na podstawie Lematu otrzymujemy p,(g(x)) € A. Zatem |g(z)] € A,
czyli |f(z)| € A. [
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Uwaga 7.9. Ciag wielomianéw przyblizajacy |r| mozna wskazaé¢ jawnym
wzorem. Na przyklad, korzystajac z rozwiniecia w szereg Taylora mamy

ol = (14 (@~ )P =14 3 (2] -1y
-y in_ : (2”>1(1 — 2" (7.1)

4n
R6Ownos¢ jest spetniona dla |1 — 2% < 1 czyli dla 0 < |z| < 1. Ze wzoru (7.1))
otrzymujemy

N 1 2n
1—22" <1 -zl < 1.
;gzn_l(n)< ) ]

Obliczamy granice lewej strony, gdy x — 0. Wtedy
N
2
) ( ”) <1, N>1,

n=1
2n
jest zbiezny. Z kryterium Weierstrassa o majo-
n

2n —

czyli szereg Z
—2n—-1

e 2n
1— <1
Zggn_l(n)< 2

jest zbiezny jednostajnie i suma jest funkcja ciagta dla |z| < 1. Stad réwnosé
(7.1) jest spetniona dla |z| < 1.

Lemat 7.10. Jesli f,g € A, to min(f,g) i max(f,g) réwniez lezg w A.

ryzacji szereg

Dowdd. Teza wynika z poprzedniego lematu oraz ze wzoréw

f+g—2!f—g|7 max(f)g):ergJ;\f—g\.

min(f, g) =
0

Uwaga 7.11. Z lematu wynika natychmiast, ze jesli f1, fa,..., fn € A, to
min(f1, fo, ..., fn) oraz max(fi, fo, ..., fn) leza w A.
Lemat 7.12. Niech f € Cr(K) oraz v € K. Dla dowolnie wybranej liczby
e > 0 istnieje funkcja g, € A taka, ze

ga(2) = f(2)

g:(t) > f(t)—e, dlat € K.
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Dowdd. Na podstawie lematu[7.6, dla y € K istnieje funkcja h, € A taka, ze

Z ciaglosci funkcji hy(t) — f(t) istnieje otoczenie otwarte U, punktu y takie,
ze

hy(t) > f(t) —e, dlateU,.

Otoczenia U,, y € K, pokrywaja zbiér K. Ze zwartosci zbioru K mozna
znalez¢ skonczone podpokrycie

KCU,UU,U...UU,,.

Okreslmy funkcje

92 (t) = max(hy, (), hy, (1), - Ty, (1)).

Z uwagi po lemacie wiemy, ze g, € A. Mamy g,(z) = f(x). Ponadto
jeslit € K, to t € Uy, dla pewnej liczby j =1,2,...,n. Wtedy

9u(t) = hy,(t) > f(t) — €.
O

Lemat 7.13. Niech f € Cr(K) oraz e > 0. Wtedy istnieje funkcja h € A
taka, ze

|h(z) — f(x)] <e, dlazeK.

Dowad. 7 poprzedniego lematu, dla kazdego punktu x € K istnieje funkcja
g € A spehiajaca

9:(z) = f(x), oraz g,(t) > f(t) —e, t € K.
Z ciagtosci istnieje otwarte otoczenie V,, punktu x, dla ktérego
gz(t) < f(t)+€7 te Vx

Otoczenia V, stanowig pokrycie zbioru K. Ze zwartosci znajdujemy skonczo-
ne podpokrycie
KcV, uV,u...uV,.

Okreslmy
h(t) = min((ga, (£), gra (L), - -+ G ().
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Z lematu funkcja h nalezy do A. Wiemy, ze
h(t) > f(t) —e, bog.,(t) > f(t)—¢, dlaj=12,...,n
Dla ¢t € K mamy t € V,, dla pewnego j =1,2,...,n. Zatem
h(E) < g2, (1) < £+

W rezultacie
|h(t) — f(t)] <e, dlateK.

Przechodzimy teraz do przypadku funkcji o wartoéciach zespolonych.

Definicja 7.14. Podalgebre A C C(K) nazywamy samosprzezong jesli z
tego, ze f lezy w A wynika, Ze funkcja sprzezona f réwniez lezy w A.
Twierdzenie 7.15 (Stone-Weierstrass, wersja zespolona). Jesli A jest sa-
mosprzezong podalgebrg w C(K), rozdzielajgcq punkty i nieznikajgcg, to A
lezy gesto w C(K).
Dowadd. Niech B

Ar={f€eA: f=[f}CCr(K).
Zauwazmy, ze Ag jest podalgebra w Cg(K). Sprawdzimy, ze Agr speinia

zalozenia Twierdzenia [7.7) Z zalozenia dla z; # x5 € K istnieje funkcja
f € Ataka, ze f(x1) # f(xs). Zatem

Re f(z1) # Re f(2z2) Tub Im f(z1) # Im f(z2).

Ale Re f oraz Im [ lezg w Ag, bo algebra A jest samosprzezona oraz

Ref—f;rf, Imf—fz_z,

|

Stad Ag rozdziela punkty.
Dla x € K istnieje f € A taka, ze f(z) # 0. Zatem

Re f(x) #0 lub Im f(z) #0.
Stad Ag nie znika. Z Twierdzenia [7.7 algebra Ag lezy gesto w Cr(K). Niech
f € C(K). Wtedy
f=Ref+imf
Kazda z funkcji Re f i Im f mozna przybliza¢ jednostajnie funkcjami z Ag.
Zatem [ moze by¢ przyblizona funkcjami z A. H
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Przyktady.
1. Niech K = [0, 7] oraz

A = ling{1,cosz,cos 2z, ..., cosnz,...}.

A jest podalgebra w Cg[0, 7], bo
1 1
COS T COSMEL = cos(n +m)x + 3 cos(n —m)z.

A nie znika, bo 1 € A. Ponadto A rozdziela punkty, poniewaz funkcja
cos x jest réznowartosciowa w przedziale [0, 7). Zatem A = Cg|0, 7].

2. Niech K =T = {z € C : |z| = 1}. Mozemy przyja¢, ze T = [0, 2m)
przez podstawienie z = €. Rozwazmy

A =lin{e™ : n € Z}.

T

Kombinacje liniowa funkcji €™ nazywamy wielomianem trygonome-

trycznym, ze wzgledu na rownosé
e = cosnx + isinnz.

A jest podalgebra w C(T), bo ¢™%eim® = "tz Algebra A nie zni-
ka, bo 1 € A (dla n = 0). Algebra A rozdziela punkty, bo funkcja e™®
(n = 1) jest réznowartosciowa na T. Wreszcie A jest samosprzezona, bo
eint = =" 7 Twierdzenia mamy A = C(T), tzn. kazda funkcja
ciagta na T (réwnowaznie funkcja f z C|0, 27| taka, ze f(0) = f(2m))
jest jednostajng granica ciggu zespolonych wielomianéw trygonome-
trycznych.

Uwaga 7.16. Niech
A; = lin{e™ : n > 0}.
A, jest podalgebra rozdzielajaca punktu i nieznikajaca w T, ale A, nie

jest gesta w C(T). Rzeczywiscie, e ¢ A, . To wynika z rozumowania
ponizej. Dla n > 0 mamy

2m 2m
27 / T 2w i(n+ 1) 0
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Zatem ,
| —
—/e‘”f(x) dr =0, dla feA,.
2 J
Stad
1 2m
—/e’mf(x) dr =0, dlafeA,.
2T ,
Funkcja e~* nie moze naleze¢ do A, bo podstawiajac f(x) = e~™@

otrzymamy wynik 1.
3. Rozwazmy Cg([0,1] x [0,1]) oraz

A = ling{f(z)g(y) : f,g € Cr[0,1]}.

Rodzina A sktada si¢ zatem z rzeczywistych kombinacji liniowych funk-
cji rozdzielonych zmiennych. A jest podalgebra, bo

fi(®)g1(y) - fa(2)g2(y) = [f1(2) f2(2)] [91(y) g2(v)]-

Algebra A nie znika, bo 1 € A. Ponadto A rozdziela punkty, bo je-
sli (z1,y1) # (x2,y2) to funkcja f(x,y) = z lub funkcja g(z,y) = y
rozdziela te punkty. Zatem A = Cg([0,1] x [0,1]).

Twierdzenie 7.17 (Stone-Weierstrass). Zafézmy, Ze A jest podalgebrg w
Cr(K) rozdzielajgcq punkty. Wtedy zachodzi jeden z przypadkéw:

(i) A= Cr(K).
(ii) Istnieje punkt zo w K taki, ze A= {f € Cr(K) : f(xo) = 0}.

Dowdd. Zalézmy, ze A nie znika. Wtedy z Twierdzenia otrzymujemy
(i). W przeciwnym wypadku istnieje punkt zo w K taki, ze f(zo) = 0 dla
wszystkich f € A. Wtedy A C {f € Cr(K) : f(x9) = 0}. Rozwazmy

A ={f(x)+a: feA aeR}

Rodzina A; jest podalgebra. Poniewaz A; D A, to A; rozdziela punkty.
Ponadto A; nie znika, bo zawiera funkcje 1. Zatem A; = Cr(K). Niech
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g Eﬁ € Cr(K) : f(xo) = 0}. Chcemy pokazaé, ze g € A. Ale wiemy, ze
g € A,. Zatem istniejg ciagi f,, € A oraz «, € R takie, ze

fo(2) + ? g(x).
Podstawiajac z = x( otrzymamy «,, - 0. Zatem

ful@) = g(a)

co oznacza, ze g € A. ]

8 Przestrzenie sprzezone do L? i do C(X)

Rozwazamy przestrzenie LP(X, i), gdzie X jest przestrzenia z miara o-skonczona
1 okreslong na X, tzn. na pewnym o-pierscieniu podzbioréw przestrzeni X.
Jak wiadomo z kursu funkeji rzeczywistych LP(X, p) jest przestrzenia Bana-
cha z norma

1/p
Q!f(w)!” du(%)) , 1<p<oo,
1£ll, =

esssup | f ()], p = oo,
zeR

Dla liczby 1 < p < oo symbolem ¢ oznaczamy wyktadnik sprzezony, tzn.
speliajacy p~! 4+ ¢! = 1. Przyjmujemy ¢ = oo dla p = 1 oraz ¢ = 1 dla
P = 00.

Twierdzenie 8.1. Niech 1 < p < 0o orazg € LU X, ). Wtedy odwzorowanie
Gy(f) = [ Fw)g(w) du(z)
X

jest ograniczonym funkcjonatem liniowym na przestrzeni LP(X, 1) oraz

1Goll = llglly-
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Dowaéd. Dowdd przeprowadzimy tylko dla p > 1. Mozemy sie ograniczy¢ do
przypadku g # 0. Z nieréwnosci Holdera mamy

/lf o) dp(e (le P du(e ) Qg 1 du(e ) < oo,

zatem wielko$¢ G, (f) jest dobrze okreslona. Odwzorowanie G, jest liniowe,
bo wielko$é G’g( f) zalezy liniowo od funkcji f. Ponadto

/ £ @)g@)l du(z) < lgllal 1

czyli
1ol < gl
Nicch (x) = sgng(a) |g(a) . Wredy
1@ = [lao ) dut) = [1atolf dute) < o

X
Zatem f € LP(X, u) oraz || f||b = ||g]|Z. Ponadto

N = [ lg@)dutz) = gl

Reasumujac

Go(f) _ lglly
— q/p - ||g||q
LAl gl
Stad (|Gl > lgllq- -

8.1 Wersja rzeczywista

Naszym celem jest udowodnienie twierdzenia odwrotnego do Tw. 8.1 Naj-
pierw rozwazymy przypadek funkcji o wartosciach rzeczywistych i miary
skonczonej, tzn. p(X) < oo.

Lemat 8.2. Zalézmy, ze u(X) < oo. Niech g : X — R bedzie funkcjg

catkowalng oraz
[ o@ete) du(a
X

dla dowolnej funkcji prostej p : X — R (funkcja prosta przyjmuge skonczenie
wiele wartosci). Wtedy g € L& (X, ).

)| < Miellp, (8.1)
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Dowdd. Rozwazymy tylko przypadek p > 1. Chcemy udowodnié, ze

[l9(@)1" duz) < .

Istnieje rosnacy ciag nieujemnych funkcji prostych o, taki, ze i, (x) —
lg(2)]? dla = € X. Okreslmy

©n(T) = sgn 9<I>¢n(x)1/p‘

©n jest nadal funkcja prosta, bo sgn g(x) przyjmuje tylko trzy wartosci. Pod-
stawiajac funkcje ¢,, do nieréwnosci (8.1) otrzymujemy

1/p
[ la@)(e) du@) < M1 (X () du(w)) .
X
Dalej korzystajac z 1, (2)? < |g(z)| mamy

[ n(@) due) = [a@)33 du(e)

1/p
< [19(@)n(@)? du(z) < M Q ¥n(@) du(x)) .
b'e
Po przeksztatceniu dostajemy
[ nl@) dulw) < n.
X
Dalej przechodzac do granicy, gdy n — oo, otrzymujemy
9@ duz) < are
X

]

Twierdzenie 8.3. Niech G bedzie ograniczonym rzeczywistym funkcjona-
tem liniowym na przestrzeni Ly (X, p), gdzie X jest o-skoticzong przestrzenig
miarowg. Wtedy istnieje jedyna funkcja g w Lk (X, u) taka, ze

G(f) = [ f@)g(a) du(a). (8.2
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Dowdéd. Ograniczymy sie do p > 1. Zaczniemy od przypadku, gdy pu(X) < oco.
Wtedy kazda funkcja ograniczona lezy w Li (X, i), bo jesli |f(z)] < ¢, to

[ 1@ due) < u(x).

W szezegolnosei funkcja g lezy w LE (X, ) dla dowolnego zbioru mierzal-
nego F. Okreslamy
v(E)=G(1g).

Sprawdzimy, ze funkcja zbiorow v jest przeliczalnie addytywna i ma ogra-
o

niczone wahanie. Niech F = U E,, bedzie suma roztacznych zbiorow F,.

n=1
Okre$lmy «,, = sgnv(E,). Rozwazmy funkcje

f(z) = ianﬂEn(m), Ig(x) = 2 g, (x).

Oba szeregi sa zbiezne w L (X, uu). Istotnie

N 00
|f - Z an]IEn = Z an]IEn
n=1 p ln=N41 »
) 1/p 0 1/p
:( > \anlpu(En)) < ( > u(En)) — 0,
n=N+1 n=N+1

bo u(E) =302, u(E,) < oco. Podobnie

Z ciagtosci funkcjonatu G wnioskujemy, ze

= ZﬂEn

n=N+1

N
Ip—> g,
n=1

. 1/p
- ( ) ,U(En>) — 0.

n
n=N-+1

p P

G(f) = i G (1L,) = i o (Ey) = i v (E)].

Ale
GO < NG If 1l
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||f||p:<§::|an|” >)Up<(gmm)ww(mw.

Zatem

Z v (Ba)l <GB < |Gl n(X)MP, (8.3)

co oznacza, ze v ma ograniczone wahanie. Dalej

V(E) = G (Ip) = iG(ﬂEJ - i(E

czyli v jest przeliczalnie addytywna.
7, nierownosci zastosowanej do rodziny zbioréw E,, = (), dla n > 2,
wynika
W(E)| < |Gl u(E)Y?.
Zatem miara znakowana v jest absolutnie ciggta wzgledem miary . Z twier-
dzenia Radona-Nikodyma istnieje wiec funkcja mierzalna g, bezwzglednie
catkowalna wzgledem miary u i speliajaca

/g ) du(a /g ) s (2) ()

czyli
G () = [ glw) Up(x) dpu(a)

Rozwazajgc kombinacje liniowe funkcji charakterystycznych zbioréw otrzy-
mamy
= [ 9(@) p(w) duu(a),
X

dla funkcji prostych . Poniewaz funkcjonat G jest ograniczony, to

dp(z)| = G ()| <G el

dla funkcji prostych . Z lematu wnioskujemy, ze g € Lk (X, p). Wykaze-
my wzor (8.2). Niech f € LR (X, ). Wtedy istnieje ciag ¢, funkcji prostych
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taki, Ze ¢, — f w normie przestrzeni LR (X, p) oraz |p,(x)] < |f(x)]. Wtedy
G(f) = lim G(a) = lim [ pu(@)g(2) du(a)
X
= lim Gylpn) = Gy(f) = [ Fl@)g(a) du(x),
X
Funkcja g jest jedyna funkcja spetniajaca . Rzeczywiscie, zatozmy, ze
G(f) = [ f@)g(@) dulw) = [ J(@)h(z) du()
X X
dla g, h € LE(X, p). Okreslmy funkcjonat
(f) = [ J@)lg(@) = h(w)] dp(x).
X
Ale ®(f) =0dla f € L{(X, p). Z Twierdzenia |8.1| mamy

1]l = llg = Ally-

Zatem g = h prawie wszedzie.
Przechodzimy do przypadku, gdy u(X) = oo. Niech

X = U X, gdzie p(X,) < oo, X, C X,11.

n=1

Wtedy mozemy przyjac, ze
L%(Xnv :u) C L%(Xn+1v :u) - Lf@(X’ N)-

Funkcjonal G obcinamy do podprzestrzeni L (X, p) 1 z pierwszej czesci
dowodu znajdujemy funkcje g, € Lk (X, 1) taka, ze

G(f) = [ f@gi@)du@),  dla f € Li(Xop).
Zatem dla f € LE (X, u) C L(Xpi1, ) mamy
G(f) = [ F@)gn(@) du(a)

= [ S@ga@)dp@) = [ F@)gu (@) dul).

X'n+1
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Z pierwszej czesci dowodu wynika, ze g,(r) = g,4+1(x) prawie wszedzie na
zbiorze X,,. Modyfikujac wartosci funkcji g, 1 na zbiorze miary zero mozna
zazadac, aby

gn(T) = gn1(z), x € X,

Wtedy

gn(z) = ga(z), n>m, z€ X,
Wiemy, ze
Okreslmy

g(x) = gu(x), dlazxze X,.

Definicja funkcji g jest poprawna, bo jesli z € X, N X,,, to gm(x) = gn(x).
Niech g, oznacza rozszerzenie funkcji g, na X tzn.

_ gn(z), dlaxe X,,
gn(SL‘) =
0, dlaz € X\ X,.

Weedy [Ga(5)] 7 9()], bo g(z) = Gu(x) = gu(x) dla 2 € X, oraz n > k.
Zatem z twierdzenia o zbiezno$ci monotonicznej mamy
J/|g<x>r1du<x>::1ggljf|§n<x>r1du<x>
X

—mjmbww>ﬂmmm&uwwuw.

W rezultacie g € L (X, p).
Dla funkeji f € LE(X, p) niech f, = flx,. Wtedy f, —fw LR (X, p).

Rzeczywiscie

1= 11 = [ 1fal@) = F@) P dpu(x) = [ |f(@)P dpe) — 0,

X\ X,

bo f € LE(X, ) oraz X jest wstepujaca suma zbioréw X,,. Dalej

/f z) du(x —hm/n ) du(z)
ﬁ@/h@%@@@FﬂyQMZGm~
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Pierwsza z powyzszych réwnosci wynika z

[ f@)g(@) du(@) = [ ful@)g(@) du()

< /\f(x) = ()] g(@)| dp(z) <[ = fallpllglly —= 0,

z kolei ostatnia wynika z ciagtosci funkcjonatu G. Znowu jedynosé funkcji g,
ktora spelnia teze twierdzenia wynika z Tw. [8.1]. [

Uwaga 8.4. Zalozenie o og-skonczonosci miary p nie jest potrzebne dlap > 1.
Wyjasnienie oparte bedzie na nastepnym lemacie.

Lemat 8.5. Dila g € LP(X, u) zbior {x € X : g(x) # 0} jest o-skonczony.
Dowdd. Dla liczby 6 > 0 okreslamy zbiér
As={ze X : |g(x)] > o}
Wtedy
00> [lg@ du(x) > [ lo@)? du(x) > & [ du(x) = 8n(4s).
X As As

Zatem 1(As) < 00. Ze wzoru

1
n

{:ceX:g(x);«éO}:f_jA

wynika teza lematu. [l

Rozwazmy ograniczony funkcjonal liniowy G na przestrzeni L (X, p),
dla p > 1. Istnieje ciag funkcji f,, € LP(X,u) speliajacy ||f.|l, = 1 oraz
\G(fn)] — |G||. Mnozac f, przez £1 mozna zalozyé, ze G(f,) > 0 oraz
G(fa) — lIGI|. Niech

o

Xo=U{reX: fu(x)#£0}.

n=1

Z lematu zbiér X jest o-skonczony.
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Lemat 8.6. Jesli funkcja h € L (X, ), p > 1, zeruje sie na Xo, to G(h) = 0.

Dowdd. Zaldzmy, ze istnieje funkcja h € LE(X, 1) taka, ze G(h) # 0 oraz
hlx, = 0. Bez straty ogblnosci mozna przyjaé, ze G(h) = 1. Wtedy dla a > 0
mamy

Gs CUnton)  GU)ta |Gl ta
[+ ahly, ~ (5T + oA o (1 + ar APy

Po przeksztatceniu, korzystajac z nieréwnosci Bernoulliego, dostajemy

p
1+ a®||h||P > (1 + a) >1 +p|£”.

1G]
Zatem »
ot > a >0,
REEE
co prowadzi do sprzecznosci, gdy p > 1. ]

Opierajac sie na Lemacie [8.0] tatwo zakoniczy¢ rozumowanie. Istotnie, dla
f € LR (X, u) mozemy zapisaé

G(f) = G(flix, + flx\x,) = G(fllx,) + G(fllx\x,) = G(fllx,).

Zauwazmy, ze fllx, € LE(Xo,p). Z Twierdzenia istnieje wiec funkcja
Jo € L?R(Xm lu) takaa ze

G(f) = G(flx,) = [ F@)g0() du(a).

Wtedy
G(f) = [ f@)g(a) du(a)

X
gdzie

g= go(ﬂf), T c XO?
0, reX \ X().

Oczywiscie zachodzi g € LE (X, p).
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8.2 Wersja zespolona

Rozwazamy funkcje z LP(X, u) o wartoSciach zespolonych. Niech G bedzie
ograniczonym funkcjonatem liniowym na LP(X, u). Mozemy zapisaé

LP(X, p) = Lip(X, 1) ® iLg (X, p),
bo dla f € LP(X, u) mamy
f@) = filz) +if2(x),  f1, f2 € LR(X, p).
Okre$lmy funkcjonaty G7 1 Go na L (X, p) wzorami
Gi(f) =ReG(f), Ga2(f) =ImG(f).
Funkcjonaty G i G5 sa ograniczone, bo
G(NI<IGNI < NGl 5 =12

Istnieja zatem funkcje g1, go € L (X, p) takie, ze
Gi(f) = [ F@)gi(@)du(x), € B(X,p), j=1,2.
X

Dla f € Ly (X, 1) mamy zatem

G(f) = Gr(f) +iGa(f) = [ J@)lgn(a) + igala)] dpz).
Niech g(x) = g1(z) + iga(z). Wtedy g € LI(X, 1) oraz
G(f) = [ F@)g(a)du(w), [ € LR(X,p),

Zatem dla f € LP(X, u) otrzymujemy

G(f) =G(fi +if2) = G(f1) +iG(f2)
= [ i@)g@) du@) +i [ fala)g@) du@) = [ fa)g(w) dp().

X
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8.3 Twierdzenie Riesza

Wiemy, ze przestrzen sprzezona do C[0, 1] mozna utozsamié¢ z przestrzenia
zespolonych funkcji w(z) o wahaniu ograniczonym, lewostronnie ciagltych w
(0,1) oraz w(0) = 0. To twierdzenie mozna rozszerzy¢ na zwarte przestrzenie
topologiczne Hausdorffa. Niech X bedzie taka przestrzenia. Najmniejsze o-
ciato zawierajace zbiory otwarte nazywamy o-ciatem zbioréw borelowskich.

Definicja 8.7. Borelowskq miare skoticzong (nieujemng) p nazywamy re-
gularng jesli dla dowolnego borelowskiego zbioru A mamy

n(A) = sup p(E) = inf - u(F).
E domkn. F otw.

Miare zespolong o wahaniu ograniczonym na X nazywamy reqularng jesli

o= p1 — pp +i(ps — pra),

gdzie miary p; dla j = 1,2,3,4 sq nieujemne 1 reqularne. Rodzine takich
miar oznaczamy symbolem M(X).

Twierdzenie 8.8 (F. Riesz). Niech X bedzie zwartg przestrzeniq topologicz-
ng Hausdorffa. Kazdy ograniczony funkcjonal liniowy ¢ na przestrzeni C(X)
ma postac

o(2) = [ f(@)du(x)
X
dla pewnej zespolonej borelowskie] miary regularnej o wahaniu ograniczonym

na X.
Dowdd. Patrz [9]. O

9 Staba zbieznosé¢ w przestrzeniach unormo-
wanych

9.1 Staba zbieznos¢ ciagéw
Niech X* oznacza przestrzen sprzezona do przestrzeni unormowanej X.

Definicja 9.1. Mowimy, Ze ciqgg x, € X jest stabo zbiezny do elementu
x € X, jesli dla dowolnego funkcjonatu x* € X* mamy x*(x,,) — z*(x).
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Uwaga 9.2. Jesli 2, — 2 w normie przestrzeni X, to z* (@) — z*(z) dla
e X

Twierdzenie 9.3. Kazdy cigg stabo zbieiny jest ograniczony.

Dowdéd. Rozwazmy ciag x,, € X stabo zbiezny do x. Elementy x,, wyznaczaja
funkcjonaty liniowe ,, na X* wzorem

(") = 2 (2n).

Traktujemy ¢, jako operatory liniowe z przestrzeni Banacha X* (por. Wnio-
sek [2.15) w C. Funkcjonaty ¢,, sa ograniczone punktowo, bo

pula) = 2°(2,) — 2 ().

Zatem ciag liczb @, (z*) jest ograniczony, jako ciag zbiezny. Z twierdzenia
Banacha-Steinhausa (bo X* jest przestrzenia zupetna) normy ||, || sa wspol-
nie ograniczone. Ale z Wniosku [5.10] wynika, ze

lnll = sup on(z7)] = sup |2"(zn)] = [lza]l-

lz*[|<1 z*[|<1
]

Przykltad. W przestrzeni Hilberta H staba zbieznos¢ x,, — = oznacza, ze

<5Un,y> - <x>y>> (TS H.

Niech {e, }22; bedzie bazg ortonormalng w H. Dla x € H mamy

o0
Zmen €n, lz|* = Z|xen ,

zatem (z,e,) — 0. To oznacza, ze ciag e, jest stabo zbiezny do zera.
n

Fakt 9.4. Cigg x,, w przestrzeni Hilberta 'H jest stabo zbieiny do elementu x
wtedy i tylko wtedy, gdy cigg liczb ||x,|| jest ograniczony oraz (x,, e]> (x,e;)

dla j € N, gdzie {e;},en jest bazg ortonormalng przestrzeni H.

Dowdéd. Implikacja (=) wynika z Twierdzenia oraz z faktu, ze

(zn,y) — (2, 9)
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dla dowolnego y € H.
Dla dowodu implikacji (<), niech ¢ = sup,, ||, ||+ ||z|| oraz F = lin{e, }2° ;.
Z zalozenia mamy
(o, y) — (2,y), yeF.

F jest gesta podprzestrzenia w H. Niech y € H oraz € > 0. Wtedy istnieje
element yo € F taki, ze ||y — yo|| < £/2¢. Zatem

(2n, y) — (@, )| = [(zn — 2, 9)| < [{Tn — 2,y — y0)| + [{Tn — T, 90)|
g
< ||$n —$|| ||y - y0|| + |<$n>y0> - <$,yo>| < 2 + |<9Umy0> - <9U7yo>|-

Wybierzmy teraz N > 0 tak, aby dla n > N zachodzita nieréwnos¢

(Zn, yo) — (z,90)| < €/2.

Wtedy
[(Zn,y) — ()| <e dlan>N.

O

Fakt 9.5. W przestrzeni C(X), gdzie X jest zwartq przestrzeniq Hausdorffa,
ciqgg funkcjyi f, jest stabo zbieiny do funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy licz-
by || fullo S@ wspdlnie ograniczone oraz cigg f, jest zbieiny punktowo, tzn.

ful@) — f(z) dla v € X.

Dowad.
(=) Z Twierdzenia[9.3) ciag norm || f, || jest ograniczony. Z zalozenia mamy

[ ful@)ant@) — [ f(a) duta).

dla dowolnej miary p € M(X) (por Def. B.7). Ustalmy = € X i rozwazmy
miare y = ¢,, gdzie
1, z€A,

%(4) = {O r ¢ A

Poniewaz 6, € M(X), to

fule) = [ Fa®)dou(t) — [ £(2) db,() = F(2).



Staba zbieznos¢ w przestrzeniach unormowanych 94

(<) Wystarczy udowodnié, ze
[ fu@ydnte) — [ 1) dpt) (0.1)

dla miar nieujemnych u € M(X). Z zalozenia |f,(z)] < ¢ dla n € N oraz
x € X. Zatem z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej wynika

(9.1). O

Twierdzenie 9.6. Niech X bedzie przestrzenig unormowang. Jesli prze-
strzen X* jest osrodkowa, to X tez jest osSrodkowa.

Dowdd. Niech {z}5°, bedzie gestym podzbiorem w X*. Wybierzmy elemen-
ty z, € X, speliajace ||z,| = 1 oraz |}(z,)] > 3||2}||. Niech A oznacza
rodzine wszystkich kombinacji liniowych, o zespolonych wspétczynnikach wy-
miernych, elementéw ciagu {x, }22 . Zbiér A jest wtedy przeliczalny. Pokaze-
my, ze zbiér A lezy gesto w X. Rozwazmy domkniecie A w X. Ten zbiér jest
podprzestrzenia liniowa, bo A zawiera skoniczone kombinacje liniowe elemen-
tow z {z, }°° . Zatdzmy, ze A C X. Wtedy z Wnioskuistnieje funkcjonat
x* # 0 taki, ze x*|; = 0. Zatem

[, = 2"l > (@, — 2" (wn)| = [a7,(20) — 2" (22) |
0
= |z} (xa)l = gllanll > 50127 = 2y, — 27]).

Po przeksztatceniu otrzymujemy
27, — 2" > zlla*] > 0
co jest sprzeczne z zalozeniem o gestosei ciagu {x) 192 ;. L]

Uwaga 9.7. Przestrzen sprzezona do przestrzeni osrodkowej nie musi by¢
oérodkowa. Np. niech X = /1. Wtedy podzbiér

A= {{xn}ﬁle : i |z,| < 00, x, € Q—i—z’@}
n=1

jest przeliczalny i gesty w X. Przestrzen sprzezona X* = (> (patrz Rozdzial
4) nie jest o$rodkowa. Istotnie dla podzbioréw B; # By C N mamy

”]131 - ]IBQHOO =L
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W ten sposoéb otrzymujemy kontinuum elementow w £ takich, ze odlegtosé
pomiedzy kazdymi dwoma elementami wynosi 1. Zatem ¢°° nie jest osrodko-
wa. Przypomnijmy, ze z rozdziatu 4 wynika, ze

=10 () ==

Podobnie C[0,1]* = M(0,1), ale przestrzeir M (0, 1) nie jest osrodkowa,
bo
||5a:1 - 5x2||M(0,1) =2, T # To.

Definicja 9.8. Rozwazmy x; € X* dla przestrzeni unormowanej X. Mowi-
my, ze cigg funkcjonalow x) jest x-stabo zbiezny do funkcjonatu z* € X*,
jesli a7t (x) — (x), dla kazdego elementu x € X.

Uwaga 9.9. Bezposrednio z twierdzenia Banacha-Steinhausa wynika, ze kaz-
dy x-stabo zbiezny ciag funkcjonatéw liniowych na przestrzeni Banacha jest
ograniczony.

Przyktad. Rozwazmy przestrzen C[0,1] i funkcjonaly zwiazane miarami

n
2. 0.
n

S\H

Wtedy

/ () dpin(2) = & 2 7 / fla
To oznacza, ze ciag miar u, jest *x-stabo zbiezny do miary Lebesgue’a na
0, 1].

Uwaga 9.10. Przestrzen unormowana X mozna utozsami¢ z podprzestrze-
nia X** = (X*)*. Istotnie, dla z € X okre$lamy funkcjonatl ¢, na X* wzorem

() = 2"(2).

Funkcjonal ¢, jest liniowy. Ponadto

lpellx= = sup |p.(z%)]= sup |2"(z)| = [z[x.
flz* |l x= <1 llz*|| x* <1

Przyporzadkowanie X > x — ¢, € X™ jest liniowe (zadanie). Zatem prze-
strzen X mozna wtozy¢ izometrycznie w X** poprzez odwzorowanie x — ¢,.
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Definicja 9.11. Méwimy, ze przestrzen Banacha X jest refleksywna jesh
X = X. Tzn. odwzorowanie x — @, jest izometrig z X na X**.

Przyktad. Rozwazmy przestrzenn LP(X, ) dla 1 < p < co. Wtedy
1 1
(LP)* =L, gdzie—4+-=1, 1< q< oc.
p q

zatem (L9)* = LP czyli L? jest refleksywna.

Niech (X, i) bedzie o-skoniczona, ale przestrzen L'(X, i) ma nieskonczo-
ny wymiar. Przestrzen L'(X, p) jest wtedy osrodkowa. Mamy (L')* = L*.
Ale przestrzen L* nie jest osrodkowa, zatem z Twierdzenia przestrzen
(L>)* réwniez nie jest osrodkowa. W zwiazku z tym (L>)* # L', czyli L!
nie jest przestrzenig refleksywna.

Twierdzenie 9.12 (Banach-Alaoglu). Niech X bedzie osrodkowq przestrze-
niqg unormowang. Z kazdego ograniczonego ciggu x;, funkcjonatow liniowych
na X mozna wybraé podcigg *-stabo zbiezny.

Dowéd. Oznaczmy ¢ = sup,, |7 [|x~. Niech {y;}32, bedzie gestym podzbio-
rem w X. Kazdy z ciagéw liczbowych {z} (y;)}52, jest ograniczony. Stosujac
metode przekatniowa mozna wybra¢ rosnacy ciag liczb naturalnych n, ta-
ki, ze kazdy z ciagow {z}, (y;)}7Z, jest zbiezny. Pokazemy, ze podciag ),
jest x-stabo zbiezny. W tym celu sprawdzimy, ze dla dowolnego elementu
r € X ciag liczb x; (7) spetia warunek Cauchy’ego. Ustalmy liczbe £ > 0.
Z gestosci istnieje element y; taki, ze

Il =il < o
Wtedy
|2, () =, ()| < a7, (2 —yj)|+|f€3;k( yi) =, (i)l + a7, (y; — )]
. € _€.,.¢_

dla duzych k i [. Zatem ciag x; (x ) jest zblezny Okreslmy
Wtedy ¢ jest funkcjonatem hnlowyrn na X. Ponadto
()] = [limzy, ()] < cf|z].

Zatem ¢ € X* oraz x;, — ¢ *-stabo. ]
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Uwaga 9.13. Zatozenie osrodkowosci jest istotne. Rozwazmy ciag funkcjo-
natéw {4, }5°, na ¢ okreslonych wzorem §,(z) = z, dla x € ¢*°. Mamy
(105 ¢y« = 1. Jednak ciag {6,}r>, nie zawiera podciggu *-stabo zbieznego.

9.2 Stabe topologie

Definicja 9.14. Stabg topologiq w przestrzeni unormowanej X nazywamy
nagjstabszq topologie, w ktorej wszystkie funkcjonaly x* € X* sq ciggle.

Uwaga 9.15. Najstabsza topologia to taka, ktora ma najmniej zbioréow
otwartych.

Dla ustalonego funkcjonatu zf € X* oraz a € C, € > 0 zbiér
Vagiae ={y € X |ag(y) —al <e}

jest otwarty w stabej topologii jako przeciwobraz otwartego kota {z € C :
|z — a| < €} przez funkcjonal x.

Dla elementu = € X bazq otoczen w stabej topologii jest rodzina zbio-
roéw postaci:

Ux’{,mg,...,zfl;zs(x) = {y € X : max ‘Ij(y) - LL’;(JIN < 5}

1<j<n
gdzie z7, 25, ..., x) sa ustalonymi funkcjonatami w X* a liczba ¢ jest dodat-
nia. Zbior ten jest otwarty, bo przyjmujac oznaczenie a; = x;"(x) mamy
U.t”l‘,a:;,...,:v;;s(x) = in;al,e N ‘/:cg;ag,a n...N Vw;‘L;an,s' (92)

To oznacza, ze element y lezy ,blisko” elementu x w stabej topologii, gdy
mierzymy odlegto$é za pomoca skonczonej liczby funkcjonatéw liniowych
xy, x5, ..., ). Staba topologia jest w szczego6lnosci stabsza niz topologia w
przestrzeni X wyznaczona przez metryke d(z,y) = ||z — y||. Przestrzen X
ze stabg topologia jest przestrzenig Hausdorffa. Istotnie, dla y; # yo w X
istnieje funkcjonat z* € X* taki, ze 2*(y; — y2) # 0. Wtedy x*(y1) # z*(y2).
Oznaczmy € = £|z*(y1) — 2*(y2)|. Zbiory

{reX : |x*(x) — 2" ()| < e}, {reX : |x*(x) — 2" (y2)| < &}

sg otwarte i roztaczne.Pierwszy jest otoczeniem punktu y; a drugi punktu ys.
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Twierdzenie 9.16. Kula B ={z € X : ||z|| < 1} jest zbiorem domknictym
w stabej topologia.

Dowdd. Niech z ¢ B, tzn. ||z|| > 1. Z Twierdzenia[5.23|c) istnieja rzeczywi-
sty ograniczony funkcjonat liniowy ¢ oraz liczba rzeczywista a takie, ze

pr) <a<eply), yeB.

Niech ¢(x) = p(z) —ip(ix). Wtedy ¢ jest ograniczonym funkcjonatem linio-
wym wzgledem C. Rzeczywiscie, ¢ jest liniowy wzgledem R oraz

pliz) = plix) +ip(x) = ip(x).
Zatem ¢ € X*. Ponadto
Reg(x) < a < Rep(y), y € B.

Niech
U={ye X : Reg(y) < a}.

Wtedy U jest otwarty w stabej topologii, bo jesli ¢ jest ciagly, to Re ¢ tez.
Ponadto x € U oraz U N B = (). Tzn. x lezy poza zbiorem B wraz z pewnym
otoczeniem, czyli B jest zbiorem domknigtym. ]

Uwaga 9.17. Kula otwarta {x € X : ||z|| < 1} nie jest zbiorem otwartym
w stabej topologii, o ile przestrzen X ma nieskonczony wymiar. Istotnie po-
kazemy, ze zbior postaci jest nieograniczony, tzn. zawiera elementy o
dowolnie duzej normie. Rozwazmy jeden taki zbiér dla x = 0. Istnieje element
y # 0w X taki, ze

ri(y) = 25(y) = ... = 7, (y) = 0.

Wtedy Ry C Ups as,...01:c(0), ale Ry ¢ B. Tzn. kazde otoczenie punktu 0 jest
nieograniczone.

Uwaga 9.18. Niech dim X = oo oraz S = {x € X : ||z]| = 1}. Wtedy
domknigcie S w stabej topologii jest réwne B = {z € X : |[jz| < 1}.
Rzeczywidcie dla x € X zbior @ + Ups s . ax:c(0) jest otwartym otoczeniem
punktu x i zawiera prosta przechodzaca przez z. Gdy ||z|| < 1 ta prosta
przecina S.
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Definicja 9.19. x-stabg topologiq na X* nazywamy najstabszq topologie,
w ktorej funkcjonaly X* o x* —— x*(x) € C sq ciggle dla kaidego x € X.

Uwaga 9.20. x-staba topologia pokrywa si¢ ze stabg topologig na X* jesli
przestrzen X jest refleksywna.

Dla z¢y € X oraz liczb a € Cie > 0 zbiér
Vigae ={y" € X* : |y"(z0) —a| < ¢}

jest otwarty w x-stabej topologii jako przeciwobraz zbioru {z € C : |z —a| <
e} przez funkcjonal na X* wyznaczony przez xy.. Baza otoczen funkcjonatu
x* jest rodzina zbioréw

Usya,emie(€7) = {y" € Y™ 2 max [y*(z;) — 2™ (2)] < e},

1<y
gdzie xq, o, ..., T, s ustalonymi elementami w X a liczba ¢ jest dodatnia.
Funkcjonal y* lezy ,blisko” funkcjonatu z* jedli wartosci funkcjonatéow w
punktach x, o, ..., x, sa bliskie sobie.

Twierdzenie 9.21. Kula B* = {z* € X* : ||2*| < 1} jest domknieta w
x-stabej topologii.

Uwaga 9.22. x-staba topologia na X* jest stabsza niz staba topologia na
X* bo X C X*.

Dowdéd. Niech z* ¢ B*. Tzn. ||z*|| > 1. Zatem istnieje element x € X taki,
ze ||z|| =1 oraz |z*(x)| > 1. Niech

U={y € X" : |y"(z)| >1}.

Zbior U jest otwarty w *-stabej topologii oraz x* € U. Ponadto dla y* € B*
mamy
" (@) < [yl =) < 1.

Zatem U N B* = (). O

Twierdzenie 9.23 (Banach-Alaoglu). Kula B* = {z* € X* : ||z*|| < 1}
jest zwarta w x-stabej topologii.
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Dowod. Niech
V= X{zeC 2] <[}

bedzie iloczynem kartezjanskim kot domknietych w ptaszczyznie zespolonej z
topologig produktowa. Z Twierdzenia Tichonowa V jest zwarta przestrzenia
topologiczna jako iloczyn kartezjanski zbioréw zwartych. Rozwazmy odwzo-
rowanie ¢ : B* — V zadane wzorem

O(z") = {x"(x) }rex € V.
Warunek @(z*) € V jest spelniony, bo
2% ()] < |2 l«]] < [lz]]-

Odwzorowanie @ jest ciggle, gdy w B* mamy *-stabg topologie, co wynika
bezposrednio z okreslenia tej topologii. Sprawdzimy, ze obraz ¢(B*) jest do-
mknietym podzbiorem w V. W tym celu rozwazmy ciag uogdlniony &(z%) w
&(B*). Zalézmy, ze cigg uogdlniony @(x%) jest zbiezny w V. Ale

(w5 @)

To oznacza, ze dla kazdego elementu x € X ciag uogdlniony liczb z7 (x) jest
zbiezny. Oznaczmy

&(x}) =

[0}

n(x) = lim @7, (x).

W ten sposéb otrzymalismy funkcjonat 1 okreslony na X. Pokazemy, ze n €
B*. Sprawdzimy liniowos¢ funkcjonatu n. Dla z,y € X oraz A\, u € C mamy

n(Az + py) = limx;, (Ax + py) = Mm[Azg (z) + pa (y)]
= Mim g (z) + plim g (y) = An(z) + pn(y).

Wiemy, ze |n(x)| < ||z]|, bo |zk(z)| < ||z||. Zatem ||| < 1. Czyli n € B* co
koniczy dowdd domknigtosei zbioru @(B*).

Zauwazmy, ze odwzorowanie @ jest roznowartosciowe. Rzeczywiscie, jesli
O(z*) = d(y*) to x*(x) = y*(z) dla wszystkich z € X. Wtedy z* = y*.
7, okreslenia x-stabej topologii wynika zatem, ze @ jest homeomorfizmem
z B* na ®(B*). Ale &(B*) jest zbiorem zwartym jako domkniety podzbiér
zwartej przestrzeni topologicznej V. Zatem réwniez B* jest zwarty w *-stabej
topologii. O]
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Przyklad. Rozwazmy X = ¢*° i funkcjonaly 9,, € X* okreslone wzorem

on(x) =2, €™

Mamy |[|d,||x« = 1, czyli 6, € B*. Wiemy, ze B* jest zbiorem zwartym w
x-stabej topologii. Ze zwartosci cigg d,, ma punkt skupienia w X* w *-stabej
topologii. Jednakze ¢,, nie posiada podciggu zbieznego *-stabo. Istotnie, za-
l6zmy nie wprost, ze J,, ma podciag *-stabo zbiezny 9, dla rosnacego ciagu
liczb naturalnych ny. Okreslmy

(_1)k7 =Nk
Ty = .
0, n # ny

Wtedy = € £, ale 6,, (v) = x,
jest x-stabo zbiezny.

= (—1)* nie jest zbiezny. Tzn. ciag §,, nie

10 Twierdzenie Arzeli-Ascoliego

Niech K bedzie zwarta przestrzenia topologiczna Hausdorffa. Rozwazamy
przestrzen Cr(K) z norma

1 £lloo = max | f(x)].
Przypomnimy znane twierdzenie z topologii.

Twierdzenie 10.1. Podzbior A w przestrzeni metrycznej (X, d) jest zwarty
wtedy 1 tylko wtedy, gdy z kazdego ciggu elementow z A mozna wybraé podcigg
zbiezny do pewnego elementu z A.

Definicja 10.2. Podzbior A przestrzeni metrycznej nazywamy warunkowo
zwartym jesli domkniecie A jest zbiorem zwartym.

Symbolem B(z,¢) bedziemy oznaczaé otwarta kule o srodku w z i pro-
mieniu € czyli
B(z,e) ={y € X : d(z,y) < e}.

Twierdzenie 10.3. Podzbior A w przestrzeni metrycznej zupeinej (X, d) jest
warunkowo zwarty wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest catkowicie ograniczony,
tzn. dla dowolnej liczby € > 0 istniejg punkty x1, 2o, ..., x, € X takie, zZe

A C B(x1,e) U B(xg,e) U...U B(xy,¢).
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Uwaga 10.4. Zbior jest catkowicie ograniczony, jesli mozna go pokry¢ skon-
czong liczba kul o dowolnie matym promieniu.

Dowad.
(=) Ustalmy € > 0. Wtedy

|

c | B(z,e).

zeX

Ze zwartosci zbioru A istnieje skonczone podpokrycie
A C AC B(xy,e) UB(xg,6) U...UB(xy,¢).

(<) Skorzystamy z Twierdzenia [10.1| Niech y, bedzie ciagiem elementéw

z A. Pokazemy,ze vy, zawiera podciag zbiezny. Dla € = % mamy z zalozenia

{yn}oly CAC B(x1,5)UB(2a,3) U...UB(xm, 3).

Przynajmniej jedna z kul, np. B(z;, %) zawiera nieskoniczony podciag {y(M}
ciagu {y,}. Dalej dla ¢ = 272 wiemy, ze podciag {yV} C A jest zawarty
w skoniczonej liczbie kul o promieniu 272, Zatem jedna z takich kul zawiera
nieskoniczony podciag {y@} ciagu {y{V}. Postepujac tak dalej otrzymamy
rodzine podciagow {y™} takich, ze {y(™+1)} jest podciggiem ciagu {y(™}
oraz {y™} jest zawarty w kuli o promieniu 27,

Stosujac metode przekatniows okreslmy ciag 2z, = y™. Wtedy ciag {2,}
jest podciagiem ciagu {y,}. Sprawdzimy, ze z, spelnia warunek Cauchy’ego.
Dla n > m elementy z, i z,, leza w kuli o promieniu 27, zatem

2
dn;mgi-
(2 20) < o

Z zalozenia zupetnosci ciag z, jest zbiezny. O]
Przyklady.

1. Rozwazmy przestrzenn X = Cg[0, 27] oraz ciag funkcji
fo(z) = sinnz.

Poniewaz
2
1 . . 2
— [ (sinnz — sinmz)” der = 2
o
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to

Zatem f, nie posiada podciggu zbieznego jednostajnie. Mozna udowod-
ni¢, ze nawet nie istnieje podciagg zbiezny punktowo.

2. Niech X = Cg|0, 1]. oraz

T

falw) = r+ (1 —nx)?

Wtedy f,(x) ~ 0 dla 0 < x < 1. Jednak f, nie posiada podciagu
zbieznego jednostajnie, bo taki podciagg musiatby by¢ zbiezny do 0, a
przeciez dla = £ mamy f, (%) = 1.

Definicja 10.5. Rodzing funkcji A C Cr(K) nazywamy jednakowo ciqgtq,
jesli dla kazdego punktu v € K 1 liczby € > 0 istnieje otwarte otoczenie U
punktu x takie, Ze

1f(y) — fx)| <e, yeU fecA.

Uwaga 10.6. Zbiér U, zalezny od x oraz e, jest wybrany dla wszystkich
funkcji f € A. Na tym polega jednakowa ciagtosé.

Definicja 10.7. Rodzina A C Cr(K) jest ograniczona jesli istnieje stala
liczba M taka, ze
Iflle <C, fe€A

Twierdzenie 10.8 (Arzela-Ascoli). Rodzina funkcji A C Cr(K) jest warun-
kowo zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy A jest jednakowo ciggla i ograniczona.

Dowdd.
(=) Ustalmy liczbe € > 0. Z Twierdzenia|l0.3|istnieja funkcje fi, fo, ..., fu €
Cr(K) takie, ze

ACB(f1,5)UB(f,5)U...UB(fu3). (10.1)

W szczegdlnodei zbior A jest ograniczony przez

€
M = max | filleo + 3

1<j<n 3



Twierdzenie Arzeli-Ascoliego 104

Ustalmy x € K. Istniejg otwarte otoczenia Uy, Us, ..., U, takie, ze

€

1fi(y) = fi(@)l < 3,

Niech U =U;nNU;N...NU,. Wtedy U jest otwartym otoczeniem punktu z
oraz

yEUj,j:1,2,...,n.

5
fi(y) = fi@)l < 3,
Niech f € A. Wtedy z (10.1) mamy f € B(f;, 5) dla pewnego j = 1,2,...,n.
Zatem dla y € U otrzymujemy

[f(y) = f(2)]

<1FW) ~ KW+ ~ K@+ 5@ - @l < S+ 45 =c

(<) Pokazemy, ze rodzine A mozna pokry¢ skonczona liczba kul o promieniu
¢ > 0. Rodzina A jest ograniczona przez pewng statg M, tzn.

If(x)| <M, feA €K

yeUj=12,...n

Rodzina A jest jednakowo ciggla, wiec dla kazdego elementu x € K istnieje
otoczenie U, > x takie, ze mamy

€
W)~ @) <3, feA yel, (10.2)
Poniewaz
K=J U,
zeK

to ze zwartosci zbioru K otrzymujemy
KcU,uU,U...UU,, (10.3)

dla pewnych punktéw xq,xs, ..., z,. Podzielmy przedzial wartosci [—M, M]
na rowne czesci punktami —M =yo < 1y < Yo < ... <y, = M tak, ze
Yi — Yji—1 < 5

Wykres kazdej z funkcji f € A lezy w iloczynie kartezjanskim K x [—M, M].
Rozwazmy ciag n wskaznikoéw (ji, jo, ..., Jn), 2z ktérych kazdy pochodzi z
{1,2,...,m}. Dla takiego ciagu okreslamy podzbiér w Cr(K) wzorem

Bj jorjn = {f € Cr(K) ¢ f(21) € [Yji-1,Y5],
f(x2) € Win—1,Yjals -5 f(Tn) € [Yju—1,Y5.]}-
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Kazda funkcja z A nalezy do pewnego zbioru postaci By, j, . j,., czyli
m
A= U le»]’z,-u,jn nA
j17j2:~-~7jn:1

Zbadamy $rednice¢ zbioru Bj, ;, i, N A. Niech f,g € Bj, j,..,, N.A. oraz
r € K. Wtedy z (10.3|) wynika, ze z € U,, dla pewnego k = 1,2,...,n. Dalej
z (10.2) i z okreslenia zbioréw Bj, j, ;. wnioskujemy, ze

[f(@) = g(@)| < [f(2) = fa)] + [f(z) = g(aw)| + |g(zx) = g(2)]
<tt+i+i=e

Zatem $rednica zbioru By, ;, . ;. N.A jest nie wigksza niz € co oznacza, ze ten
zbidr jest zawarty w pewnej kuli o promieniu ¢. O

Przyktad. Niech
A={f € Cg[0,1] : f rézniczkowalna w (0,1), f(0)=0, |f'(z)] < 1}.
Wtedy zbior A jest warunkowo zwarty, bo z

[f(z1) = f(@2)| = [F(©)] w1 — za| <oy — 22

wynika jednakowa ciggto$¢ funkcji z A. Ponadto

[f(@)] = [f(z) = FO)] <z <1,
czyli rodzina A jest ograniczona przez 1.

Uwaga 10.9. Twierdzenie Arzeli-Ascoliego pozostaje prawdziwe réwniez dla
A C C(K), czyli funkcji o wartosciach zespolonych.

11 Odwzorowania zwezajace i zastosowania

Twierdzenie 11.1. Niech (X,d) bedzie przestrzenig metryczna zupelng a
T : X — X bedzie odwzorowaniem zwezajgcym, tzn. istnieje stata 0 < 6 <
1, taka, zZe

d(Tz,Ty) < 0d(x,y), =z,y€ X.

Wtedy odwzorowanie T posiada jedyny punkt staty, tzn. punkty € X taki, Ze
Ty =y.
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Uwaga 11.2. Odwzorowanie zwezajace jest ciagte.

Dowdéd. Dla ustalonego punktu x € X rozwazmy ciag iteracji x, = T"x.
Mamy
d(z, Tpy1) = d(Txp—1, Tay) < Od(wp-1, T8).

Zatem
d(wg, 2p1) < 0%(d(20, 21).

Niech n > m. Wtedy

d([Em, In) < d(xmu xm—l—l) + d(ZEm+1, xm+2) +...+ d(xn—h xn)

< <9m —+ 0m+1 4+ ...+ Qn_l)d(l’o,l‘l) < md(l’o, (L’l).

Zatem ciag x,, spelia warunek Cauchy’ego, wiec jest zbiezny z zatozenia o
zupetnosci przestrzeni X. Niech z, — y. Wtedy T'z,, — Ty. Z drugiej strony
n n

Tx, = Tp — Y. Stad Ty = y, czyli y jest punktem stalym odwzorowania

T. Zalozmy, ze réwniez punkt ' jest staty, tzn. Ty’ = 3/. Wtedy

d(y,y') = d(Ty, Ty") < 0d(y,y).

Zatem d(y,y') =0, czyliy = y/. O

11.1 Twierdzenie o funkcji odwrotnej

Niech ¢ : U <, R", gdzie U jest otwartym podzbiorem w R". Zatézmy, ze
xo € U oraz det Dp(xy) # 0. Pokazemy, ze istnieje odwzorowanie odwrotne
okreslone w otoczeniu punktu yo = ¢(x).

Poprzez zastosowanie przeksztatcen liniowych i przesunie¢ mozemy zato-
zy¢, ze kg = 0, yo = ¢(0) = 0 oraz Dyp(0) = I. Mozemy tez zaltozy¢, ze U
jest kulg otwarta o srodku w 0.

Zapiszmy ¢ w postaci

o) =a+ f(z) =v. (11.1)

Wtedy funkcja f jest klasy C* oraz f(0) = 0 i Df(0) = 0. Rozwigzania
réwnania ((11.1)), czyli odwzorowania odwrotnego, bedziemy szukaé¢ w postaci

r=y+g(y).
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7 ukladu réwnan

v+ flz) =y (11.2)
y+gly) = = (11.3)

usuwamy x i otrzymujemy

y+9) + fly+gy) =v.

Zatem
9(y) = —fly+9(y)).

Chcemy znalez¢ funkcje g speliajaca powyzszy wzor. Jedli znajdziemy taka
funkcje, to funkcja
U(y) =y +9(y)

bedzie spetiac

e(W(y) =) + f(W) =v@) + fly+9y) =) —9(y) = v

W tym celu rozwazmy przeksztalcenie

(Tg)(y) = —f(y +g(y))

Zamierzamy znalezé punkt staty przeksztatcenia T. Wiemy, ze Df(0) = 0.
Funkcja f jest klasy C!, zatem istnieje liczba & > 0 taka, ze

, Azl < 20, (11.4)

DN | —

I1Df ()] <

gdzie po lewej stronie wystepuje norma macierzy jako odwzorowania R"™ w
R" z norma euklidesowg w R". Oznaczmy

Bs ={z e R" : ||z|2 < ¢}

oraz
X ={g: Bs — Bs : g jest ciagla}.

Okreslamy metryke w X wzorem

d(g1,92) = sup [|g1(w) — g2()][2-
€ Bs
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Wtedy (X, d) jest przestrzenig metryczna zupekna, bo zbiér By jest zwarty a
funkcje g € X sg ograniczone.

Pokazemy, ze T odwzorowuje X w siebie i jest zwezajace. Dla g € X
funkcja T'g jest ciggta. Ponadto dla ||y|lz < 6 mamy

1 Tg)llz = [[f (v +gW)ll2, lly+g(y)lla < 20.

Dalej dla ||z|]2 < 2§ obliczamy

1

F(tx) dt = /Df(tx) L dt.

0

fl@) = @) = £0) = [ 2

Zatem
1 1 1
1f @l < [IDf(t) - zl2dt < [IDS () all2dt < 5 lall2 <6
0 0

Podstawiajac © = y + ¢(y) otrzymamy ||Tg(y)|. < ¢ dla ||y| < 9, czyli
Tg € X. Sprawdzamy warunek zwezania. Mamy

1

f6) = fla) = [ Dffa+t(b—a)- (b~ a)d.

0

Zatem )
1£0) = falls < [ 1Df(a+ (b~ )l dt]}b — allz.
0

Podstawiamy a = y + ¢1(y) oraz b = y + g2(y) dla g1,92 € X oraz y € Bs.
Wtedy a,b € Bas zatem a+t(b—a) € Bays. Korzystajac z (11.4)) otrzymujemy

1Tg1(y) — Tga(y)lle = If (v + 9:(v)) — fly + g2(w) 2

< [ 1D 5@+ 16— )l dt llg:(w) ~ 1wl < 3loal) — oa(w)]l>

To oznacza, ze

1
d(Tgl, T92) < id(gla 92)-

7 Twierdzenia [11.1 wynika, ze odwzorowanie T" posiada punkt staty g € Bs.

Ale wtedy na podstawie wzoréw ((11.2)) i (11.3) funkcja ¢ (y) =y + g(y) jest

odwzorowaniem odwrotnym do ¢.



Twierdzenie Kreina-Millmana 109

12 Twierdzenie Kreina-Millmana

Liniowg przestrzen topologiczna V' nazywamy lokalnie wypuktq jesli istnie-
je baza otoczen zera zlozona ze zbiorow wypuktych. Zauwazmy, ze przestrzen
unormowana X ze stabg topologig jest przestrzenig lokalnie wypukta, bo

sz,x%,‘..,x;;s(o) = {y €X: 12]?2; ’x;k(y)l < 8}

sg wypuktymi podzbiorami w X. Podobnie przestrzen X* z x-staba topologia
jest lokalnie wypukta, bo

le,xz,...,wn;s(o) = {y* €Y" : max |y*(x])| < 5}

1<j<n

sg wypuklymi podzbiorami w X*.

Niech K bedzie wypuktym podzbiorem przestrzeni liniowej X. Punkt x
z K nazywamy ekstremalnym jesli x nie lezy wewnatrz zadnego odcinka
zawartego w K. Tzn. z warunku x = Ay; + (1 — A)ye dla 0 < A < 1 wynika,
zey; ¢ K lub ys ¢ K.
Przyktlady.

(a) Dla zbioru wypuktego

{xER”: ‘max |z;| < 1},
j=12...,n

czyli n-wymiarowej kostki w R™, punktami ekstremalnymi sa wektory
x postaci |z;| = 1. Zatem #(E) = 2.

(b) Dla zbioru wypuktego
reR": > |zl <1
j=1,..n
punkty ekstremalne maja posta¢ £e;, dlaj =1,2,...,n. Czyli# (E) =

(c) Dla kuli jednostkowej w 2 kazdy element sfery jednostkowej, czyli wek-
tor spetiajacy ||z|2 = 1, jest punktem ekstremalnym. Wtasnosé ta
wynika z faktu, ze w przestrzeni z iloczynem skalarnym jesli

[z +yll = llzll + llyll, 2y #0,

to y = ax dla pewnej liczby dodatniej a > 0.
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Domkniety i wypukty podzbior S zbioru wypuktego K nazywamy zbio-
rem podpierajgcym zbioru K, jesli z warunkow 1,10 € K, 0 < A < 1
oraz Ay + (1 — Ny € S wynika, ze y1,y, € S. Tzn. jedli punkt wewnetrzny
odcinka zawartego w K lezy w .S, to caly odcinek lezy w S. W szczegdlnosei
punkt ekstremalny zbioru K jest jednopunktowym zbiorem podpierajacym
zbioru K.

Dla zbioru z przyktadu (c) kazdy odcinek laczacy dwa punkty na sferze
jest zbiorem podpierajacym. Z kolei odcinek taczacy dwa punkty z wnetrza
kuli nie jest zbiorem podpierajacym.

Lemat 12.1. Niech ¢ bedzie ciggltym rzeczywistym funkcjonatem liniowym
na przestrzent lokalnie wypukte; X oraz K zwartym podzbiorem wypukiym w
X. Zbior S ztozZony z punktow zbioru K, w ktorych funkcja

K>z o(x)
ostgga maksimum jest zwartym zbiorem podpierajgcym zbioru K.

Dowdd. Niech m = max p(y). Wtedy
yeK

S={reK : px)=m}.

Zatem S jest zwartym zbiorem wypuktym jako przekréj zbioru K z domknie-
tym zbiorem afinicznym {z € X : p(z) = m}.
Zatozmy, ze Ady; + (1 — N)ya € S dla yp,y2 € K oraz 0 < A < 1. Wtedy

m = @Ay + (1 = A)y2) = Ap(y1) + (1 = A)e(ye).
Zatem o(y1) = @(y2) = m, czyli y1,y2 € S. L
Ponizej bedziemy rozwazac¢ przestrzen V = X* z x-staba topologia.
Lemat 12.2. Domkniecie zbioru wypuklego jest zbiorem wypuktym.

Dowéd. Niech V bedzie zbiorem wypuklym. Rozwazmy punkty z,y € V i
liczbe 0 < X < 1. Trzeba pokazaé, ze (1 — \)x + \y € E. Z zalozenia istnieja
ciagi uogélnione {4 }taca 1 {ys}ses 0 wyrazach pochodzacych ze zbioru V,
zbiezne do x i y odpowiednio. W zbiorze A x B okredlamy relacje

(@, 8) 2 (o, f) <= a=2d, 320"
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Wtedy A x B jest zbiorem skierowanym. Okreslamy réwniez dwa ciagi uogol-
nione Ty g 1 Yo,3 WzOrami

Lo, = Ta, Yo, = YpB-
Wtedy

Top — T, Ya,g — Y.
Z wypuktosci zbioru V' wyrazy ciggu (1 —N)xa g+ Ayag leza w V. W zwigzku
z tym ich granica lezy w V. O

Przekréj wszystkich domknietych zbiorow wypuktych zawierajacych dany
zbiér E jest domknietym zbiorem wypuklym, zawartym w kazdym domknie-
tym zbiorze wypuklym zawierajacym E. Taki zbior nazywamy domknietq
wypuklqg otoczkq zbioru E.

Ten zbiér mozna opisa¢ w inny sposob. Wypukta otoczka zbioru F sktada
sie ze wszystkich wypuktych kombinacji elementow zbioru E czyli elementow
postaci

n n
Zakxk, X € E, ar > 0, Zak =1.
k=1 k=1

Zbiér tych kombinacji oznaczany symbolem conv(E), jest zbiorem wypuktym
zawierajacym E. Po domknieciu otrzymujemy domkniety zbioér conv(E) wy-
pukly, na podstawie Lematu Kazdy zbiér wypukly zawierajacy E musi
zawiera¢ conv(FE). Zatem kazdy domkniety wypukly zbiér zawierajacy E mu-
si zawiera¢ conv(F). Stad conv(FE) jest domknieta wypukta otoczka zzbioru
E.

Twierdzenie 12.3 (Krein-Millman). Niech K bedzie zwartym wypukiym
podzbiorem lokalnie wypuktej przestrzeni topologiczne) X. Wtedy K jest do-
mknietq wypukiq otoczkq swoich punktow ekstremalnych.

Dowdd. (Kelley) Przekrdj zbioréw podpierajacych zbioru K jest zbiorem
podpierajacym zbioru K. Ponadto jesli S jest zbiorem podpierajacym zbioru
K oraz T jest zbiorem podpierajacym zbioru S, to T jest zbiorem podpiera-
jacym zbioru K. Rzeczywiscie, jesli Ay; + (1 — Ny, € T C S dla pewnych
punktow yq, 42 € K, to y1, y2 € S, bo S podpiera K. Ale wtedy y1, y2 € T,
bo T podpiera S.

Rodzina wszystkich zbioréw podpierajacych zbioru K jest czeSciowo upo-
rzadkowana przez zawieranie. Ponadto kazdy tancuch tej rodziny jest ograni-
czony od dotu przez przekrdj zbioréw z tancucha. Z lematu Kuratowskiego-
Zorna istnieje minimalny zbior podpierajacy S zbioru K. Pokazemy, ze S jest
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jednopunktowy. Zatézmy, nie wprost, ze © # y € S. Wtedy z Twierdzenia
[5.23|(c)[]istnieje ciagly funkcjonal liniowy ¢ na X taki, ze p(z) > ¢(y). Wte-
dy podzbiér Sy zbioru S ztozony z punktéw, w ktorych ¢ osigga maksimum
jest zbiorem podpierajacym zbioru S, a zatem zbioru K. Zbiér Sy nie zawiera
y zatem Sy C S.

Jesli zbiér podpierajacy jest jednopunktowy S = {x}, to x jest punktem
ekstremalnym w zbiorze K. Rzeczywiscie, jesli x = Ay + (1 — Ny, dla
pewnych y,y2 € K oraz 0 < A < 1, to y1, 42 € S, czyli y1 = yo = x.
Pokazalismy w ten sposob, ze kazdy niepusty zbiér podpierajacy zawiera
punkt ekstremalny zbioru K.

Rozwazmy ciagly rzeczywisty funkcjonatl liniowy ¢. Zbior punktéw z K,
dla ktérych ten funkcjonal osigga maksimum jest podpierajacy, czyli maksi-
mum funkcjonatu ¢ na K jest osiagniete w punkcie ekstremalnym. Tzn.

max p(x) = max p(z),
gdzie E oznacza zbiér punktéw ekstremalnych zbioru K. Niech C' oznacza
domknieta wypukta otoczke zbioru E. Zalézmy, ze z € K \ C. Wtedy z
Twierdzenia m(c) istnieje ciagly rzeczywisty funkcjonat liniowy ¢ taki, ze

(@) > max p(y) = max p(y) = max o(y).

Otrzymalidmy sprzecznosé, bo x € K. O

Uwaga. Mozna przyjac, ze X jest przestrzeniag unormowang ze stabg
topologig lub X jest przestrzenia sprzezona do przestrzeni unormowanej, z
x-stabg topologia.

Przyklad. Rozwazmy kule jednostkowa B w przestrzeni ¢y. Kula nie posiada
punktéw ekstremalnych. Rzeczywiscie zatézmy, ze 2 € B. Wtedy |2,,| < 5
dla pewnego wskaznika ng. Zatem ciagi u = x + %5% oraz v = x — %5710 nalezg
do B. Ponadto x = %(u + v). Z twierdzenia Kreina-Millmana i z twierdzenia
Banacha-Alaoglu wynika, ze ¢y nie jest przestrzenig sprzezong do przestrzeni
unormowanej. Mozna to uzyska¢ réwniez z Wniosku 5.10. Przypusémy, nie
wprost, ze ¢g = X*. Wtedy X bytaby nieskonczenie wymiarows domknieta
podprzestrzenia przestrzeni X** = ¢ = (*. W szczegélnoéci X byltaby prze-
strzenig Banacha. Z Wniosku 5.10 kazdy element z z X C ¢! osigga swoja

*Twierdzenie ¢) nie wymaga, aby przestrzen X byla unormowana.
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norme poprzez maksimum modutu na kuli jednostkowej w ¢y = X*. Niech
r € X. Zalézmy, ze dla ciagu x = {x,} € ¢! maksimum jest osiaggnigte na
ciggu y = {y,} z kuli jednostkowej w ¢o. Wtedy |y,| < 1 oraz |y,| < & dla
n > ng. Zatem

)
2l =D |zal =
n=1

Z E

n=ng+1

o0

Zatem x,, = 0 dla n > ngy. To oznacza, ze
(e.)
= U X
n=1

gdzie X,, oznacza przestrzen ciagéw w X zerujacych sie od miejsca n. W
zwigzku z tym X jest zbiorem I kategorii, co daje sprzecznosc.

13 Dodatek

13.1 Komentarz do zadania 98

W zadaniu 98 trzeba pokazac, ze jesli M i N sa domknietymi podprzestrze-
niami przestrzeni Banacha X oraz MNN = {0} 1 X = M+ N, to dla pewnej
dodatniej stalej ¢ spelniony jest warunek

|m +n|| = c(||m|| + [|n]]), m € M, n € N. (13.1)

Teza jest spetniona rowniez, gdy X’ = M+ N jest domknieta podprzestrzenia
przestrzeni X, bo X’ jest wtedy przestrzenia Banacha.

Jesli M + N nie jest domknieta przestrzenia w przestrzeni Banacha X, to
warunek nie moze by¢ spetniony. Rzeczywiscie, zatézmy, ze ciag my + ny €
M + N spelnia warunek Cauchy’ego. Wtedy ciagi my i n, spelniaja ten
warunek, zatem sa zbiezne odpowiednio do m € M i n € N. Wtedy ciag
my + ny jest zbiezny do m + n. To oznacza, ze podprzestrzen M + N jest
zupeha, czyli jest domknietg podprzestrzenia w X.
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Dla dwu podprzestrzeni M i N moze si¢ zdarzy¢, ze podprzestrzen M + N
nie jest domknieta. Rozwazmy osrodkowa przestrzen Hilberta H z baza {ex }32.
Niech

1
fr = tanh k (€2k + sinhk;€2k1> .

Uktad {fx}32, jest ortonormalny. Okreslmy

M =lin{ey, : k € N}, N =lin{f; : k € N}.

Przekroj podprzestrzeni M i N jest zerowy. Rzeczywiscie, zatozmy, ze x € M N N.
Wtedy

o o
Z z, €2k ok = X = Z<xafk>fk
k=1 k=1

[e.9]

Z anhk: SZJ flc €2k—|—z

cosh k (@, frdean

Zatem (x, fr) =0 dla k > 1. Czyli x = 0.

Podprzestrzen M + N jest gesta w H. Istotnie, zalézmy, ze x L. M + N.
Wtedy x 1. M ix L N. To oznacza, ze x 1 eq, i x L f, dla k > 1. Zatem
x Legy dlak>1, czylixz=0.

Podprzestrzen M + N nie jest domknieta, bo nie jest spetniony warunek
(13.1)). Faktycznie, dla m = ey, i n = — f;; mamy

4

_ 2 __
||m+n|| - ||€2n _an - €2k+ 1a

lear || + || fell = 2

13.2 Komentarz do zadania 91

W zadaniu 91 trzeba wykazaé, ze dla rodziny ograniczonych operatorow li-
niowych T,, : X — Y, gdzie X jest przestrzenia Banacha, a Y przestrzenia
unormowana, zbior

A={reX lim T2 istnieje }

jest pierwszej kategorii lub B = X.
Teza nie musi by¢ spetniona, gdy X nie jest przestrzenig Banacha.

Lemat 13.1. Dla nieskonczenie wymiarowej przestrzeni Banacha X istnie-
je niezerowy funkcjonat lintowy ¢ taki, zZe ker ¢ nie jest zbiorem pierwszej
kategorii.
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Uwaga. Funkcjonal ¢ nie moze by¢ ograniczony. Rzeczywiscie, jadro nie-
zerowego funkcjonatu ograniczonego jest domknieta wlasciwa podprzestrze-
nig liniowa w X, zatem zbiorem o pustym wnetrzu.

Dowdd. Niech B bedzie baza Hamela przestrzeni X, czyli maksymalnym
uktadem liniowo niezaleznym. Wiemy, ze uktad ten jest nieprzeliczalny z
twierdzenia Baire’a. Dla ciagu {e,}7>, C B okreslamy By = B\ {e,}72;.
Nastepnie definiujemy zbiory

A, =lin{By, e, ea,...,e,}.

Wtedy A,, C A,11. Kazdy element x € X jest skonczong kombinacja liniowa
elementéw z By iz {e,}7>,. Zatem x € A, dla pewnej liczby n. To oznacza,
ze X = U, A,. Z twierdzenia Baire’a, dla pewnej liczby ny podprzestrzen A,
nie jest pierwszej kategorii. Zatem domkniecie przestrzeni A,,, zawiera kule
otwarta w X, co pociaga A,, = X. Okredlmy funkcjonal ¢ na B wzorem

1 pum—
o) = {1 V= o
0 beB, b# fugt

Wtedy ¢ rozszerza sie do niezerowego funkcjonatu liniowego na przestrzeni X.
Zauwazmy, ze A, C ker ¢, wiec ker ¢ nie jest zbiorem pierwszej kategorii. [

Rozwazmy nieskonczenie wymiarows osrodkows przestrzen Hilberta H. Z
lematu wynika, ze ‘H zawiera wtasciwa podprzestrzen liniowg V, ktéra nie jest
zbiorem pierwszej kategorii. Podobnie jak w dowodzie lematu, wnioskujemy,
ze V = H. W podprzestrzeni V wybieramy maksymalny uktad ortonormal-
ny {e,}5°,. Ten uklad jest baza ortonormalna przestrzeni H. Rzeczywiscie,
zatézmy, ze v L e, dlan > 1. Zatem x L V, co pociaga x L. V = H, czyli
x = 0. Okreslmy operatory T, : H — V wzorem

T, (x) = i(w,e@ek.

Wtedy dla x € H mamy T,,x — x, w przestrzeni H. Zatem granica lezy w V'
tylko dla z € V. Stad mamy

A:={z e X : limT,x istnicje} =V,

czyli A nie jest zbiorem pierwszej kategorii.
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14

1.

Zadania

Udowodni¢ nieréwnos$¢ Holdera

ab < lap + lbq’

p q

gdzie a,b > 0, p,q > 1 oraz ;1) + % = 1. Wyznaczy¢, kiedy zachodzi
rownosc. Wskazéwka:
(Sposob I) Naszkicowaé wykres funkeji y = 2P~!. Poréwnaé pole prosto-
kata [0, a] x [0, b] z suma pdl dwu obszaréw: (1) ograniczonego wykresem
funkcji, osia OX, i prosta x = a, (2) ograniczonego wykresem funkcji,
osia OY i prosta y = b. (Sposéb 1I) Przyjaé b = 1 i pokazaé, ze funkcja
flz) = %:L‘p —x+ % przyjmuje minimum w punkcie z = 1.

Pokazaé nieréwnosé Holdera
n n 1/1’ n 1/f1
> wiy < (Zﬁ) (Zzﬁ) :
i=1 i=1 i=1

gdzie x;,y; > 0, p, q jak poprzednio. Kiedy zachodzi rownos¢ ? Wskazéwka :
Zalozy¢, ze obie sumy Y7, 2 1 3, y¥ nie przekraczaja 1. Zastosowaé
poprzednie zadanie do kazdego z iloczynow x;y;.

n 1/q
i=1

Pokazac¢, ze

n 1/p
<Z |xi|p) = max
i=1 =

n
> T
=1

gdzie x;,y; € C, p i q jak poprzednio.

Pokaza¢ nieréwnosé trojkata dla normy

n 1/17
lall, = (Z w)
=1

okreslonej na C". Wskazéwka: Skorzysta¢ z poprzedniego zadania.

Uogo6lni¢ trzy poprzednie zadania na sumy nieskonczone.
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

Dla ps > p1 > 1 in € N znalezé najlepsze statle w nieréwnosciach

n 1/p1 n 1/p2 n 1/p2 n 1/p1
<Z|[E2|p1> < C1 <Z|l’z|p2> s <Z|J]Z|p2> < Co <Z|$Z|p1> .
i=1 i=1 i=1 =1

. Pokaza¢, ze ("1 C (P*, jeSli p; < po. Wskazoéwka: Jesli |lz]|,, < 1, to

|z,| <1 dla wszystkich n.
Skonstruowaé cigg x € 2 taki, ze x & (P dla kazdego p < 2.

Pokaza¢ catkowa nieréwnosé¢ Holdera

oo < (f o)™ (fem) "

dla nieujemnych funkcji f(x) i g(x), p i q jak w zadaniu 1.

Pokaza¢ nieréwnosé trojkata dla normy

151, = ([ 1r@pane) "

gdzie f jest zespolona funkcja na Qi p > 1. Wskazéwka: Wyprowadzi¢
wzér analogiczny do wzoru z zadania 3.

Wskaza¢ norme w przestrzeni R” inng niz normy || ||, dla 1 < p <
00, ale taka, ze |le;|| = 1 dla kazdego z wektoréw standardowej bazy
€1, «.., €En.

Pokazac, ze w przestrzeni liniowej unormowanej X zbiory
{reX |z <1} {reX : |z =1}
sg domkniete.

Pokazaé, ze ciag funkcji f,, jest zbiezny do funkcji f w normie prze-
strzeni C[0, 1] (tzn. || f, — f|l« — 0 przy n — oo) wtedy i tylko wtedy,
gdy f, jest jednostajnie zbiezny do f.

Udowodnié¢ zupelosé przestrzeni C[0,1]. Wskazéwka: Dla ciagu Cau-
chy’ego f, pokazaé zbieznosé¢ punktowa korzystajac z nieréwnosci

[fn(@) = Fn (O] <[ frr = fmlloo
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15.

16.

17.

i z zupeosci C (lub R). Niech f bedzie granica punktows ciagu f,.
Pokazaé, ze f jest jednostajng granicg ciggu f, korzystajac z nieréw-
nosci

[fu(t) = SO < [fin () = SO+ [1fn = Sinlloo-

Pokaza¢, ze f jest ciagla, korzystajac z nierownosci

[F(E) = F()] < |fu®) = fuls)] + 2] fn = flloo-

Uwaga: Dowdd przenosi sie na przypadek C'(K) przestrzeni funkcji cia-
glych na przestrzeni metrycznej (lub topologicznej) K.

Niech ¢ oznacza przestrzen liniowa ciagéw zbieznych o wyrazach ze-
spolonych. Niech |[{z,}|| = sup,>, |7,|. Pokaza¢, ze c jest przestrzenia
Banacha. Pokazaé, ze ciggi zbiezne do 0 tworza domknieta podprze-
strzen ¢y w c. Wskazéwka: Mozna utozsamié ¢ z C(K), gdzie K =

(L4 h yu{oh

Udowodnié twierdzenie Weierstrassa o gestosci wielomianéw w CJ-1,1]
korzystajac z tego, ze kazda funkcja ciggta o okresie 27 jest jednostaj-
ng granicg ciggu wielomianow trygonometrycznych. Wskazéwka: Dla
funkcji ciagtej f(z) okreslonej na [—1, 1] funkcja f(cost) ma okres 27
i jest parzysta. Z tego powodu mozna ja aproksymowaé jednostajnie
wielomianami trygonometrycznymi postaci

ag + aycost+ ...+ a, cosnt.
Zauwazy¢, ze cosnt jest wielomianem od cost tzn.
cosnt = T),(cost),

gdzie T,, jest wielomianem stopnia n. Pokaza¢, ze funkcje f(x) mozna
aproksymowa¢ jednostajnie wielomianami postaci

ap + a1y (x) + ... + a,T,(x).

Dla funkcji ciaglej f na przedziale [0, 1] okreslamy wielomian Bernste-
ina wzorem

BN =21 (2) (})a-arat
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Pokazaé, ze B,(f) jest jednostajnie zbiezny do f. Wskazéwka: Zajrzeé
do ksiazki S. /Lojasiewicz, Wstep do teorii funkcji rzeczywistych (roz-
dzial 1T §3, Twierdzenie 1).

Udowodni¢, ze jesli x, — x oraz y, — y W przestrzeni unormowanej
X, to x, + y, — x +y. Pokazaé, ze jesli \,, — A\, gdzie \,, A € C, to
ATy — AZ.

Pokaza¢ zupetnosé przestrzeni LP(0,1), dla p > 1. Wskazéwka: Poste-
powaé tak jak w przypadku p = 1. Skorzysta¢ z nieréwnosci

12 1l llp < 22 M1l

W przestrzeni Cg[0, 1] znalezé odlegtosé funkeji ™ od dwuwymiarowej
podprzestrzeni £ = {ax +b : a,b € R}.

Pokazaé, ze dla 0 < p < 1 funkcjonal ||(x,,)[l, = (o2, |2, |P) /P okreglo-

ny na ciggach dla ktérych szereg wystepujacy w definicji jest zbiezny,
nie jest norma, bo nie spetnia warunku trojkata. Pokazac, ze spetnione
sg nieréwnosci

e +yllp < llzllh+ Il llz +yll, < 2727 el + llyly).

Pokazac¢, ze L'(0, 1) zawiera dwie liniowo niezalezne funkcje f i g takie,
ze ||f+ glli = || fll1 + llg|l1. Pokazaé, ze w normie przestrzeni LP(0, 1),
dla 1 < p < oo, taka sytuacja nie jest mozliwa.

Pokazaé¢, ze jesli X Y sg przestrzeniami unormowanymi z normami
Il - llx, Il - ||y, to ich suma prosta X &Y jest przestrzenia unormowang
Z normag

lz @ yll = llzllx + llylly-

Pokazaé, ze jesli X 1Y sg zupetne, to réwniez X @Y jest zupetna.

Dla ciagu X,, przestrzeni unormowanych z normami || - || x, okreslamy
sume prostg X

X = {{zn}nen | 20 € X, {wn}] = Y 2nllx, < o0}.
n=1

Pokazaé, ze X jest przestrzenia unormowana z norma ||{z, }||. Pokazaé,
ze X jest zupela jesli wszystkie X, sa przestrzeniami zupelnymi.
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25. Udowodnié, ze jesli podzbiory A C B przestrzeni metrycznej X spet-
niaja warunek, ze A jest gesty w B oraz B jest gesty w X, to A jest
gesty w X.

26. Wykorzystaé poprzednie zadanie aby udowodni¢, ze wielomiany o wspot-
czynnikach wymiernych stanowia gesty podzbiér przestrzeni Cg|0, 1] z
normie || - ||oo. Udowodnié, ze ciagi (,)52, o skonczenie wielu wyra-
zach niezerowych takich, ze z,, € Q+1¢Q stanowia gesty podzbidr kazdej
przestrzeni ¢ dla 1 < p < co, w normie || - ||,

x27. Dla domknietej podprzestrzeni M w przestrzeni Banacha X z normag
| - |lx, okreslamy przestrzen ilorazowa X /M jako przestrzen klas row-
nowaznosci wzgledem relacji w X

r~y jesi x—ye M.

Oznaczajac klase réwnowaznosci elementu x € X przez [x] okreslamy
dodawanie i mnozenie przez skalar wzorem

alr] + Bly] = [ax + By].

Pokazaé, ze ta definicja jest poprawna, tzn. prawa strona zalezy jedynie
od klas réwnowaznosci, z ktérych pochodza x i y, a nie od samych
elementow x i y.
Okreslmy
= inf - M||x.
el = inf e — M]lx

Pokazaé, ze ta funkcja ma wtasnosci normy. Pokazaé, ze X/M z ta nor-
ma jest przestrzenia Banacha. Wskazéwka: Pokazaé, ze jesli 3 ||[z,]|| <
00, to szereg Y[z, jest zbiezny. W tym celu dla kazdego n wybraé
m, € M tak, aby

|20 — mallx < Zéreljfw |7 — Ml x-
Zauwazy¢, ze szereg > (r, — m,) jest zbiezny w X. Oznaczajac jego
sume przez s pokazacé, ze [s] = Y.[z,] w X/M.
28. Niech X = C[0,1] i M = {f | f(0) = f(1) = 0}. Pokazaé, ze X/M

mozna utozsami¢ z C?, z norma ||(z, x2)|| = max{|zy], |z2|}.
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*29.

30.
31.

32.

33.

34.

{z,}22, jest gestym podzbiorem kuli jednostkowej w przestrzeni Bana-
cha X. Okre$lmy odwzorowanie J : /! — X, wzorem

J i A{an}y o — Z n T,

n=0
(a) Pokazaé, ze odwzorowanie J jest ciagle.

(b) Pokaza¢, ze kerJ jest domknigte 1 ze J ,podnosi” si¢ do ciagtego
odwzorowania J z przestrzeni ilorazowej (! /ker J w X.

(c) Pokazaé, ze ImJ = X. Wskazéwka. Przy ustalonym z, |z| = 1,
wybra¢ indukcyjnie z,,;) tak aby

k
|z = 27 g, <271, k=0,1,...

(d) Zamieniajac w (c) liczbe 2 na 34, ..., pokazaé, ze J jest izometria.
Znalez¢ norme operatora identycznos$ciowego z LP(a,b) w L%(a,b).

Rozwazamy przestrzen X = R" z norma || -||2. Niech A bedzie macierza
symetryczng wymiaru n X n o wyrazach rzeczywistych. Pokazaé, ze
norma operatora liniowego zwigzanego z A z przestrzeni X w siebie, jest
réwna najwiekszej z liczb |A|, gdzie A jest wartodcia wlasna macierzy A.
Jaka jest norma operatora liniowego zwiazanego z macierza ortogonalna
U, tzn. taka, ze UT = UL

Dla jakich funkcji a(x) operator mnozenia przez a(x) jest ciagtym od-
wzorowaniem z LP(0,1) w L(0,1) 7

Obliczy¢ norme operatora
snf(x =5 / D, (t)f(x —t)dt

w przestrzeni C[—7, 7] i w przestrzeni L*(—m, ), gdzie D,(t) = 1 +
2cost + ...+ 2cosnt.

Podzbiér A przestrzeni unormowanej X nazywamy ograniczonym, jesli
SUP,ea |lal| < oo. Pokazaé, ze operator liniowy 7" : X — Y z przestrzeni
unormowanej X w przestrzen unormowang Y jest ograniczony wtedy i
tylko wtedy, gdy przeksztatca ograniczone podzbiory X w ograniczone
podzbiory Y.
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

X, Y, Z sa trzema przestrzeniami unormowanymioraz 7y : X — Y iT5 :
Y — Z sg operatorami liniowymi ograniczonymi. Pokazaé, ze zlozenie
15T jest operatorem ograniczonym z X do Z oraz || 1574 || < || 71|12
Pokazac, ze jesli T': X — X jest operatorem liniowym ograniczonym,
to dowolna potega 1™ (w sensie zlozenia) jest operatorem ograniczonym
oraz, | 1| < |IT]"

Pokazaé, ze jesli T' # 0 jest operatorem liniowym ograniczonym z X do
Y oraz ||z|| < 1 dla pewnego x € X, to || Tz| < ||T||.

Pokazaé, ze operator T : (> — (> okreslony wzorem
T(xy,x x ) = (1, 3 Ly )
1y 42y ey dmy ) — 1y 9h2y ey ybmy - v

jest liniowy i ograniczony.

Pokazaé, ze obraz Im T operatora liniowego ograniczonego T : X — Y
nie musi by¢ domknietg podprzestrzenig w Y. Wskazéwka: Poprzednie
zadanie.

Pokazaé, ze jadro ograniczonego operatora liniowego 7' : X — Y, tzn.
kerT = {x € X| Tx = 0} jest domknieta podprzestrzenia w X.

Pokazaé, ze odwzorowanie odwrotne 7T~! : ImT — X operatora T :
X — Y nie musi by¢ ograniczone. Wskazéwka: Zadanie 37.

Znalez¢ obraz operatora T : C[0, 1] — C[0, 1]
(Th)@) = [ F)dy.
0

Zmnalez¢ operator odwrotny 7! : Im T — C[0,1]. Czy T jest liniowy i
ograniczony 7

Na C10, 1] okreslamy operatory S i T wzorami

(TH@) =z [ft)dt (S))() = 2f(x).

Czy operatory 17" i S sa przemienne, tzn. czy T'S = ST 7 Obliczy¢
normy operatorow S, T, ST, iTS.
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43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.
50.

ol.

Niech X bedzie przestrzenig liniows wszystkich ograniczonych funkcji
o wartosciach rzeczywistych okreslonych na R z norma

If1l = sup | f(z)|.
Tz€R

Dla ustalonej liczby § okreslmy odwzorowanie (T'f)(z) = f(z — 9).
Pokazac, ze T' jest ograniczonym operatorem liniowym X w siebie.

Pokazaé¢, ze normy w przestrzeniach 7 oraz LP(0,1) nie pochodza od
iloczynu skalarnego dla p # 2. Wskazéwka: Wskaza¢ dwa elementy, dla
ktorych nie zachodzi rownos¢é rownolegtoboku.

Pokaza¢, ze jesli (x,y) = 0, to ||z +y||* = ||z||* + |ly||*. Czy odwrotna
implikacja jest prawdziwa ? Poda¢ przyktad.

W przestrzeni z iloczynem skalarnym warunek ||z|| = ||y|| implikuje
(x +y,x —y) = 0. Co to oznacza geometrycznie ?

Sprawdzi¢ tozsamos¢ Apoloniusza w przestrzeni z iloczynem skalarnym.
Iz = 2)* + [lz = ylI* = 3llz — ylI* + 2]z — 3(= + »)[I*-
Pokaza¢, ze mozna ja uzyskaé¢ z réwnosci rownolegtoboku.

Pokazaé, ze jesli x,y # 0 oraz (x,y) = 0, to wektory z i y sa liniowo
niezalezne. Rozszerzy¢ te wlasnosé na wieksza liczbe wektorow.

Udowodnié¢, ze jedli z,, = = oraz 4, — Y, t0 (Tn, Yn) — (z,y).

Pokaza¢, ze (x,y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ||z + ay|| > ||z| dla
wszystkich skalarow a.

Podzbior A przestrzeni liniowej nazywamy wypuklym, jesli z warunku
z,y € A wynika, ze 5(z +y) € A. Pokaza¢, ze jesli A jest niepustym,
wypukltym i domknietym podzbiorem przestrzeni Hilberta H, to dla
kazdego wektora x € H istnieje jedyny wektor z € A spelhiajacy

|z = zl| = inf{flz —yl| : y € A}.

Wskazéwka: Przeanalizowa¢ dowdd z wykltadu dotyczacy przypadku,
gdy A jest domknieta podprzestrzenig liniows.
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52.

93.
54.

99.

96.

57.

58.

59.

60.

61.

Pokazac, ze teza nie jest prawdziwa dla przestrzeni Banacha, tzn. kres
dolny moze nie by¢ osiggniety. W szczegdlnosci teza nie jest spelniona
dla domknietych podprzestrzeni w C[0,1] i w £,

Pokazaé, ze w niepustym i domknietym zbiorze wypuklym A przestrze-
ni Hilberta istnieje element z taki, ze

I2]] = inf{[ly[| - vy € A}.

Pokaza¢, ze domknigcie zbioru wypuktego jest zbiorem wypuktym.

Pokazaé, ze zbior M = {x = (z;) : Y x; = 1} w przestrzeni C"
jest wypukty i domkniety. Znalez¢é w M element o najmniejszej normie
euklidesowe;j.

Dla zbioru M w przestrzeni Hilberta H przez M+ oznaczamy zbior
wektorow x takich, ze (z,v) = 0 dla wszystkich v € M. Pokazaé, ze
M+ jest domknieta podprzestrzenig liniows.

Pokazaé, ze jesli A C B, to

Ac At Bt c At At = At

Pokaza¢, ze dla podzbioru A w przestrzeni Hilberta, A+ jest najmniej-
szg domknietg podprzestrzeniag zawierajacg A.

Niech A oznacza podzbiér przestrzeni ¢? ztozony ciggéw absolutnie su-
mowalnych o sumie wspotrzednych rownej 0. Pokazaé, ze A jest pod-
przestrzenig liniowa w 2. Znalez¢é domkniecie zbioru A w przestrzeni

2

Pokazaé, ze jesli M jest domknieta podprzestrzenia przestrzeni Hilber-
ta, to M+ = M.

Podzbiér A unormowanej przestrzeni liniowej nazywamy liniowo ge-
stym jesli przestrzen linA jest gesta. Pokazaé, ze podzbior A przestrzeni
Hilberta jest liniowo gesty wtedy i tylko wtedy, gdy A+ = {0}.

Udowodni¢ twierdzenie Jordana—von Neumanna dla przypadku rzeczy-
wistego, tzn. pokazaé, ze norma spetniajaca warunek réwnolegtoboku
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na rzeczywistej przestrzeni liniowej pochodzi od rzeczywistego iloczynu
skalarnego. Wskazéwka: Zdefiniowaé¢ funkcje

R(z,) = (@,9) = (e + ol ~ 1z~ yI)

Nastepnie pokazaé, ze ta funkcja okresla iloczyn skalarny wedtug po-
nizszego schematu.

(a) Pokazaé, ze (x,y) = (y,x) oraz (—x,y) = —(x,y).

(b) Korzystajac z réwnosci réwnolegltoboku wykazaé, ze
<$1 + Ta, 2y> = 2(‘7:17 y) + 2(1’2, y)

(¢) Na podstawie (b) udowodnié, ze (x,2y) = 2(x,y) = (2x,y), a
nastepnie
<.751 + .Tg,y> = <xlay> + <x27y>'

(d) Udowodni¢ przez indukcje, ze
(nz,y) =n(z,y), neN

a nastepnie
(rz,y) =rlz,y), reQ

(e) Zauwazy¢, ze jedli z,, —> x, to {x,,y) — (x,y). Pokaza¢, ze zatem
(re,y) =r(z,y), reR

62. Udowodni¢ twierdzenie Jordana—von Neumanna dla przypadku zespo-
lonego. Wskazéwka: Okreslmy R(z,y) jak w zadaniu 1. Nastepnie niech

(z,y) = R(x,y) — iR(iz,y).

(a) Pokazaé, ze R(ix,y) = —R(x,iy) a nastepnie (y, z) = (z,y).
(b) Pokazaé, ze (ix,y) = i(x,y) a nastepnie na podstawie zadania 1
(Ax,y) = Mz, y) dla X € C.

63. Dla rzeczywistej przestrzeni liniowej unormowanej X okreslamy prze-

strzen V = X +iX z norma ||z + iyl = /||z]]? + ||y||?, dla z,y € X.

Pokazac, ze V' jest rzeczywista przestrzenia unormowang. Pokazaé, ze
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64.

65.

jesli norma w X spelnia warunek rownolegtoboku, to rowniez norma
w V' spetnia ten warunek. Pokazaé¢, ze V' jest zespolona przestrzenig
unormowang z mnozeniem

(a+if)(z +1y) = (ax — By) +i(fz +ay), o fER, z,yeX
wtedy i tylko wtedy, gdy norma w X spetnia warunek rownolegtoboku.

Macierza Grama uktadu wektoréw {z;}?; w przestrzeni z iloczynem
skalarnym nazywamy macierz ((z;,7;))7,—,. Pokaza¢, ze wyznacznik
macierzy Grama nie znika wtedy i tylko wtedy, gdy wektory {z;}",
sg liniowo niezalezne. Wskazéwka: Jesli wektory sg liniowo zalezne, to
wiersze macierzy sa liniowo zalezne. To dowodzi implikacji w jedna
strone. Dla dowodu w druga strone zastosowaé indukcje wzgledem n.
Zauwazy¢, ze wyznacznik Grama mozna zapisa¢ jako iloczyn skalarny
wektora v, z wektorem x,,, gdzie

(x1,21) (x9,21) ... (xn,71)
(21, 2) (z2,22) ... (%n, T2)
Up =
(xhxn—l) (x27xn—l) cee (xnaxn—1>
T ) e Tn
Pokazaé, ze v, jest ortogonalny do wektoréw zq,...,x,_1. Niech Ay

oznacza wyznacznik Grama pierwszych k wektorow uktadu. Pokazaé, ze
(Un, Up) = Ay_1A,. Jesli wyznacznik Grama znika, to v, = 0. To ozna-
cza, ze wektor z, jest liniowa kombinacjg pozostatych wektoréow, bo z
zatozenia indukcyjnego wspélezynnik przy z,, jest niezerowy (wspot-
czynnik ten jest réwny A,,_1).

Pokaza¢, ze wyznacznik Grama jest zawsze nieujemny.

Niech {z;}°, bedzie uktadem wektoréw liniowo niezaleznych. Pokazad,

ze wektory
1

stanowia uktad ortonormalny o wtasnosciach:
(@) yo L{x1, ..., 20_1};
(b) (Ynsyn) = 1;
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(©) (Yn,n) > 0;
(d) lin{ys,...,yn} =lin{zy,...,2,}.
Pokazaé, ze warunki (a)—(d) wyznaczaja uktad {y,}. Przejscie od ukla-

du {z,} do ukladu {y,} nosi nazwe procesu ortogonalizacji Grama—
Schmidta.

66. Niech H = L*(—1,1) oraz z,(t) = ¢t" ! dlan = 1,2,.... Pokaza¢, ze
uktad x,, jest liniowo niezalezny. Znalez¢ vy, yo oraz ys.

67. Niech
bl

H,(xz)=(=1)"e e (e™™).

Pokaza¢, ze H, jest wielomianem stopnia n. Udowodni¢, ze
+00
/ Hy(z)Hy(z)e " dz =0, n+#m,
—0o0

tzn. H, tworza uktad ortogonalny w L?(RR, e~ dx). H, nazywamy wie-
lomianami Hermite’a.

68. Sprawdzi¢, ze ukltad funkcji Haara hy,,(x), m > 0, 1 < n < 2™, gdzie
hO,l =1 oraz

—1 2n —1
m/2 n
2 om <z < ST
2n—1 n
hmnx = _2m/2 — K < —
7( ) 2m \x 2m7
n—1 n
0 < lubz > —
T om u 3:/2m,

jest ortonormalny wzgledem iloczynu skalarnego (f, g) = [y f(2)g(x) dz.
Czy istnieje niezerowa funkcja ciagla (calkowalna z kwadratem) na
przedziale [0, 1] ortogonalna do wszystkich funkcji tego uktadu ?

69. Znalez¢ rzuty ortogonalne wektoréw na podane podprzestrzenie:
(a) f(x)=2a3 M =lin{l,z}, H = L*0,1).
(b) f(z)=2z, M =lin{l,cosz,sinx}, H=L*(—7, 7).
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70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

Obliczy¢ normy funkcjonatéw na przestrzeni H.

@ wlD)= [ ef@ds, =120,

b) o(f) = / flo)e ™ dv, M = L}R, e dz).

© elnp=3> T H=e

Czy funkcjonal f +— f(0) rozszerza si¢ z C[—1,1] do ograniczonego
funkcjonatu liniowego na przestrzeni Hilberta L*(—1,1) ?

Pokazaé, ze iloczyn skalarny na przestrzeni z iloczynem skalarnym jest
ograniczong forma pottoraliniows.

Forma hermitowska nazywamy forme péttoraliniows spetniajaca

B(y,z) = B(z,y).

Pokazaé, ze ograniczona forma hermitowska jest postaci
B(z,y) = (z, Ay)

dla ograniczonego operatora liniowego spetniajacego A* = A.

Forme pottoraliniowa nazywamy nieujemna jesli B(x, x) > 0 dla wszyst-
kich wektorow = € H. Pokazaé, ze forma nieujemna jest hermitowska
oraz spelia nieréwnos¢ Schwarza

|B(z,y)]* < Bz, 2)B(y, ).
Dla nieujemnej formy péttoraliniowej B(x, y) okreslmy p(x) = /B(x, x).
Pokazaé, ze p(z + y) < p(z) + p(y) oraz p(Ax) = |A|p(x).

Pokazaé, ze ||A*|| = ||A]| dla ograniczonego operatora liniowego A w
przestrzeni Hilberta H.

Dla zespolonej funkcji k(z,y) ciagtej okreslamy operator

Af(@) = [ K0 fw) dy

dla f € L?(0,1). Sprawdzi¢, ze A jest ograniczony. Znalezé operator
A*.



Zadania 129

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

Znalez¢ operator sprzezony do operatora

(T)@) = [ 1) dy
okreslonego na H = L*(0,1).

Pokazaé, ze odwzorowanie A — A* na przestrzeni B(H) := B(H,H)
jest antyliniowe.

Pokazaé, ze dla A, B € B(H) mamy (AB)* = B*A*.

Niech A : —H bedzie ograniczonym operatorem odwracalnym. Poka-
zac, ze (A71)* = (A*)~L.

Niech A bedzie ograniczonym operatorem na H spetniajacym A(M;) C
M, dla podprzestrzeni My, My C H. Pokazaé, ze A*(My) C Mi-.
Pokazaé, ze dla operatora A € B(H) zachodzi

ker A = (Im A*)* Im A C (ker A*)*.

Pokazaé, ze jesli dwa operatory liniowe T3, T speliaja (Tiz,x) =
(Thx, ) dla kazdego x € H, to T1 = Ts.

Dla ograniczonego operatora liniowego 7' : 'H — H okreslamy operator
S =1+ T*T, gdzie I oznacza operator identycznosciowy. Pokazaé, ze
S spetnia

]l < [[Szll < 1+ [T [l]-

Nastepnie pokazaé, ze S jest réznowartosciowy i ze podprzestrzen Im S
jest domknieta. Korzystajac z zadania 13 udowodnic¢, ze Im S jest gesta
w H. Pokaza¢, ze S jest odwracalny oraz ||S™!]| < 1.

Zat6zmy, ze ograniczony operator liniowy T : H — H ma skonczenie
wymiarowy obraz. Pokazac, ze T ma postac

n

Tw = {w.v))w,

j=1

dla pewnych wektoréw v;, w; € H.
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87. Zaldézmy, ze ograniczony operator liniowy 7" : X — Y, gdzie X i Y
sg przestrzeniami unormowanymi, ma skonczenie wymiarowy obraz.
Pokaza¢, ze T' ma postac

Tz =Y ¢;(z)w,
)

dla pewnych elementéw w; € Y oraz ograniczonych funkcjonatéw linio-
wych ¢; okre$lonych na X.

88. Niech {e,}>?, bedzie baza ortonormalna w przestrzeni H. Okreslmy
operator prawego przesuniecia 1T’ : 'H — H przez Te, = e,.1, dla
n=1,2,--- . Znalez¢ obraz, jadro i norme operatora 1" i T™. Obliczy¢
T*T oraz TT*.

89. Zmalez¢ norme operatora T' okreslonego na ¢%(N) przez
T(flfl, Loy yTpy.. ) = (/\1?[71, )\21‘2, ey )\nl’,17 .. .),
dla ustalonego ograniczonego ciagu liczb zespolonych.

90. T, jest ciggiem ograniczonych operatoréow liniowych z przestrzeni unor-
mowanej X w przestrzen Banacha Y. Pokazaé, ze zbiér {x € X
nh—>nolo T, x istnieje} jest réwny X lub jest zbiorem I-ej kategorii. Wskazéwka:
Niech

A = {zeX: lim Tz istnieje},

B = {zeX :sup|T,z| < +oo}.
Mamy A C B. Jedli A nie jest pierwszej kategorii to rowniez B nie jest
I-ej kategorii. Zatem normy ||7,,|| sa wspdlnie ograniczone. Pokazaé, ze

wtedy A jest domkniety. Poniewaz nie jest I-ej kategorii, to zawiera
kule otwartg. Ale A jest podprzestrzenig liniowa. Zatem A = X.

(xx) Pokazaé, Ze teza nie musi by¢ spelniona jesli Y nie jest przestrzenia
Banacha.

91. Niech T,, beda ograniczonymi operatorami liniowymi z przestrzeni Ba-
nacha X w przestrzen unormowang Y. Pokazacd, ze jesli T,,x jest zbiez-
ny dla kazdego x z przestrzeni Banacha X, to normy ||T,|| sa wspoélnie
ograniczone. Pokaza¢, ze operator okreslony wzorem

Ty = lirrln T,z
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92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

jest ograniczony oraz ||T']| < liminf ||75,]|.

Niech a,, bedzie ciggiem o wyrazach zespolonych o wlasnosci, ze szereg

> a,, jest zbiezny dla kazdego ciagu {z,,} € co. Pokazaé, ze Y |a,| <

n=1 n=1

N
+00. Wskazéwka: Rozwazy¢ funkcjonaly oy (x) = Z apx, dla x € c.

n=1
Ciag x,, wektoréw w przestrzeni Hilberta H ma wtasnosé sup,, |(y, z,)| <

+o00 dla dowolnego y € H. Pokazaé, ze sup,, ||z,| < +0o. Wskazdéwka.
Rozwazy¢ funkcjonaty liniowe y — (y, x,).

* {@mn }om=o jest macierza zespolona o wtasnosci : dla kazdego m € N
istnieje cigg {2(™}>° € £2, dla ktérego szereg 3°° o aymnx(™ jest roz-
biezny. Pokazac, ze istnieje taki ciag {x, }°°, € (%, ze szereg 302 AmnTn
jest rozbiezny dla wszystkich m € N.

Ciag elementéw x,, w przestrzeni unormowanej X ma wlasnos¢, ze ciag
liczbowy @(x,) jest ograniczony dla dowolnego ciagtego funkcjonatu ¢
okreslonego na X. Pokazaé, ze ciag ||x,|| jest ograniczony.

Niech X oznacza przestrzen unormowana ztozong z ciggdéw zespolonych
x = {x,} dla ktorych tylko skoriczenie wiele wyrazéw jest réznych od

zera, z norma ||z|| = max, ||z,|. Okreslmy operator liniowy 7" : X — X
wzorem
T = ( 1 1 )
r = Ty, 21’2, 31‘3, o)

Pokazaé, ze T jest ograniczony, ale T~1 nie jest ograniczony. Czy to
przeczy twierdzeniu o odwzorowaniu otwartym ?

X jest przestrzenia Banacha wzgledem dwu norm || - ||, || - |2, przy
czym || - |1 < ¢|| - ||2, dla pewnej statej c¢. Pokazaé, ze || - |2 < d]| - |1,
dla pewnej statej d.

M, N sa domknietymi podprzestrzeniami przestrzeni Banacha X taki-
mi, ze kazdy element z € X ma jednoznaczne przedstawienie x = m+n,
m € M, n € N. Pokazad, ze istnieje stala ¢ taka, ze |m| + ||n|| < ¢||z||,
dla kazdego x € X.
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99.

100.

101.

102.

103.

*104.

*105.

Niech Cp.,(R) oznacza przestrzen funkcji ciagtych o okresie 27w. Poka-
zaé, ze kazdy ograniczony funkcjonal liniowy na tej przestrzeni ma po-

2m
sta¢ o(f) = | f(z)dg(x) dla pewnej funkeji lewostronnie ciagtej funkcji
0

o wahaniu ograniczonym na przedziale [0, 27] oraz ||| = Var(g).

Operator T jest okreslony na C(T) nastepujaco:
+00 =R ]
Tf=>) anf(n)e™,
—00

dla pewnego ustalonego ciggu a,, gdzie f(n) = (2r)~' ™ f(t)e""dL.
Zalézmy, ze Tf € C(T) dla dowolnej f € C(T). Pokazaé, ze T jest
ograniczonym operatorem liniowym na C(T). Wskazéwka: Sprawdzi¢,
ze T' ma domkniety wykres.

Pokazaé, jesli operator T' z przestrzeni unormowanej X w przestrzen
unormowang Y ma domkniety wykres oraz T~! istnieje, to réwniez T—!
ma domkniety wykres. Wskazéwka: Znalezé¢ zwiazek pomiedzy wykre-
sami operatoréw T i 7.

Niech X iY beda przestrzeniami unormowanymi oraz 77 : X — Y ma
domkniety wykres natomiast T5 : X — Y jest ograniczony. Pokazaé, ze
Ty + T5 ma domkniety wykres.

Pokazaé, ze jadro operatora liniowego T' : X — Y o wykresie domknie-
tym jest domknieta podprzestrzeniag w X.

Niech T' bedzie ograniczonym réznowartosciowym operatorem linio-
wym z przestrzeni Banacha X w przestrzen Banacha Y. Pokazaé, ze
jesli obraz T'(X) jest domkniety, to istnieje stata ¢ > 0 taka, ze dla
S e B(X,Y) jesli | T — S| < ¢, to S jest réznowartosciowy. Pokazad,
ze jesli obraz T(X) nie jest domkniety, to dla dowolnej liczby ¢ > 0
istnieje operator S € B(X,Y) taki, ze ||S — T|| < ¢ oraz S nie jest
roznowartodciowy.

Niech T bedzie ograniczonym operatorem liniowym z przestrzeni Ba-
nacha X na przestrzen Banacha Y. Pokazaé, ze istnieje stata ¢ > 0
taka, ze dla S € B(X,Y) jesli |T — S|| < ¢, to S(X) =Y. Wskazéwka:
Wyznaczy¢ € z twierdzenia o odwzorowaniu otwartym. Nastepnie dla
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106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

y € Y skonstruowaé¢ z tak, aby Sx = y nasladujac dowodd twierdzenia
o odwzorowaniu otwartym.

Niech A bedzie samosprzezona podalgebra w C(K) oraz a,b dwoma
ustalonymi punktami w zwartej przestrzeni Hausdorffa K. Zat6zmy, ze
A nie znika w K oraz rozdziela dowolne dwa punkty z; i x5 z wyjatkiem
a i b. Udowodni¢, ze kazda funkcje f € C(K) o wlasnosci f(a) = f(b)

mozna jednostajnie przyblizy¢ funkcjami z A.

Pokaza¢, ze dla kazdej funkcji f € CL[0,1] istnieje cigg wielomianéw
pn(x) taki, ze

max [pa(2) — f(2)] + max |p)(2) — f'(2)] 0.

0<z<1 O<z<1

Czy kazda funkcja ciagta z C(]0,1] U [2,3]) jest jednostajna granica
wielomianéw 7

Niech A oznacza rodzine wielomianéw p(z) o wlasnosci p”(0) = 0. Czy

kazda funkcja ciagta z C[1,2] jest jednostajna granica elementéow z A
?

Czy dla € > 0 i funkcji f € C]0, 1] mozna znalezé wielomian p(x) taki,
ze ||f — plleo < € oraz p(2) =5,p'(2) =67

Rozwazmy przestrzen Hilberta H = L?((0,1) x (0,1)). Pokaza¢, ze jesli
funkcja h(zx,y) € H spetia

[ [ #anr@oyzay =0, fge 20
to h(x,y) = 0 prawie wszedzie.
Funkcja f € C[0, 1] spelnia
/01 2 f(2)dr =0, n>10.
Pokaza¢, ze f = 0.

Pokaza¢, ze dla miary o-skonczonej p na zbiorze X przestrzenia sprze-
zona do L' (X, p) jest L>(X, ). Uwaga: W przestrzeni L°°(X, 1) norma
jest okreslona przez

1l = inf{ sup [f(@)] : AC X, u(A) = o} .

zeX\A
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114.

115.

116.

117.

118.

Obliczy¢ normy funkcjonatéw na przestrzeni LP(R, p).

@ o) = | fla)dz, dy() = da

0) e(f) = [ f)edr, du(z) = .
©) o) =X fme™,  p= 3.

08

1

Ktoére z funkcjonatéw okreslonych na wielomianach rozszerzaja sie do
ograniczonych funkcjonatéw na C[0,1] 7
(a) wlag+ a1z + ...+ a,x™) = ay,

(b) w(ag+ @z + ...+ aa™) = ay,

(c) lag+az+ ...+ az") = ag+ 2a; + tas + ... —=a,,
2 3 ntl

(d) @(ag+ a1z + ...+ a,z") = ag + 2a; + 2%ay + ... 2"a,,.

A jest cigglym funkcjonatem liniowym nad C na przestrzeni funkcji
C[0,1] o wartosciach zespolonych. A nazywamy samosprzezonym jesli
A(f) = A(f). Pokazaé, ze A jest samosprzezony wtedy i tylko wtedy,
gdy A(f) przyjmuje wartosci rzeczywiste dla rzeczywistych funkcji f.
Pokazaé, ze kazdy ograniczony funkcjonat A liniowy mozna roztozy¢ na
sume A = Ay + 1Ay, gdzie Ay, Ay sa samosprzezone, oraz rozktad ten
jest jedyny.

Funkcjonat A na rzeczywistej przestrzeni Cg(X), gdzie X jest zwar-
ta przestrzenia topologiczna, nazywamy dodatnim jesli A(f) > 0, dla
kazdej nieujemnej funkeji f. Pokazaé, ze ||A|| = A(1), gdzie 1 oznacza
funkcje stale rowna 1. Wskazéwka . Skorzystaé z nieréwnosci — || f||oo1 <
f < |Iflleo1. Pokazaé, ze jesli funkcjonat A spehia ||A|| = A(1), to A jest
funkcjonatem dodatnim. Wskazéwka. Jesli 0 < f < 1, to ||2f —1|| < 1.

Zatézmy, ze liczby m,, maja whasnosé

n

Ve e [0,1] Y apa* > 0= a,m, >0,
k=0 k=0

dla dowolnych n i a; € R. Pokazac, ze istnieje funkcja niemalejagca o
na przedziale [0, 1] taka, ze

1
my, = /x”da(x).
0
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119.

x120.

Wskazéwka: Okresli¢ funkcjonat ¢ na wielomianach wzorem
olag+ a1z + ...+ a,z™) = agmo + army + ... + amy,.

Z zalozenia ¢ jest dodatni. Pokazaé, ze |p(p)| < mo||p|lso, gdzie p jest
wielomianem. Pokazaé, ze ¢ rozszerza sie jednoznacznie do ograniczo-
nego funkcjonatu ® na Cg|[0, 1]. Zauwazy¢, ze ® jest dodatni. Skorzystaé
z twierdzenia Riesza o postaci funkcjonatéw na Cg[0, 1].

Niech o bedzie funkcja niemalejaca na [0,1]. Dla n > 0 liczby m,, =
fol x"do(x) nazywamy momentami funkcji o. Pokazaé, ze momenty sa
liczbami nieujemnymi oraz spetniajg warunek

AVm,, >0 dla N>1,n2>0,

gdzie Am,, = m,—my1 i AN = A(AV71). Wskazéwka: Obliczy¢ANz"
i zauwazy¢, ze ANp(z") = p(ANz"), gdzie ¢ jest okreSlone jak w
zadaniu 15.

Ciag liczb nieujemnych m,,, n > 0 nazywamy catkowicie monotonicz-
nym jesli

A¥m, >0 dla N>1,n>0.
Pokazaé¢, ze istnieje funkcja niemalejaca o na [0, 1] taka, ze m, =

Ji a"do(z). Wskazéwka: Pokazaé, ze funkcjonal ¢ okredlony na wie-
lomianach wzorem

olag+ a1z + ... + a,z™) = agmo + aymy + ... + a,my,

jest dodatni. W tym celu udowodni¢, ze jesli p jest wielomianem nie-
ujemnym stopnia N, to wielomiany Bernsteina B, (p) sa wielomiana-
mi stopnia N dla n > N. Ponadto z zalozenia ¢(B,(p)) > 0 oraz

¢(p) = lim, B, (p).
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