la. Zadania z analizy funkcjonalnej

. Udowodni¢ nierownos$é¢ Holdera

1 1

ab < —aP + b,

p q
gdzie a,b > 0, p,q > 1 oraz %%—% = 1. Wyznaczy¢, kiedy zachodzi
rownosc. Wskazéwka:
(Sposob I) Naszkicowaé wykres funkeji y = 2P~!. Poréwna¢ pole prosto-
kata [0, a] x [0, b] z suma pdl dwu obszaréw: (1) ograniczonego wykresem
funkcji, osia OX, i prosta x = a, (2) ograniczonego wykresem funkcji,
osiag OY i prosta y = b. (Sposob II) Przyja¢ y = 11 pokazaé, ze funkcja

1

flx) = S — % przyjmuje minimum w punkcie z = 1.

. Pokazaé¢ nieréwnos¢ Holdera
n n 1/p n 1/q
o< (Nat) (L)
i=1 i=1 i=1
gdzie x;, y; > 0, p, q jak poprzednio. Kiedy zachodzi rownos¢ ? Wskazéwka :
n n
Zalozy¢, ze obie sumy Z P i Z y? nie przekraczajg 1. Zastosowaé po-

i=1 i=1
przednie zadanie do kazdego z iloczynow x;y;.

n 1/q
i=1

. Pokazac, ze

n 1/p
<Z |xi|p> = max
i=1 -

n
>zl
=1

gdzie z;,y; € C, p i q jak poprzednio.

. Pokaza¢ nieréwnos¢ tréjkata dla normy

n 1/1’
Jall, = (Z rxi\f’)
=1

okreslonej na C". Wskazéwka: Skorzysta¢ z poprzedniego zadania.

. Uogolni¢ trzy poprzednie zadania na sumy nieskonczone.



10.

11.

. Dla ps > p; > 11 n € N znalezé¢ najlepsze stale w nieréwnosciach

n 1/p1 n 1/172 n 1/272 n 1/171
(Z |33i|p1> < ¢ (Z ‘ilfi|p2> ; (Z ‘$i|p2> < ¢ (Z fﬂfi‘m) .
i=1 i=1 i=1 i=1

Pokazaé, ze (P* C (P2, jesli py < po. Wskazéwka: Jedli ||z][,, < 1, to
|z,| <1 dla wszystkich n.

. Skonstruowaé ciag = € £? taki, ze x ¢ 7 dla kazdego p < 2.

. Pokaza¢ catkowg nieréwnos¢ Holdera

dla nieujemnych funkcji f(x) i g(x), p i ¢ jak w zadaniu 1.

Pokaza¢ nieréwnos¢ trojkata dla normy

151, = ([ 1s@pane) "

gdzie f jest zespolong funkcja na Qi p > 1. Wskazéwka: Wyprowadzic¢
wzOr analogiczny do wzoru z zadania 3.

Ze zbiéru Gorniaka i Pytlika rozwiaza¢ zadania z rozdziatu II.



