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10. Zadania z analizy funkcjonalnej

Niech T" bedzie ograniczonym roéznowartosciowym operatorem liniowym z przestrzeni Banacha
X w przestrzeni Banacha Y. Pokazaé, ze istnieje stala ¢ > 0 taka, ze dla S € B(X,Y) jesli
IT — S| < e, to S jest réznowartosciowy wtedy i tylko wtedy, gdy obraz T'(X) jest domknieta
podprzestrzeniag w Y.

Niech T bedzie ograniczonym operatorem liniowym z przestrzeni Banacha X na przestrzen Ba-
nacha Y. Pokazaé, ze istnieje stala ¢ > 0 taka, ze dla S € B(X,Y) jesli |T — S| < ¢, to
S(X) =Y. Wskazéwka: Wyznaczy¢ € z twierdzenia o odwzorowaniu otwartym. Nastepnie dla
y € Y skonstruowac z tak, aby Sx = y nasladujac dowdd twierdzenia o odwzorowaniu otwartym.

Niech A bedzie samosprzezona podalgebra w C(K) oraz a,b dwoma ustalonymi punktami w
zwartej przestrzeni Hausdorffa K. Zatézmy, ze A nie znika w K oraz rozdziela dowolne dwa
punkty z; i ze z wyjatkiem a i b. Udowodni¢, ze kazda funkcje f € C(K) o whasnosci f(a) = f(b)
mozna jednostajnie przyblizy¢ funkcjami z A.

. Pokaza¢, ze dla kazdej funkcji f € CL[0, 1] istnieje ciag wielomianéw p,(x) taki, ze

max |p, () — f(x)] + max |p],(z) — f'(x)] = 0.

0<x<1 0<z<1

Czy kazda funkcja z C(]0, 1] U [2, 3]) jest jednostajnag granica wielomianéw ?

Niech A oznacza rodzing wielomianéw p(x) o whasnosci p”(0) = 0. Czy kazda funkcja z C|0, 1]
jest jednostajng granicg elementéw z A 7

. Czy dla e > 0 i funkcji f € C[0, 1] mozna znalezé wielomian p(z) taki, ze ||f — pllee < € oraz

p(2) =5,p(2) =67

Rozwazmy przestrzen Hilberta H = L?((0,1) x (0,1)). Pokazaé, ze jesli funkcja h(z,y) € H
spetnia

1,1
|| by s @) dedy =0, f.g € L20,1)
to h(x,y) = 0 prawie wszedzie.

Funkcja f € C[0, 1] spetnia

V

1
/ ' f(x) dr = 0, n > 10.

0
Pokaza¢, ze f = 0.

Pokaza¢, ze dla miary o-skonczonej p na zbiorze X przestrzenig sprzezong do L'(X, i) jest
L>(X, p). Uwaga: W przestrzeni L>°(X, 1) norma jest okreslona przez

HfHoo:inf{ sup |f(z)| : AC X, u(A):O}.
zeX\A

Obliczy¢ normy funkcjonatéw na przestrzeni LP(R, p).
@) o(f)= R f@)dz,  dp(r)=dz_
(b) (f) =2 f(@)e ™ dz,  dp(z) = e " d.
(©) (f) =X f(n)e ™, =372 0
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Ktore z funkcjonatéw okreslonych na wielomianach rozszerzaja sie do ograniczonych funkcjonatow
na C10,1] 7

(a) @lag+ @z +. ..+ axz™) = ap,
(b) wlag+ a1z + ...+ az™) = ay,
(c) @(ao+a1$+~-+an$”)Zao+%a1+%az+...%ﬂam

(d)  @(ag+arx + ...+ a,z") = ag + 2a; + 2%as + ... 2"a,,.

A jest ciagtym funkcjonatem liniowym nad C na przestrzeni funkcji C[0, 1] o wartosciach zespolo-
nych. A nazywamy samosprzezonym jesli A(f) = A(f). Pokazaé, ze A jest samosprzezony wtedy
i tylko wtedy, gdy A(f) przyjmuje wartosci rzeczywiste dla rzeczywistych funkeji f. Pokazaé, ze
kazdy ograniczony funkcjonal A liniowy mozna roztozy¢ na sume A = Ay + iAq, gdzie A1, Ay sa

samosprzezone, oraz rozktad ten jest jedyny.

Funkcjonal A na rzeczywistej przestrzeni Cgr(X), gdzie X jest zwarta przestrzenia topologiczna,
nazywamy dodatnim jesli A(f) > 0, dla kazdej nieujemnej funkeji f. Pokazaé¢, ze ||A|| = A(1),
gdzie 1 oznacza funkcje stale rowng 1. Wskazéwka. Skorzysta¢ z nieréwnosci —||f|lol < f <
| flloo1. Pokazaé, ze jesli funkcjonal A spetia [|A]| = A(1), to A jest funkcjonatem dodatnim.
Wskazowka. Jesli 0 < f <1, to [|2f — 1] < L.

Zatozmy, ze liczby m, maja wtasnosé

Vz € [0, 1] Zakxk >0= Zanmn >0,
k=0 k=0

dla dowolnych n i a; € R. Pokazaé, ze istnieje funkcja niemalejaca o na przedziale [0, 1] taka, ze

1
My, = / z"do(x).
0
Wskazoéwka: Okresli¢ funkcjonal ¢ na wielomianach wzorem
olag+a1x + ... + a,z™) = agmo + army + ... + a,my,.

Z zatozenia ¢ jest dodatni. Pokazaé, ze |p(p)| < mol|plleo, gdzie p jest wielomianem. Pokazaé, ze
¢ rozszerza si¢ jednoznacznie do ograniczonego funkcjonatu ® na Cg[0, 1]. Zauwazy¢, ze ® jest
dodatni. Skorzysta¢ z twierdzenia Riesza o postaci funkcjonatéw na Cg[0, 1].

Niech ¢ bedzie funkcja niemalejaca na [0,1]. Dla n > 0 liczby m, = [y 2"do(x) nazywamy
momentami funkcji o. Pokazaé, ze momenty sa liczbami nieujemnymi oraz spelniajg warunek

AVm, >0 dla N>1,n2>0,

gdzie Am,, = mu,—m, 11 AN = A(AN71). Wskazéwka: Obliczy¢AN 2™ i zauwazy¢, ze AN p(2™) =
o(ANz"), gdzie ¢ jest okredlone jak w zadaniu 15.

Ciag liczb nieujemnych m,,, n > 0 nazywamy catkowicie monotonicznym jesli
A¥m, >0 dla N>1,n>0.

Pokazaé, 7e istnieje funkcja niemalejaca o na [0, 1] taka, ze m,, = [ 2"do(z). Wskazéwka: Poka-
zac, ze funkcjonal ¢ okreslony na wielomianach wzorem

olag+ a1z + ... + a,z™) = agmo + aymy + ... + a,my,

jest dodatni. W tym celu udowodnié¢, ze jesli p jest wielomianem nieujemnym stopnia N, to
wielomiany Bernsteina B,(p) sa wielomianami stopnia N dla n > N. Ponadto z zaloZenia

©(Bn(p)) > 0 oraz o(p) = lim, B (p).



