10.

11. Zadania z analizy funkcjonalnej

. Pokaza¢, ze jesli operator liniowy T' z przestrzeni Banacha X w przestrzen Banacha Y jest

ograniczony, to T' przeksztatca ciggi stabo zbiezne do zera w X w ciagi stabo zbiezne do zera w
Y. Pokaza¢, ze implikacja odwrotna tez jest prawdziwa. W dowodzie skorzysta¢ z twierdzenia o
wykresie domknietym.

Okredlmy funkcjonaty d,, na przestrzeni ¢> wzorem

n({cutizs) = cn.

Pokazaé, ze {0, } nie zawiera podciagu zbieznego *-stabo.

{z,}02, jest gestym podzbiorem kuli jednostkowej w przestrzeni unormowanej X. W przestrzeni
X* wprowadzamy metryke

da*,y") = i 22 (1) — o ()

Pokazaé, ze d(-,-) jest istotnie metryka. Pokazaé, ze x-staba topologia w kuli jednostkowej jest
réwnowazna topologii wyznaczonej przez metryke d(-, ). * Czy topologie te sa réwnowazne na
calej przestrzeni X* 7

Pokazaé, ze jesli ciag elementéw x,, przestrzeni Hilberta jest stabo zbiezny do z oraz ||x,| — |||,
to ||z, — x|| — 0. Czy mozna to uogdlni¢ na przestrzenie /* dlap > 17

. p > 1. Pokazaé, ze ciag xz, w przestrzeni ¢ jest stabo zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy liczby

||z, sa wspdlnie ograniczone oraz dla kazdego m ciag x,(m) jest zbiezny.

W przestrzeni /7, p > 1 znalezé cigg stabo zbiezny , ale nie zbiezny w normie przestrzeni.
* Pokazaé, ze w ¢! kazdy cigg stabo zbiezny jest tez zbiezny w normie.

Ciag {z,} elementow przestrzeni unormowanej X jest stabo zbiezny do z. Pokazad, ze istnieje ciag
postaci {3271 A nx;} (gdzie A;,, € C) zbiezny do  w normie. Wskazéwka: Rozwazy¢ najmniejsza
domknieta podprzestrzen liniowa Y zawierajaca {x, }. Zauwazy¢, ze teza zadania jest rtéwnowazna
x € Y. Skorzystac z faktu, ze jesli x € Y to istnieje funkcjonat ograniczony x* taki, ze z*(x) = 1
oraz z*(y) =0dlay € Y.

Pokaza¢, ze jesli ciag x,, jest stabo zbiezny do x, to ||z|| < liminf ||z,]|.

Pokazaé, ze ciag funkeji f, jest stabo zbiezny do f w LP(0,1) jesli normy | f,|/, sa wspélnie
ograniczone oraz f, jest zbiezny do f wedtug miary, tzn.

lim [{x - | fuz) — f(2)| > €} = 0,

dla dowolnego ¢ > 0. Pokaza¢, ze odwrotna implikacja jest fatszywa.

Funkcja rzeczywista f na [0, 1] spelnia warunek Holdera z wyktadnikiem «, jesli istnieje stata C

taka, ze |f(z) — f(y)| < Clx — y|*. Okredlmy

/@)~ )l

| flloa = max | f ()] + sup
lz —y|*

Pokazaé, ze dla 0 < a < 1, zbidr funkcji spelniajacych ||f||o < 1 jest zwartym podzbiorem w

clo,1].
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Funkcje g, sa ciagte na [0,1]. Czy z ciagu funkcji

_ /O ' V1+z —ysin{g.(y?)} dy

mozna wybra¢ podciag zbiezny ?

Niech K (z,y) bedzie funkcja ciagta na R? taka, ze

/ / K(z,y)|?dx dy < oo.

Niech f(z) € L*(R). Rozwazmy réwnanie catkowe

u(z) +>\/ y)dy,

gdzie \ jest liczbg zespolona. Pokazaé, ze réwnanie ma jednoznaczne rozwigzanie u(x) € L*(R),
jesli A ma odpowiednio malg wartos¢ bezwzgledna. Wskazéwka: Do operatora

Tu(x) = f(x)+ ) [ K(z.y)uy) dy

na L*(R) zastosowaé twierdzenie o odwzorowaniach zwezajacych.



